第 四 版 序言 


在 本 书 第 一 版 写 完 以 来 的 三 十 五 年 间 ， 近 世代 数 已 戒 为 批 界 
上 大 学 的 标准 课程 ， 并 且 已 有 许多 用 于 这 门 课程 的 著作 、 尽 管 如 
此 ， 回 顾 一 下 我 们 的 基本 指导 思想 一 一 也 是 现在 这 本 书 的 基本 指 
导 思 想 一 看 来 是 可 取 的 , 

“我 们 始终 力求 类 过 各 种 常用 的 定义 的 构思 背 最 ， 为 此 , 我 们 
尽 可 能 用 较 多 的 热 悉 的 例子 说 明 每 个 新 术语 ， 这 在 基础 教科 书 里 
特别 重要 ， 因 为 它 可 以 说 明 一 切 抽 象 概念 都 来 源 于 对 具体 情况 的 
2. 

^3 T Mes s d B: RUBER A b dr REO E 3. 每 个 课题 里 我 们 
都 编 入 广泛 多 样 的 习题 ， 这 些 习 题 中 , 一 些 用 来 计算 , 一 些 用 来 进 
一 步 寻 找 新 概念 的 例子 ， 另 一 些 给 出 附加 的 理论 推导 ， 后 一 种 类 
型 的 习题 对 于 学 生 熟 悉 正 式 证 明 的 结构 有 重要 的 作用 ， 习 题 的 选 
择 足够 使 讲授 者 改编 课本 ， 以 适应 在 校 大学生 和 研究 生 一 年 级 学 
生 不 同 程度 的 需要 ， 

“近世 代数 也 能 够 重新 解释 古典 代数 的 结果 , 使 它们 具有 更 大 
的 统一 性 和 一 般 性 ， 因 此 , TIE GA S HG. 而 努力 把 它们 
系统 地 编 人 近世 代数 的 范围 内 ， 

“我 们 还 力求 不 忽略 如 下 事实 : 对 于 诈 多 学 生来 说 , 代数 学 的 
意义 在 王 它 在 其 他 领域 的 应 用 ， 这 些 领 域 如 高 等 分 析 . 几何 学 , 物 
理学 和 哲学 等 等 ， 这 使 我 们 强调 实数 域 和 复数 域 、 同 抽象 辞 相对 
捧 的 变换 群 ,对 称 矩 阵 及 其 对 角 化 , 正 交 群 下 和 欧 儿 里 得 群 下 的 二 
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次 型 分 类 , 3E n 4E Mc n. EA JR FOR RS VUE EB UR GER ALPES 所 
"43x 96 P CE PRI SECRUSE pri c up FOR TG h AH EE, ” 

详细 地 说 ， 我 作 的 第 一 ,二 ,三 章 介 绍 诡 的 环 中 线性 方程 和 多 
项 式 方程 理论 ， 在 强调 普通 的 整数 环 , 右 理 数 奔 的 加 时 ， 还 蚂 调 了 
Ma on 整数 证 和 相伴 多 项 式 环 ， 第 四 、 五 童 竹 述 实数 越 和 复数 域 的 
基本 代数 性 质 , 这 对 于 几何 学 和 物理 学 其 有 头等 重 些 性 . 

第 六 章 通 过 群 这 个 最 简单 最 基本 的 概念 ， 引 进 目 交换 代数. 
在 第 七 至 十 任 里 ， 群 的 概念 系统 地 用 到 儿 量 空间 和 炬 阵 上 上、 这 蛙 
注意 , 代数 学 在 欧 儿 里 得 几何 , 仿 射 几何 和 射影 几何 中 一 直 起 着 最 
最 车 最 共 础 的 作用 ， 还 讨论 了 对 侦 空 间 和 张 量 积 ， 查 不 考虑 推广 
$i EAE BE, 

第 十 一 章 包 含 布 尔 代 数 和 格 论 十 分 简单 的 介绍 ， 后 面 第 十 二 
音 ， 有 关于 超 限 数 的 简短 讨论 ， 姑 后 的 三 之 介绍 了 一 般 交 换代 数 
和 算术 : 理想 和 商 狂 、 域 的 扩张 .代数 数 及 其 因子 分 解 以 及 伽 交 瓦 
理论 . 

许多 章 是 相互 独立 的 ， 例 如 ， 媳 论 一 章 可 以 紧 接 第 一 章 之 后 
介绍 ， 而 关于 理想 和 域 的 内 容 ($ 13.1 $0 $ L4.D "TELEE d E 0E 
空间 后 来 研究 , 

这 种 独立 性 是 为 了 使 这 本 韦 朵 着 用 于 只 具备 中 学 代数 特 误 的 
学 生 的 全 年 教程 ， 叉 适用 于 各 式 各 样 的 短期 教程 ， 例 如 包括 线性 
代数 的 一 学 期 或 一 学 季 的 课程 , 可 以 以 第 六 至 十 章 为 基础 , 实数 域 
和 复数 域 是 要 强调 的 ， 基 于 抽象 代 煞 的 一 学 期 课程 ， 可 以 安排 第 
一 二 ,三 .六 .七 , 八 , 十 一 . 干 三 ,十 四 章 , e I EA iE fb e. 

我 们 希望 本 书 不 仅 继 续 作 为 课本 ， 而 且 为 那些 朴 要 把 近世 代 
数 的 基本 概念 用 于 数学 的 其 他 领域 (包括 统计 学 和 和 计算}， 用 于 物 
还 学 .化 学 和 工程 技术 的 读者 作为 方便 的 参考 书 . 

在 此 愉快 地 向 已 . 贝尔 , A. A. Am, E. M, F. A. dEi, JL 
ss 2 c 


S. BTE A, NE GR. WEI, G HEBES, D. D. 米 勒 ,1 JE dc 
以 及 许多 其 他 朋友 和 问 种 化 谢 ， 他 们 提供 了 活 共 的 建议 和 改进 . 
IPSE ARUM S. ZAKARRA 前 三 版 中 她 作 了 秘书 工作 , 


Cambridge, Mass. G. JAH EH 
Chicago, Illinois S. AARE 
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第 一 章 E 数 


$1.1 交换 环 ， 整 环 

近世 代数 第 一 次 揭示 了 数学 系统 的 多 变性 和 直 富 性 ， 我 们 将 
构造 并 研究 许多 这 样 的 系统 ， 但 是 它们 中 最 基本 的 是 最 十 老 的 数 
学 系统 一 一 由 所 有 正 整 数 (全 体 ) 组 成 的 系统 ， 与 其 有 关 的 ， 稍 大 
一 点 的 系统 是 由 所 有 整数 0, 土 1, 十 2% 十 3,… 组 成 的 集合 Z. 因为 它 
与 近 上 代数 中 的 其 他 系统 极为 相似 ， 所 以 我 们 的 讨论 就 从 它 开 始 . 

壬 数 具 有 许多 有 趣 的 代数 性 质 ， 在 这 一 誉 里 ， 我 们 将 假定 一 

些 象 公设 那样 特别 明显 的 性 质 ， ONDERE h ENINA 
别 的 性 质 , 

我 们 首先 假定 加 法 和 藕 法 的 八 个 公设 ， 这 些 公 设 不 权 对 于 整 
数 成 立 , 而 且 对 于 许多 其 他 数 系 都 成 立 ， 例如 所 有 有 理 数 { 分 数 )、 
所 有 实数 (无 腿 小 数 ) 和 所 有 复数 ， 这 些 公设 对 于 多 项 式 和 任意 已 
知 区 间 上 的 连续 实 国 数 也 成 立 ， 对 于 系统 妃 当 这 从 个 公设 成 立 
时 ,我们 称 吾 为 交换 环 ， 

XX 设 召 是 由 元 素 鳃 一 cy MRAR, ARLETE 
意 两 个 元 素 忆 与 二 《不 同 或 相同 ) 的 和 Gg 十 Z $2 ab. 如 果 下 列 公 
i£ (0) o (vili) X xc, HE ZR pb ARE, 

D HAt, Xa bgE Rob, 则 和 a--b Z2 ab ERY. 

Gi) 唯一 性 ， 若 下 中 4 二 a' B b=b, 则 l 
at= tb ux ab-ab. 

《iii zat, +RP-wahb, 
a+tb=b+a, ab = ba. 


(v) £i, s ET—wab,c, 
a+ (boc c)— (al b) ie, 
a(bc) — (ab)c. 

(v) hn, sb RP- a b.e, 

a(b-- e) -ab-F ac. 
(vi) $£. RESSAR 0O 使 得 
ü-F0:ca, sp E —i1adÉ i. 

(vii) qmd. REDAK 1+0, #4 

al—a, sp REdvT—53G6XKz, 
(viii) .加 法 六 元 素 ， 对 五 中 每 个 o4 
atz=0 ARPAN x 

Wir 53s D AZ HEREA AER ET mi, 例如 ,交换 
律 和 结合 律 是 这 么 部 悉 , 以 致 在 平常 应 用 时 无 须 明 确 提 及 它们 , 就 
把 a 十 5 十 ec 表示 相等 的 数 a-- Oot) +e wD pN 
0 的 性 质 是 数 零 的 特性 ; 类 但 地 《vi 这 中 指出 的 1 的 性 质 是 数 1 的 
特性 ， 国 为 这 两 个 公设 形式 上 是 类 似 的 ， 所 以 我 们 可 以 说 , 0 和 1 
分 别 是 山中 和 乘法 的 “单位 元 素 ". 《vii 中 的 假定 1 25 0 排除 了 平 
几 的 情形 (否则 , a de ERG HE (I. pa eO 所 组 成 的 集会 ). 

所 有 整数 的 系统 己 具 有 另 一 个 不 能 由 上 述 公 设 推出 的 性 质 ， 
Æ ZrBes0Hca-eb, WA 1i a=b (Gi) 中 后 一 部 分 的 道 性 
质 )， 但 是 交换 环 不 一 定 都 具有 这 个 性 质 , 例如 由 己 知 区 间 上 的 全 
体 实 阴 数 组 成 的 集会 ， 虽 然 它 们 构成 交换 环 ， 但 并 不 满足 上 述 性 
质 ， 因 此 , 件 体 整数 不 仅 构 成 交换 环 , 而 日 构成 按 下 述 意 闵 定 光 的 
SER. 

ENX 满足 下 面 附加 公设 的 交换 环 是 整 环 ; 

(X) GÀ Ait. Xc-0, B ca—cb, M a=b. 

3k x& Z [4// 27]. E Bof 2a b/ 3 的 数组 成 的 整 环 是 数论 
= 2 a 


所 感 兴趣 的 ， 这 里 a 和 5 是 普通 整数 (在 ZZ 中 )， 在 Z[v O23 H, 
atb 2 一 cdv 2 MB [X ae, b—d. mE R EHHE 
xA 


(a--b/ 2) totdv 2) — (a-- e) - (5-4 2, 

(a--b/ 2 ) (c dv 3 ) = (ae - 25d) — (ad + bev 2. 

对 于 这 些 运 算 ， 了 唯一 性 和 交换 律 是 容易 验证 的 ， 而 0 -HOW 2 
3a? TE, 并 有 卫 1+0w 2 相当 于 单位 元 素 ,.a+bw 2 Bü dm 2 A E 
素 是 (一 中 十 (一 BV 2， 结合 律 和 分 配 律 的 验证 稍 长 一 些 ， 消 去 
律 的 验证 将 放 到 5 1.2 末尾 . 


$1.2 交换 环 的 基本 性 质 


在 初等 代数 中 ， 人 们 常常 认为 上 述 公 设 及 其 基本 挫 伦 是 允许 
的 ， 倘 车 对 照 特殊 的 例子 检验 代数 运算 上 时， 一 般 不 会 发 生 天 的 错 
_ 误 ， 然而 ， 当 我 们 起 要 得 到 对 于 整个 代数 系统 都 正确 的 结论 ( 例 
An 一 般 地 ， 对 一 切 整 环 者 成立) 时 ， 普 须 多 如 小 心 ， 我 们 必须 确 
fi, 所 有 证 明 只 用 到 明显 列 出 的 公设 和 一 般 逻 辑 法 则 , 其 中 最 基本 
的 于 和 缉 法 则 是 相等 美 系 的 三 个 基本 定律 

dA asa. 

yik E a=b, b= a. 

传递 律 #a=b E boc Wil ae, 

对 一 切 a, b F c 都 成 立 . 

现在 我 们 列 出 儿 个 在 任意 交换 环 主 中 都 成 立 的 法 则 ， 关 给 出 
它们 正式 的 证 明 . 

法 则 1 对 五 中 一 切 a,8,c, 有 

(ad-b)e-ac tbe. 

这 法 则 可 称 为 右 分 配 律 ， 与 公设 o) 对 比 ， 公 设 (VY) Era 

配 律 . 


证 明 +H Rpa b, e A 
(a+b)e=e(a]-b) — (GERZEERSO 
2* c(a-b)-—ca-ccb {分 配 律 》 
3* (at+b}c=eateb (1?, 2*, t£ à D 
A" em—ae,cb—bc GEik as dd 
b" ca--eb—ac- bc (4^, 加 法 唯一 人 性) 
6" {atb)e=ac bc (37,5", 传递 律 ) 
Au? HR HE a, 0ta=a, H la=a. 
证 明 对 五 中 一 苇 人 有 
1° 0+a=e+0 《加 法 交换 律 ) 
gt+0=a { 零 的 性 质 ) 
3° 0-Fa=a (1, 2^, 传递 律 ) 
ig 一 & 的 让 明 类 似 . 
法 则 8 ”如 果 瑟 中 的 zs 上 其 有 性 质 “ 对 五 中 一 切 9,6T%==a”， 
那么 z= 二 0， 
xx ER SS], ER 仅 包含 一 个 0 元 素 , 它 可 以 起 加 法 单位 元 素 
的 作用 . . 
证 明 因为 4 十 #=& 对 一 切 & 都 成 立 ， 所 以 当 4 为 0 时 等 式 
dir, 
1° 0+z=0 : 
2^ 0-20-—z (1°, 对 称 律 ) 
3” 0+2 一 2 《起 则 2 "1a 29 2) 
4* 0=% (2°,3°, 传递 律 ) 
在 以 后 的 并 类 证 明 中 , 相等 的 对 称 律 和 传递 律 的 反复 运用 , 我 
们 都 不 必 写 出 ， 
法 则 4 RAH a, b, e 成 立 : 
Hiacrb—atc, 可 推 由 五 = pe， 


[s] 


这 个 法 则 称 为 加 法 请 去 律 . 
证 明 根据 公 没 (viii), 对 元 素 a， 存 存 元素 z, 使 9g+x=0. 


1° z+a=atr=0 Oni 38 6t, 传递 律 ) 
2° z—z,a^b—actc ( 自 反 律 , 假设 》 
3% YT (a+b)=rl (ae) (2^, 加 法 唯一 性 》 
4” b=0+b= {r+ 4) +b 
—rg-d(atb)sezd (ace) 
—(rta)o-e—0dcto-c 
{ 补 上 4° 中 每 步 的 理由 ! ) 
法 则 5 HT a, R BAHE atem 0 的 唯一 解 e, 
这 个 解 通 常用 z= 一 a 表示 . Bd x PE T E SEX at 
(—a)-—0. Eh, 符号 a 一 5 Rm atb). 
证 明 根据 公设 (viii), 存在 解 .如果 y 是 第 二 个 解 , 那么 根 
据 传递 律 和 对 称 律 , 4 十 + 二 0 二 a-+gy. 因此 由 法 则 4, r= y. lE tE 
EWG XR pH ab, 在 五 中 存在 唯一 的 z,， Eate 
=b. 
这 个 法 则 表 基 , 减法 是 可 能 的 而 有 是 差 是 唯一 的 . 
证 明 取 w=( 一 @) 十 8， 则 (给 出 理由 !) 
Gc Ex-—ac[(C—2) F5]— [a (—8)] 4b 20-4 b—b. 
AUR y EET SP ZUR FEE fit a Hm — b—a--y, 因此 由 法则 


4, =y, uie 
法 则 了  xpRHqd—H32a,2a-0-0—(0.a. 
证 明 i 
1° a=a,a+0=a (B E Bt. EOD) 
2^ a(a-F0)—aa (17, gig Gk E— b) 


3° aa-ra:0-ea(a-0)--aa (分 配 律 等 ) 


—an-4 0 
A" g0—0 (G^, 法则 4) 
5” 0:a—a:0—0 Gi 5c f Bt, 4?) 

法 则 8 WAR pi u RAER R pia, au=a”, $ 
Ausl. 

ARARA R 1 的 上 唯一 性 . 证 明 类 似 于 社 则 3, 
B EAM, 

法 则 9 Epa aF hb, (a) l(b) = ab. 

AEUR REEE A EO ls, 

证 明 ” 考 赛 三重 和 (结合 律 !) 

1* [ab-ca(—5)1-- (—a) C75) = --La( —5) - C70) (7051. 

由 分 配 律 , 一 4 的 定义 , 法 则 7 和 公设 (Yi) 得 

2* abt [a(—b)-r(—a)(—b)]—ab-r[acr(—a)]C—75) . 
—ab -F0(—b) —ab. 
FE, 有 
3* [ab+a(—b}]+ (~a) (—5) -a[b — (-202] Fr C—)(—5) 
—a 0+ (—a) (—b) 一 (一 的 《一 有 
因此 , 根据 相等 的 传递 律 和 对 称 律 , 从 1 ,2 和 3 得 出 结论 . 

其 他 各 种 简单 而 熟悉 的 法 则 , 都 是 我 们 公设 的 推论 , 其 中 一 些 
在 下 面 习 题 中 叙述 . 

另 一 个 基本 的 代数 定律 是 用 在 解 二 次 上 方程， 比如， 由 
(x 二 2) (a —3) —0 dB HE X E 002-0 2 22 —3—0, 就 用 到 这 个 
定律 , E R8 — BEEN NEBA: 

E ab — 0, ln] d dg a0 dE 5-0. (1) 
这 个 断 请 不 是 对 一 切 交 挽 环 都 成 立 的 .但 是 在 任意 整 环 DD 中 ， 根 
据 消去 律 ， 这 个 断 语 是 正确 的 ， 因 为 假设 第 一 个 因子 不 为 零 ， 则 | 
ab--0—a0, 并且 6 可 以 消去 ， 因 此 5=0. 反之 ， 在 任意 交换 环 吓 


* 


中 , 从 断 语 { 1 7) 可 得 到 消去 律 ， 因为 如 果 a-50, ab - ac, ill f$ ab — 
ae-a(b—c) —0, HJ 5—6—0. 因此, 我 们 有 

定理 1 4AGRAARGOP, 乘法 消去 律 等 价 于 * 非 过 因子 之 积 不 为 
零 " 这 个 命题 ， 

使 乘积 ab —0 HERIR a 和 5 有 时 称 为 “ 零 因子 ”因此 , 交 
换 坏 五 中 的 消去 律 等 价 于 "8B 不 包含 零 因子 ”. 

定理 1 可 以 用 来 证 明 $ 1.1 末尾 定义 的 整 环 Z[v 2] 的 消去 
律 ,如 下 所 述 ， 假 定 ZI 2 ] 包 含 堆 因子 , 使 

(TB 2) (etd 2) — (ac -- 25d) -- (tad the 2 —0. 
由 定 广 可 推出 se 十 222 一 0, ad tbe — 0. Fi d REMER, H eR 
第 二 个 等 式 , 而 后 相 减 , E b (2d? — 67) — 0, 所 以 或 者 五 =0, 或 者 
c?— 24^. Anf. b —0, Hl] I-XR PII 75 FAS IH ac — ad — 0, 因此 , 根据 定 
理 1, 不 是 4=0 就 是 "一 人 2=0， 伍 是 第 一 种 情形 a-—0 意味 着 a 
bV 2 =0( 因 为 6=0); 第 二 种 情形 意味 着 c 二 dV 2 —0, 所 以 这 两 
种 情形 中 , 都 没有 等 因子 


现在 余下 c! —2d B OE, 这 意味 着 M2 = 所 是 有 理 数 ， 这 是 


不 可 能 的 ， 在 $3.7 定理 10 中 将 给 出 它 的 证 明 .- 

如 果 承 认 v 2 是 实数 , 而 且 承 认 所 有 实数 的 集合 构成 整 环 , I 
么 借助 于 下 面子 整 环 的 扳 念 可 以 非常 容易 地 证 明 名 [Ww TE 
整 环 . 

EX  AEGROD 8 P AEGRGE D B6 BOE. CATA- irak 
法 运算 也 是 整 环 . 

显然 ， 子 集 吕 是 子 整 蒜 的 充分 必要 条 件 是 : 8 包含 0 各 1 S 
包含 其 中 任意 元 素 a 的 加 法 六 元 素 ; S to Hob EXE OR a 
与 五 的 和 ea 十 加 及 积 ab， 


J 题 
对 1~5 中 的 每 个 习题 给 出 完整 的 证 明 , 在 证 每 一 步 时 可 用 公设 , 前 一 步 
的 结 某 , 正文 中 已 建立 的 法 则 , 或 者 已 经 作 过 的 练习 . 
1. E P jg RETE CE C p BD Rn: 
(a) (ab) (cc Fd) = (aet be) + Gad Fb), 
(b) a+ [b-F (c +d) ] = (a+b) + Ce H- d) — D Carb) 4-61 d, 
(c) ac Gd 0 = Go) tb, 
(d) aibe) =c tab), 
te) alh t GL] 9 (ab oe) -| ad, 
| (£) a(b--e)dz (ab d+ aed). 
2， (a) iE M S. 
(b) HEI 1:121. 
(c) WpWiEShop DU ames CDM ES xx 0763€ 20 E O08 1L. 
3， 证 明 下 列 法 则 对 任意 整 环 由 的 — a 都 成 立 ; 
(a) —(—a) =g, 
(b) —0=0, 
(c — tath) 一 (一 在) c (— 5), 
(d) —-a—(—1)a, 
(e) (—ab=a{—b) = — (al). 
4. 由 习题 30d) 和 等 殊 情 形 ( 一 1 C7 D — 1 uESB ER Ij 9. 
5， 证 明 在 尾 痢 整 环 中 下 列 法 则 对 于 运算 a — 6a (CT DD 都 成 立 : 
(a) (a—5b) T (c—d) = (ao- e) ibtd), 
(b) (a-b) (e-i) = (add) — Gd e), 
(c) (G1— B) (e — d) = (ac tba — Cad -F be), 
(d) a—&—c—d HERH ad btc, 
(e) (a—b)cezac—bc. 
6. PAARA 4 EAr 为 什么 ? 
(a) 所 有 偶数 ， 
(b BA d. 
(c) BG iESE. 
(D 所 有 实数 aabi5.k Bom bout. 


—- 


=. g -œ 


(e) KAR Aati 9 ,这 里 ae 和 5 为 整数 . 
O Bed 2gESd!WNgmEm. 
7. (m) WEW: [LER O 0 1 EH LEUR HE TE ERE P Jm PS E d (1 十 1=0 
(而 不 是 2) 除外) 运算 之 下 是 一 个 整 环 . . 
(b) 证 明 : 在 仅 由 0 组 成 的 系统 中 定义 间 十 0=0.0=0, 删除 了 (vi) 
中 的 条 件 O1 Pp, 它 撕 足 整 环 的 所 有 公设 ，, 
8. (a) 证明; WARRE S WEERA iE, vid Bd AT 
9 于 1 可 能 陈 外 , 那么 , 09 或 者 是 整 环 , 或 者 是 仅 由 0 组 成 的 系统 (如 导 同 7(b) 
m BED. 
(b) 在 法 则 1—-9 BOTE TI cbr FLUR E 0 去 1 吗 ? 
9.、 想 定 按 通 常 定义 任意 两 个 整数 的 和 , 击 任 意 两 个 整数 的 积 定 义 为 零 ， 
在 送 两 种 运算 之 下 , 整 环 的 公设 中 哪 一 些 还 仍然 满足 ? 
10。， 找 出 两 个 函数 了 填 ? 和 8 本 0 iH RS. f9 云 0. 


81.3 有 序 整 环 的 性 质 


因为 所 有 普通 整数 的 环 乏 在 数学 中 起 着 独特 的 作用 ， 因 此 我 
们 将 研究 它 的 特殊 性 质 , 莱 法 交换 律 和 消去 律 仅仅 是 其 中 两 个 . VT 
多 其 他 性 质 都 来 源 于 整数 有 可 能 被 排 成 通常 的 次 序 

004, —8, —2, —1,0,1, 2, 3, 4, 

这 个 次 序 常用 关系 acb ex^, ik BHEIR ab" (a 小 于 看 
意味 着 ， 在 上 面 所 排 的 次 序 中 ， 整 数 DT ON P 的 左边 、 关 系 
a-cbyor 24 BOUM 36 5 一 a 为 正 整数 , 从 而 关系 4 二 5 的 每 个 性 质 可 
由 正 整 数 集 合 的 性 质 导出 、 因 此 我 们 假设 正 整数 1,2,3,… 集 合 
的 下 列 三 个 性 质 作为 公设 . 

加 法 律 ， 两 个 正 整 数 的 和 是 正 整 数 ， 

来 法 律 ”两 个 正 整数 的 积 是 正 整数 . 

三 分 律 ” 对 于 已 知 整 数 9, 下面 三 种 情况 中 有 -一 个 且 仅 有 一 
个 成 立 : 或 者 e DIEPER, 或 者 a0, 或 者 一 4 为 正 整数 . 

顺便 说 一 下 , 在 这 些 性 质 以 及 它们 的 推论 中 , 把 * 正 整数 " 换 成 


e F a» 


EARR REXI PREX DFEL IBELAC RED 
EE HUBS IE SC XR RIAA ESR, 

EX de AGE DopREOGGGRGR A GEORGES. CNA 
是 类 似 于 上 面 对 整 数 指 出 的 加 法 ,这 法 和 三 分 律 三 个 公设 ,那么 称 
D X5mus. 

定理 2 在 住 意 有 冯 整 环 中 ,一 切 非 过 元 类 的 平方 都 是 正 的 . 

证 明 ika’ Dan, a0. 根据 三 分 律 , 或 者 a 是 正 的 ,或 省 一 a 
是 正 的 ， 在 第 一 种 情形 中 , 由 正 元 素 的 莱 法 律 知 , a? 是 正 的 ; 在 第 
二 种 情形 中 , 一 a 是 正和 的 ， 因 此 根据 S 1.2 的 法 则 9, a? — (一 办 ?>0， 

证 毕 

由 了 推出 1= 芋 总 是 下 的 . 

定 尽 ”在 有 序 整 环 中 ,a<<b( 读 作 “a 4T b") de bral b 大 于 
qa") 这 两 个 等 价 的 说 法 都 意味 着 如一 Q 是 正 的 ， 还 有 ,所 的 意思 
是 a-b xd a=b. 

根据 这 个 定义 , LER a 现在 可 以 描述 为 大 于 零 的 元 素 w. 元 
素 5<0 称 为 负 元 素 ， 从 上 面 的 定义 ,我们 能 推出 革 系 “小 于 ?的 几 
个 熟悉 的 性 质 . 

传递 律 S acbH bce, Mace. 

证 明 REE, hir acb pibe 可 推出 互 一 4 FA eb 
”是 正 的 ， 因 此 由 加 法 律 ， 其 和 人 6 一 4) 二 (ce 一 下 一 5 一 4 是正 的 ， 这 
音 味 着 ac. 

正 元 素 的 三 个 基本 公设 对 应 着 不 等 式 的 三 个 相应 的 性 质 . 

不 等 式 两 边 同 时 加 上 一 元 素 F acb, W atecb+e. 

RADLEY- EE P acb H c-0, M ac-be. 

三 分 律 xpfEdGadb—4XAXacba-bd4na-bsoH 
一 个 且 仪 有 一 个 成 立 . 

作为 例子 , 我 们 证 明 第 二 个 性 质 , 即 一 个 不 等 式 两 迅 当 以 平 元 
» jū» 


Re MERIR. iX EYE ERRATEN be—ac- (b 一 人 ec 
(参看 $1.2 的 习题 5(e)) 是正 的 ， 而 这 是 乘法 公设 的 直接 推论 ， 
丁 为 根据 假设 , 因子 5 一 4 和 < 都 是 正 的 ， 类 伺 地 , 我 们 可 以 证 明 ， 
不 等 式 两 边 乘 以 负 元 隶 时 ， 不 等 式 反 向 { 参 看 下 面 的 习题 1(c))， 
EX ESER, 5a 020, xp dial 6; 
Fijat akta, —a 中 的 正 元 素 ， 
这 个 定 兴 可 以 改 述 为 
|a| =a, H 6 和 Jaj — —a, 35 a0. (2) 
EAEN EAE, RTEA GS S659 [6 FR bond 
fa noz di. 
| 十 五 | 二 el FI8|, leæbļ=la|lèl. 《3) 
和 的 绝对 值 的 定律 也 可 以 这 样 得 到 : 根据 定义 , 我 们 有 
-|a| sesja] H —lb5|xbx|bl, 
国 此 , 不 等 式 相 加 而 得 
— {jal - 151) «abs [al 4- | bl. 
这 立即 表明 , a+b 不 论 是 正 的 还 是 负 的 ， 它 的 绝对 值 不 能 超过 
lal +b}. 


习 题 
i， 只 有 序 整 环 公 设 推 性 下 列 法 则 : 
G) 若 acb, 则 ag 十 c 过 8 十 6, AZRA, 
(5 a—rca-—y3np[gs zy. 
(c) d a<), B axc-ay *" BLISS xg. 
(d) d? 6-0 fH aseko, Bl] ab. 
CO UP xd xdrd4z-0,B|z-0. 
(OD Haab, 则 at bi. 
Cg) d oze0, Wig azeb "HH aczebc. 
2. 证明: FE r+ EREE HER. 
*$ :los 


3. 尽 你 的 可 能 , 证 明 一 些 关于 关系 acd 的 定律 。 

4 证 明 : 在 任意 有 序 整 环 中 , js] 一 |5| 专 la 一 |. 

“59， 证 明 ; 在 任意 有 序 整 环 中 , 由 a=b 可 推出 ab. 

*6， 证 明 ; 在 性 意 有 序 整 环 中 , X4 — 8] a, b, 四 一 晤 十 到 站 

*?7， 在 整 环 Z[U2 pp SLIESESR. 并 证 明 吉 法、 莱 法 和 三 分 律 三 个 公设 
iar. 

e EDAEN, 在 号 中 定义 了 关系 sa<5， 它 满足 正文 中 指出 的 传递 健 ， 
不 笃 式 的 夫 法 和 科 革 原则 以 及 三 分 律 . 证 明 ， 当 适当 地 选择 正 元 素 的 集 各 
时 , DD 为 有 序 整 环 . 

*9. 详细 证 明 ， 有 序 整 环 的 任 一 子 整 环 为 有 序 整 环 . 

"10. Yt RUIT EE IRIS, 它 包 合 一 个 满足 加 法 , 怀 法 和 三 分 律 三 个 公设 的 
ERRATE. 证 明 五 是 有 序 整 环 ，( 扣 杀 ， 证 明 莱 沾 消去 举 成 空 ， 分 四 种 
Ti be: 

X0 H y>0, r>0 E =g >00, 20H 9-0, —-0H-—g3g-0.) 


81.42 良 序 原则 


如 果 有 序 整 环 ( 如 实数 系 那 样 ) 的 子 集 态 的 每 个 非 空子 集 都 包 
含 最 小 元 素 ， 那 么 3 称 为 良 序 的 ， 利 用 这 个 概念 我 们 可 以 简 述 整 
数 的 重要 性 质 , 这 性 质 在 特征 上 不 是 代数 的 , 并 月 是 其 他 数 系 所 不 
具备 的 ， 这 就 是 

康 序 原则 ”全体 正 整数 的 集合 是 良 序 的 . 

换血 话说 , 正 整数 的 任意 非 空 集合 C 必 和 包含 某 最 小 元 素 m, 使 
C BB e d mse. 例如, 最 小 正 偶数 是 2 . 

为 了 说 明 这 个 原则 的 作用 , 我 们 证 明 

定理 3 0 和 1 之 间 没 有 整数 . 

看 一 下 爹 体 束 数 的 自然 次 序 ， 这 马上 就 清楚 了 ， 但 是 我 们 想 
要 指出 , 不 看 这 个 次 序 而 从 我 们 的 假设 出 发 也 可 以 证 明 这 个 事实 . 


T ” 送 里 和 后 面 较 闪 的 习题 都 反 上 了 * S. 
I2 * 


现在 我 们 给 出 这 个 证明. 如果 存在 适 台 0-61 y EXE XE EE e, 
那么 所 有 这 种 整数 的 集合 CC 是 非 空 的 ， 根 据 良 序 原则 ， 这 个 集合 
中 有 最 小 整数 m, 并 且 0 过 m 过 1。 当 我 们 用 正 数 加 莱 这 个 不 等 式 
两 边 时 , 得 到 0-—m?—m. 于 是 m? 是 集合 台中 的 另 一 整数 , hT 
已 假定 的 C 中 最 小 元 素 m. 这 个 矛盾 导出 定理 3 成 立 . l 

定理 4 PEER- ARAS Eal 并 且 当 它 包 含 中 
时 党 和 包含 十 1, 那么 集合 如 包含 任意 正 整 数 ， 

证 明 ”只 须 证 明 ， 出 那些 不 含 于 号 的 正 整数 组 成 的 集 台 S E 
空 的 .假设 S 不 是 空 的, 它 将 包含 最 小 元 素 各 ,但 根据 假设 mor 1, 
因此 由 定理 3, m-—1, BEA m—1 是 正和 的 ， 但 是 1—0, m—1«—m, 
PTAR US mag EE, mm 一 1 将 在 SS 中， 根据 假设 得 到 Cm 一 1) 十 1= 
中 在 含 中 ， 这 个 矛盾 使 定理 成 立 . 


| 习 题 
1l. 证 明 : HERRA g.9 一 1 是 小 于 a& 的 最 大 整数 . 
2， 下 列 集 合 中 哪些 是 良 序 的 : 
(a) 所 有 正 奇数 ， 
(b) |f fau, 
(c) 所 有 大 于 一 7 的 整数 ， 
《中 所 有 大 于 249 的 奇数 ， 

3. WEB]: 盘 序 集 的 任意 子 集 是 虎 序 的 ， 

4. WEB]; 如 果 整 数 的 集合 包含 —1000, Jf 8. bv BL e HD EL 
rri, HÉpmGXOAC E45 PDRIENS. 

5. (0 inum dE Em SPI x, AEK b. f buo, IAs SCA 
ARA bA rE, 5 本身 不 一 定 在 坊 中 ， 证 明 具有 下 界 的 任意 非 空 整 
rf S RON Etc. 

(b) 证 明 : 具有 “上 界 ” 的 任意 非 空 整数 集合 具有 最 大 元 素 ， 
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81.5 数学 归纳 法 ， 指数 定律 
现在 我 们 可 以 按 加 法 、 尼 法 及 序 完 整地 列 出 全 体 整 数 集 合 的 
基本 性 质 . Jc UL MBUE HAE CAS RR UBAESRLZ, RoPDD EA 
素 的 集合 是 良 序 的 .全体 整数 的 集合 的 其 他 每 个 数学 性 质 , 可 以 由 
此 通过 严格 的 逻辑 推导 来 证 明 ， 特 别 是 , 我 们 能 导出 非常 重要 的 
数学 归纳 法 原理 ” 设 命 题 P(w) 与 每 个 正 整 数 % 有关, CRE 
正确 或 者 错误 ， 如 果 (PO) 是 正确 的 , (让 对 一 著 b, i POO 推出 
P(k--1), 那么 Ptn) 对 一 切 正 整 数 n 都 是 正确 的 ， . 
为 了 从 良 序 导 出 这 个 原理 , 只 要 观察 使 P(E) 正确 的 那些 正 束 
fx b HEA, 因为 它 请 是 定理 4 的 假 旭 条 件 , 因此 由 定理 4 的 结论 
倒 得 到 这 个 原理 ， 
现在 用 归纳 的 方法 米 征 明 在 任意 交换 环 中 成 立 的 各 种 定律 . 
我 们 首先 用 它 来 形式 地 建立 任意 4 个 被 加 数 的 -- 般 分 配 律 
a(b, 154 | 一- (4) 
为 明确 起 见 , RITE EMA bidet bn 如 下 : 
bi tbt b. — (b, tha) -6;, 
b, b, Eb b, — itb) HbA ba 
一 般 地 , 可 表 为 递 推 公 式 ( 对 于 k1) 
bi Hee 十 看 十 再 1 m 5) 4 tb) bia, (5) 
(EM HH. ANR e DNE [da ügfru. MR b-1 项 中 揪 号 的 位 
n X, RETE, 
FAEH), TiyEXEUEN)In—1BDcWxms xxm) X 
次 ， 我 们 假定 定律 (4) 对 于 %=% 正确 ， 要 证 明 它 对 于 %= 十 1 E 
确 ， 根 据 定义 (5) 和 分 配 律 (Y)， 
albit ee tbet Bra o eb H5) beri] 
—a(b, te +b) Fabii. 
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右边 第 一 项 可 以 利用 (4) 对 于 名 个 被 加 数 正确 的 假设 化 简 , 于 是 上 
式 化 为 


albit Eb tbr) = abi- --- Fab.) ab... 
因为 根据 定 尽 (5)， 右边 是 abrt ee tabat abs PAARIS RT 
(的 归纳 证 明 . 

类 似 的 但 更 为 复杂 的 归纳 论证 将 得 到 一 般 结 合 律 , 它 断 言 : 和 
bi t-o bb. SEE bob, 不 管 把 括号 括 在 哪里 部 有 和 家 同 的 值 (特殊 
情形 出 现在 下 面 的 习题 失 ， 应 用 这 个 结果 和 (4)， 我 们 还 可 建立 
303 — 8t 5 BU 

(Ga dau) (bir d 5) 
—ajb, te Hab db aubi od aub, 
注意 , 根据 一 般 结合 律 和 一 般 交 换 律 ,个 已 知 项 的 和 不 管 项 的 次 
序 与 分 组 如 何 总 有 相 问 的 值 . 
任意 交换 环 召 中 的 正 整 指数 也 可 以 归纳 处 理 . dmg np 
整数 , FE a" 表示 rn 个 因子 的 积 aaa. 这 也 可 叙述 为 递 推定 六 
ni =a, "la" (对 吾 中 任意 o, (6) 
根据 这 全 公式 , SERTEL HIE ZS TE HB Eo E a7 HAR at. h 
这 些 定义 ， 我 们 可 以 对 任意 正 整 指数 m 和 % 证 明 下 面 常用 的 
定律 : 
gg — gamin (7) 
(a")" — a"*, (qb) " — qni", (8) 
例如 , 第 一 个 定律 可 以 对 用 归纳 法 证 明 ， 当 n=1 时 , COR 
变 成 a=", 这 正 是 en 的 定义 ， 其 次 假定 定律 (7? 对 于 任何 
对 和 已 知 正 整数 % 一 天 是 正确 的 ， 并 且 考 虑 比 束 大 1 的 指数 关上 1 
BRESA a"a* 1， 我 们 逐次 应 用 定义 、 结 合 律 、 归 幼 假设 和 
定 疼 ,得 到 
a"g**!— a" (a* a) = (a"a* )a ga" "tg — gi * 1 —gnion, 
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XX BEER) B) n—k-F1 的 情形 .因此 完成 了 归纳 证 明 ， 
有 最后， 我 们 证 明 二 项 公式 在 任意 交换 环 忆 上 成 立 ， 首 先 用 第 
推 公式 
Dn 二 1 和 十 1)1 二 nl1(% 十 1》 
定义 非 负 整 数 上 的 阶乘 国 数 ni 然后 对 艺 中 的 nz 0, 类 似 地 开 


n n n+l n n 
AME i 和 人 k FG) 
定名 二 项 系数 ， 由 这 些 定义 , 再 对 n 用 归纳 法 , 得 到 


n 
(z-- y)" — a" nah ly ee +( jenes etg" 


< n —Eark 
-EG d ; e 


k(n 1). (10) 


(a( DETE 证 明 图 作 习题 . ) 
k kl(n—i)! 

数学 归纳 法 原理 允许 我 们 在 证 明 Piat DH, 随意 假定 P Q0 
的 正确 仁 ， 我 们 现在 指出 ， 人 们 甚至 可 以 对 一 切 eec 假定 PO 
的 正确 性 ， 这 称 为 

数学 归纳 法 第 二 原理 。 设 命题 P(m) 与 每 个 正 整 数 % 有关 .如 
果 对 每 个 m, BEEP HE kem EERE”, 可 以 推出 结论 
«P (m) 本身 是 正确 的 ”, 那么 P( 四 对 一 切 半 都 是 正确 的 

证 明 设 3 是 使 P( 由 错误 的 正 整 数 集合 ， 和 如果 S 不 空 , ME 
有 最 小 的 数 m. IRR m els, PO XE kem 是 正确 的 , 因此 
根据 假设 , 己 (m) 本 身 必 是 正确 的 ， 这 就 得 出 矛盾 ， 于 是 如 只 能 是 
zx fis, 证 毕 
=. J5 


注意 , 在 m— 1 的 情形 中 , 所 有 El 的 集合 是 空 的 , 因此 必须 
dr P(1) 的 证 明 . 


习 
1， 用 归纳 法 证 明 下 列 下 指数 定律 在 性 党 整 环 中 成 立 : 
(a) (at=, 
(b) tab)” — a*b", 
(c) I*— I. 
2， 用 时 纳 法 证 明 1 十 2 十 … 十 # 一 nain, 
(3. EMS M0). 
4e MBRAME: aittai, BRAE m = eme 
5， 用 星 纳 法 证 虽 下 列 加 法 公式 : 


nO-1) Gs D 


(a) 1-F4-F9-F- bn s 


(b) 1 十 8 十 27 十 … 十 mm s[n, 


6. WER: EEA TER H, Hcc EXEC CERE ET 9. 
7， 用 妇 纳 法 而 不 用 良 序 原则 证 朋 定 型 S. (En: GE PO XA onm) 
*8. HAIR T. h$ REA ERBEN, (Hiz: ME PD 为 
命题 EEEE — T n BIEBSIIESERERUR Roh oe.) 
9. HELGEN TF niis d f. 
(a, T in Hay) (5, F5 mau ebay db EE. 
10， 结 出 两 个 函数 之 积 的 % 阶 导数 公式 , 并 对 用 归纳 法 证 明 公 式 ., 
*1]， 证 明 : 对 任何 底 o1, E IE SE SE m RO da 
aTa can ir, dera rar rs 
的 唯一 表述 式 ,; 式 中 整数 r 满足 Era, r E0 
*12， 以 下 例 说 明 河 题 11: Hx 了 为 底 , Wed); 063011128993, FRE 
检验 ， 
13， 药 旗 师 公有 1,3, 9, 27 和 81 盘 司 五 个 秸 码 及 双 盘 天 平 ( 硅 码 可 六 入 
任 一 盘 中 }， 证 明 他 能 部 称 出 1— 121 dt RIEF XE ERE 
14. WEB]. EE 9 的 倍数 其 各 位 数字 之 和 可 被 93 整除， 
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$1.6 可 除 性 

整 系数 方程 ax=5 不 总 是 有 整数 解 忆 如 果 有 整数 解 , WER b 
可 被 a 整除 .数论 首先 要 研究 的 就 是 这 个 问题 ， 

在 任意 整 环 中 也 有 业 似 的 可 除 性 入 念 , 定义 如 下 : 

EX AAEGIRDOPSS Rd DovTE-—gqg E b=ag MiA k 
bocpdkondk aX, Sboqakadgket, KIE ajb. 我 们 又 称 
在 是 五 的 因子 , 百 是 笃 的 倍数 .1 的 因子 称 为 玉 的 单位 或 可 逆 元 素 . 

HARER ab 一 样 , 关系 al b BER BL Ic Bein ob 

ala; E ajb ube n3 LH ale. (11) 
(1 的 第 一 个 定律 是 显然 的 , D 2g a — a1 意味 着 a1a, AWER 
个 定律 , 回想 一 下 整除 的 定义 , olb Ab e 党 味 着 有 茶 整 数 d 和 
d; f bad, dec bd; 将 第 一 -个 方程 代 人 第 -个 方程 中 得 出 e= 
aldd), [s Jy did, 是 整数 ,按照 定 多, 这 表明 alc, CD rn Weir 
言 的 一 样 . 

定理 5 名 中 仅 有 的 单位 是 十 1. 

这 个 定理 实际 上 断言 : 对 于 整数 < 和 $8, ab —1 音 味 着 a= 二 1 
和 5 二 土 1, 根 据 积 的 绝对 值 定律 , H ab 1 ff [ab] — [al ibi — 
1. HA a, b 都 不 为 零 ， 所 以 la| 和 |8 是 正 数 . 由 于 0 与 1 之 问 惟 
有 下 整数 {定理 3), 因此 根据 三 分 律 , 1o]z 140] b|z5 1. X&PAT S 
等 式 随 便 哪 个 不 等 类 系 成 立 , 积 |a115| 就 不 可 能 是 1。 因 此 a! = 
151 二 1, 即 如 定理 所 言 , a= c 1, b — E 1. 

HERE d RAR atb eq 3 Oa gm alb), 852 a b. 

证 明报 据 假 设 ocbd, H. b —ad, [JE e — add. 如 果 a=0, 
W b —0, 结论 当然 成 立 ， 如 果 a0, 消去 4 tR N =d. 那么 ， 
WIEM 5, d, — 1, 因此 wa= b. 证 毕 

因为 一 GT 一 (一 的 《一 1 所 以 任意 整数 a 可 被 6, 一 a, 1, 利 
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一 1 整除 . 
定义 ”如 果 整 数 卫 不 为 站 或 十 1, P 8 p X fbdk 士 pH 
除 ， 那 么 称 卫 为 素数 ， 
前 几 个 正 素 数 是 
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
不 是 1 或 素数 的 任何 下 整数 都 可 分 解 成 素 因子 的 积 , 例如 
128== 27, 90—9.10— 3?- 2-5, 
672—96—7-12-8— 7-3. 25, 
经 验 表 明 , 不 论 怎 样 进行 分 解 , 总 会 得 到 相同 的 素 因 子 ， 这 种 素 因 
子 分 解 的 蕉 一 性 可 以 用 下 面 我 们 将 讨论 的 最 大 公 因 子 来 证 明 ， 


| i] 题 

1 证 明 任 意 整 环 史 中 单位 的 下 列 各 性 质 ， 

(D) 丙 个 单位 之 积 是 单位 . 

(b) D Bj fru 可 整除 口中 每 个 元 素 ， 

(c) 3$ c 整除 口中 每 个 x IM e 是 单位 
2. WEB]: # ajb Hale, M| ajite). : 
3. EM: # b ZEW MATERE. WESENKAT dec b. 
4 MARAT 100 HERS. (提示 : MA z2, 3,5,7 MA E 

应 用 习题 3.) 

5. Wt a| 下 证 明 : 当 五 二 0 时 , [a] e |5|. 


$1.7. 欧 几 里 得 算法 
整数 a 除 以 5 用 普通 的 除法 就 得 到 商 9Y 和 余数 *. 正式 地 说 ， 
这 相当 于 下 面 的 断 请 . 
BERR qtia atb, Br0， PARR q tor, 


使 得 
< I9 5 


a=b +r, | Osr«b. (12) 
六 他 描述 ”如 果 我 们 设想 全 部 数 都 显示 在 实 轴 上 ， 那 么 疡 的 
所 有 可 能 倍数 og 构成 直线 土 等 距 分 点 的 集合 ， 


对 应 于 a 的 点 必 沙 在 由 这 些 点 确定 的 区 间 中 的 一 个 , 比如 说 , 落 在 
bg blti) 之 间 的 区 间 中 ， 右 端点 除去 ， 这 意味 着 4 一 B89 二 7， 
共 中 7 表示 短 于 区 间 金 长 5 REE, 因此 , Tai a BER Or 5, 这 
个 描述 启发 我 们 用 良 序 的 性 质 进行 以 下 证 明 ， 

证 明 当然 存在 所 的 某 整 数 倍 不 超过 a, 例如 , 因为 0， 根 
HEM 3,521, Hiei japi- lel sa MLZ a— bx 的 集合 
至 少 和 包含 一 个 非 负 整 数 , R a (7 101)5. Rie, 根据 度 序 的 性 质 ， 
存在 景 小 非 负 的 a 一 Bx, 比如 说 ,一 到 一” 图 构 造 可 知 了 关 0 而 当 
rb, 则 6 一 b(g 二 1) 二 ?一 b>0 将 小 于 4 一 09， 这 与 我 们 对 4 的 选 
摊 相 违背 ， 由 此 得 出 结论 : 4 a= bg+(a—bg) =bgtr Bp, Ox 
«b. 

Hitl bic EAE KE Gode b, 满足 (12) 的 商 & 和 余数 了 是 
唯一 确定 的 . 

证 明 Big a=bgtr=bg tr, AP Oxreb0xr-b, 35 
Arr =b O 数值 上 小 于 5， 但 它 是 5 的 倍数 ， 因 此 7 一 
DOSE. 所 以 7 了 ==7'， bg—64', q—d', ARH g A n 的 唯一 性 ， 

证 毕 

我 们 常常 有 必要 不 涉及 单个 的 整数 而 去 处 理 某 整数 集合 ， 象 

由 3 的 所 有 倍数 组 成 的 集合 : 

s, 6, —3,0,3,6, 9, 1 
这 个 集合 具有 重音 性 质 : 集合 中 的 任意 两 个 整数 的 和 或 差 仍 
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然 是 集合 中 的 整数 ， 一 般 地 ， 如 果 整 数 集合 仿 包 含 妨 中 任意 两 个 
整数 e 与 5 的 和 a+5 及 差 4 一 B， 则 称 集合 仿 在 加 法 与 减 兴 之 下 
是 封闭 的 ， 所 有 候 数 ( 正 的 、 负 前 和 零 ] 构 成 这 样 的 集合 ， 更 一 般 
地 ， 任 意 固 定 的 整数 mm 的 所 有 倍数 zm Bf rte n CES LUST 
EHAN, KAA xm 十 ya= (aiy) m 是 怠 的 倍数 ， 我们 现在 十 
H: 这 种 倍数 的 集合 是 具有 这 些 性 质 的 唯一 的 整数 集合 . 

定理 各。 在 加 法 与 减法 之 下 封闭 的 任意 非 空 整 数 业 合 ， 不 是 
仅 由 震 组 成 ,就 是 包 会 最 小 正 整数 并 由 这 个 整数 的 所 有 倍数 组 成 . 

EA 设 这 样 的 集合 好 包含 元 素 A0. WS hi3: 6 一 4 一 由 
因此 包 人 省 差 0—a— —a. 所 以 总 中 至 少 有 一 个 正 元 素 ja| =a. H 
据 良 序 原则 , 5S 中 存在 最 小 正 元 素 b 

集合 态 必 包含 8 的 所 有 整 倍 数 . 这 是 因为 我 们 首先 可 用 归纳 
ik OW n)uEBH 6 的 任何 正 倍数 %6 TE S rp: n=l, Mosh; 
ELAn kb XE S rp, WI (e) 5 —kb--b RES BP TUXZURL Bd 
fE S vB, mi 5 RS tEfT fid C —1)5 —0— (5). 是 点 的 两 个 元 素 之 
25, 因此 也 在 总 中 ， 

集合 8 只 能 包含 证 的 所 有 整 倍数 ， 这 是 因为 如 果 4 蚌 含 的 任 
意 元 素 , 天 由 除法 算式 可 得 出 差 4 一 89=7, BEES t. 余数 n dE 
负 且 小 于 而 5 是 沪 中 的 最 小 正 元 案 ， 因此 ?0， a—bg Æ b B5 
倍数 , 如 断言 所 述 ， . 证 毕 

定 党 Rd ARa fbh, HARATA 
4p ede, SRXGEG X adeb EXE cd). H4 
Ft, d cpu 

dia; dib; dw cla fe e|b TRH cld. 

倪 如 3 和 一 3 都 是 6 和 3 的 最 大 公国 子 . RRE MAR 
同 的 最 大 公 因 子 必 鼻 此 整除, 国 此 它们 仅 相 差 一 个 符号 . ad b 的 
两 个 可 能 的 最 大 公 因 于 士 & 中 , 正 的 最 大 公 因 子 常 用 符号 Ca, 5) 
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示 ， 值 得 注意 的 是 , 最 大 公 因 子 定 广 中 的 形容 通 “ 最 天", 主要 未 是 
指 人 的 数值 比 任 何其 他 公 因 子 e 大 ， 而 是 指 & 为 任何 这 种 c 的 伴 
数 . 
定理 7 了 dtd m4 dd a 3-0 bti Xp UE S XE H (ab). 
"ECT 10d b 0 BU X E Es de t Ao 6 Án 
(a, b) — sa4- tb. (13) 
证 明 ”考虑 形 为 sa 十 弛 的 数 ， 对 于 任意 两 个 这 样 的 数 : 
(aiat tib) + (sat 65b) = (5, -E 85) a (1 105)b. 
所 以 , 所 有 整数 sat tb 的 集合 号 在 加 站 和 减法 之 下 是 封闭 的 .内 
此 根据 定理 6, 3 由 某 一 最 小 正 整数 d= sa 十 纪 的 所 有 伐 数 组 成 . 
由 此 公式 显然 可 知 ，a 和 5 的 任何 公 因 和子 必 是 3 的 因子 另 一 方 
面 ， 原 来 的 整数 a=1.a+0.8 H b= tatib RERS ENE E 
总 之 中 , 因此 必 为 这 个 集合 最 小 整数 & 的 信和 数 .， 换 名 话说 , d c 
因子 ， 因 此 它 就 是 所 要 求 的 最 大 公 因 了 于. 证 毕 
类 伺 地 ，& 各 8 的 公信 和 数 的 全 合 媒 在 加 法 和 减法 之 下 是 封 闻 
B3 "ES EIE X mE e dn b 的 公信 和 数 , 它 整 除 每 个 公 和 倍数 . 
于 是 识 蚌 最 小 公 倍数 (或 Lc. m. 5. 
定理 8 任意 两 个 整数 驯 和 五 有 最 小 公 倍 数 m-—[a b], 它 是 
0 和 的 每 个 公 人 和 倍数 的 因子 , 并 且 它 自己 是 在 和 起 的 公 倍 数 ， 
为 找到 两 个 整数 a 和 下 的 最 大 会 因子 的 明显 表达 式 ， 可 应 用 
所 谓 欧 元 里 得 CEnuclid) 算法 ， 我 们 可 以 假定 a 和 5 部 是 下 的 ， 因 
为 负 整 数 8 可 用 一 5 民 奉 ,并 不 改变 最大 公 因 子 (a, 5) = (Qa, ~b). 
除法 算式 给 山 
a—bq,r, Oxr b, (14) 
整除 a 和 5 HETE ODERA TG ERI, 0m b Farn it 
ERRATE a MMAF, PIA or 6 MART bl o A r 的 公 因 子 一 
样 , 因此 最 大 公 因子 Qa, 友和 他 ,7 相等 ， 这 种 简化 可 以 在 五 和 nsi 
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的 位 置 上 反复 进行 : 


b=rigit "y DAT ti 
Ti= Tals t 5, Ora fa, 
Q5 
Taza = Ta-ta T Tus OTa Tais 


Tai 一 Tasa 
因为 余数 不 断 减 小 ; 最 后 必 有 余数 Ta IFD, 正 象 我 们 在 最 后 一 
个 汶 程 中 表示 的 那样 ， 以 上 论证 表明 , 所 要 求 的 最 大 公 因 子 是 
(a, b) = Cb, r1) = Qi 72) m m Gs rs 
48. (05) A — 3E ELA] vu EE nua 的 因子 , 因此 最 后 一 个 
BAZATE rnn AE, Peck a 和 5 的 最 大 公 因 子 是 欧 
几 里 得 算法 414 和 (人 《15) 中 最 后 一 个 非 零 余数 rw 
利用 欧 用 里 得 算 站 ， 也 可 把 最 夫 公 玉 子 明显 地 表示 为 线性 组 
A satib ARER’ 和 5 表示 逐次 的 余数 7 就 可 做 和 到， 例如 
n=a—b9 =0+ (—q)b, 
ra=b—gari={—g)at (109925, 


这 些 方 程 的 形式 表明 ， 我 们 量 后 能 把 7 RA a F b MRH, 
它 具 有 包含 商 q; RRK s Mt. 
最 大 公 因 子 的 表述 式 (a, b) = sat tb 非常 有 用 ， 一 个 重要 的 
推论 是 , 整除 两 个 数 之 积 的 素数 必 至 少 整除 其 中 一 个 因子 : 
定理 9 bpak, MAd plob 可 推出 Pla X pib 
证 明 ”很 据 素数 定义 ， 多 只 有 因子 士 1 和 土 ?。 如 果 结 论 p|a 
是 错误 的 , 则 和 e 的 公 因 子 只 能 是 士 1， 因 此 1 是 ea 和 的 最 大 
公 困 子 , 并 可 表 为 1= sa 十 t?。 上 式 两 边 都 乘 以 z 我们 有 
中 ”为 什么? Ku cL LIT Is dro 
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b — sab- ibp, 

右边 两 项 可 被 整除 , 因此 左边 5 可 被 p 整除 . 这 就 是 定理 中 的 第 
二 种 可 能 性 ， nas 

An (a, b) —1, 那么 我 们 称 a 和 二 三 素 ， 换 各 话说 , 如 果 两 个 
整数 e fb 没 有 士 1 以 外 的 公 因子 ， 则 它们 互 素 ， 用 来 证 明定 理 9 
的 方法 也 可 证 明 下 面 的 推广 : 

定理 了 0 加 果 (c,9) 一 1 8. elab, ÆA celb. 

对 于 两 个 瑟 素 的 整数 a 和 e， 如 果 整 数 mm 是 它们 每 一 个 的 倍 
数 , 则 我 们 可 推出 下 面 的 一 个 结果 ， 因 为 这 样 的 四 有 形式 m — ad, 
并 可 被 o 整除 , 所 以 根据 定理 10, 有 eld, m —ad —a(ed'), Bes 
fiac 可 整除 m， 这 就 证 明了 

定理 11 如 果 (@ ec) 一 la B. c|m, 那么 ac|m. 


3 HH 
1 利用 欧 儿 里 得 党 法 求 最 大 公 因 子 ; 
(a) (14, 85), (b) (1,15), 
(c) (180, 252), (d) (2878, 6643), 
(e) (4148, 7684), (f) (001, 7655). 


把 习题 120, (b), CO) Ht Gr, 0 RUE GS eae tr Co, 为 整数 ). 
. ÆA: 对 和 任意 整数 wa (0, a) = la]. 
. dH ma>0, EB] Cab, ae) = alh, c). 
. 证明 ; h 5lesn]e] «b 排出 c=98.，( 计 个 市 实 尼 用 于 证 明 推论 1.2 
. (D EN: 性 意 三 个 整数 a, b, e IE CN EAS 它 可 表 成 
sa d- 45-- uc. 
(b) HERI (Ca, b), e) = (a, Ch, e) = Ca, e), b). 
7 了 7， 讨论 习题 3~5 81605 XT Bop ZH STE, 
8. WEI: dEWLESIL PEDRO SEE DA. 在 如 法 之 下 二 必 是 革 闭 的 ， 
9. 证明; 仅 在 加 法 之 让 封闭 的 灰 数 集合 不 一 定 由 一 个 国定 元 素 的 所 有 
fE SECER RR. 
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10. ZEBKJL Bi SEED. hk mM. 每 个 余数 E E reS an 
十 # 3h s, fü £, 2g EXE, 
11， 给 出 定 球 10 Bare E EEUU, 
*]12， 证 明 ， 和 对 性 意 正 吾 数 a, b, PA ma-- nb Gn, n ACERO DEAS 
XE ab B3 Go, b) (f Bor f c, 
13. ip g 为 整数 ,使 入 对 一 煞 整 数 g 和 如 h gab aiH gla w gib 
WES]: # 是 0, 土 1 或 素数 ( 套 蕉 定理 9). 
14. (a) IEBH: dE, m) = (b, m) — 1, Nil iab, m) — 1. 
(b) 证 明 : Hla, e) =d, alb H elb, M ac| bd. 
(c) HE Ce, c] — CL 
$1.8 REFER 


现在 我 们 容易 永明 整数 唯一 因子 分 解 定 理 ， 它 也 称 为 算术 基 
本 定理 . 

定理 12 任意 非 零 整数 可 表 为 单位 (SD Rau p enin, 
如 果 不 计 素 因 子 出 岗 的 顺序 ,这 种 衣 示 是 唯一 的 . 

证 明 ”任意 整数 e 能 写成 这样 的 乘积 ， 可 以 用 逐次 把 e 分 解 
成 较 小 因子 的 办 法 来 证 明 ， 证 古 中 用 到 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 描 
述 如 下 ， 显 然 只 考虑 正 束 数 a 就 够 了 . 

设 已 (的 为 命题 : a 能 象 定型 12 中 所 说 的 那样 分 解 . 如 果 a 一 
1 或 a 为 素数 , 则 已 (o) 当然 正确 ， 另 一 方面 , 如 果 a 是 复合 数 ， 那 
4a 有 一 个 正 因 子 b 它 不 是 1 也 不 是 @ 因此 e=Be， 其 中 5 一 a， 
e<<as。 但 是 根据 数学 归纳 法 第 二 原理 ， 我 们 可 假定 P(b) XU PG) 
正确 , BELA, b Re 可 天 为 素数 之 积 : 

b=pPpr Po c6—4qgdvesq 
对 于 a, 由 上 式 得 出 复合 数 的 表达 式 
a= be = ppro Brg 
这 就 是 所 要 求 的 形式 . 
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为 证 明 礁 一 性 ， 我 们 必须 考虑 整数 的 两 个 可 能 的 素 因 子 分 

解 . 
a= (iMP "pn = (+ 1) gigs ds 
因为 素数 p: 和 g; 都 是 正 的 ， 所 以 两 种 分 解 中 的 项 士 1 必须 一 致 . 
第 一 个 因子 分 解 式 中 的 素数 p 是 乘积 4 一 土 gq2…g WET, E 
此 反复 应 用 定理 MAn 必 至 少 整 除 这 个 莱 积 的 一 个 因子 s 
H> pla, 并且 二 者 都 是 正 素数 , 所 以 p1 = 二 gj， 重新 排列 分 解 式 
grege 使 9 第 一 个 出 现 , 那么 与 人 EIE 留 下 
Depa" Po 77 A293" ns 

式 中 符号 ”7 ”表示 这 些 q 的 新 的 师 序 ， 继 续 这 个 过 程 直到 所 得 方 
程 的 一 边 认 有 留 下 素 因 子 ， 此 时 方程 的 另 一 边 也 没有 泰 因子 ， 所 
了 以 在 原来 的 因子 分 解 式 中 , men GEAR LS BRIT ARAR RHA 
子 重 新 排列 , 我 们 就 使 两 个 因子 分 解 式 完 全 一 致 , 这 同 唯一 性 定理 
中 所 断言 的 一 样 . 证 毕 

数 的 困 子 分 解 中 ， 辣 一 个 素数 五 可 以 出 现 几 次 ， 把 所 出 现 的 
相同 素数 集中 起 来 , 分 解 式 可 写 为 ; 

acccpppieeps (Ap Apr pe). (16) 

由 瞧 一 性 定理 怠 知 : 这 里 每 个 素数 p. 的 指数 。 由 给 定 的 数 4 WE 
一 确定 . 


习 E 

L ERR E E eK DL AmbA RRRA, IXPU TOME 
fü EORR GE REGN O6) 2E RS. LLa—216,5 3860 Ha 144, b 625 为 
鲍 加 以 说 明 . (提示 ; c THESE: ak b du — oma ERE ERUN A 的 素数 ， 
A US SE RC HR.) 

2. dn! V,.Ca) AORE R REEE E arum pouhksik aud e, dE 
BIZ 

(i) Fath) zzminlV, Gai, V,CO T, 
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(i) F(a, b)) = min[V, G2, Vy Ch), 
(iii) F (ab) =V la T V,(5), 
tiv) Flia, b]) = max 1F 5 Gr), V.C), 
8, inHlai-2- "v, xp Votar A X 8p 2188 2. LIEB] 
leb 19 o5] RI TL ab max 1| ad. lie [f 
*4. VE VC) xb EDAEZE REC a tian SC BS dE RUE ER E, 并 且 具 有 习题 
?中 的 人 性质 信 和 i， 征明: Vie) RAAR, wA E188 2cB— TH 
A Tla 的 常数 倍 ，( 氟 示 : 首 光 确定 某 加 进 合 Vo) 
5， 应 用 习题 2 的 公式 证 明 : GUT EERRIE SEX afb, ab= (a, b) [Ca b, 
《对 十 第 二 种 证 明 , Ap $ 1.7 的 习题 14(c).) 
6， 证 虹 素 数 的 休 数 是 无 限 的 { 欧 几 里 得 )，( 提 示 : 若 Pe Penn Ps m 
个 素数 , 则 这 些 素数 没有 -一 个 能 整除 整数 pipes Ps 十 1.) 
*7. 3E SL EREE e GO Cn AEREO 29 m HRA TARET AAA Fr ICE 
最 天 公 因 子 ， 证明 
(a) 对 于 于 中 已 知 的 7 和 2#， 存 在 整数 w X anon LT 
rle. 
(b) ela) —re(n). 
(c) d$ eim) — e (n) =d, Bil d|eCmnm. 
8. REZA AmA LRE H BLOn 9) — 1, BE I mos n A82 CR. 
*9, 假定 整数 和 z 没有 十 1 以 种 的 公 因 了 和子， 以 和 x 为 边 长 的 直 
角 三 角形 可 以 按 以 方式 找到 , 
(2) Anh tty = zt EH x Rp y 不 能 都 是 奇数 . 
(b) mE gy 是 候 数 ,应 用 习题 8 证 明 ; y—2mns, Amt 8 2o SEC, 
g—mi-mn, amica. 


Gm: 分 解 因子 stat, JHE (+r, 2-a) = 2, )} 


81.9 fj X 式 | 
在 确定 一 天 的 时 间 时 , 通常 只 计算 到 12 小 时 , 超过 12 小 时 后 
重新 开始 计算 .这 种 括 弃 固定 数 12 的 倍数 的 简单 想法 是 “ 同 余 ” 
这 个 算术 概念 的 基础 ， 如 果 珊 个 整数 只 差 12 的 上 整数 售 , 我 们 就 称 
它们 对 模 12 同 余 ， 例 如 ,7 和 19 是 同 余 的 , 我 们 把 它 记 作 
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7 19(mod 12). 

定义 azb(mod m) x 55 B. 45 m|(a—b). 

我 们 也 可 以 说 : 4 三 5 Cmod m) 的 意思 是 差 a—b femi Bp 
倍数 的 集合 申 ， 另 外 还 可 以 根据 下 述 事 实 来 定义 每 个 整数 4 除 
VA msi FE — P9 (81.7 的 推论 1)， 我 们 把 这 种 定义 叙述 如 
F, 

定理 13 两 个 整数 a debo Bm RR RR 5E dE im| 
时 利 下 相同 的 余数 

HA amb (modm) 当 且 仪 当 a=8 med —m), BIOL ADSIT 
m0 的 情形 证 明 这 个 定理 . 

WEB] 按 撕 我 们 的 定义 ,首先 假定 a=5 (modm)， 那 么 a 一 5 
—cm dE mifi. b ERA mA FARD- amm nr posrami 
a—b-L em (qm r) E em— (g -e)m- r. 

这 个 方舟 表明， dE o 除 以 机 的 瞧 一 的 余数 ， 因 此 a 和 5 具有 相 
局 的 余数 ， 

反 过 来 , 假设 a qm e, b q' mer, 它们 具有 同一 个 余数 > 
那么 a—5-— (9 一 VY ) m ni mel, 所 以 a b (mod m). 证 毕 

面 定 模 交 的 同 余 关 系 具 有 于 列 人 性 质 ， 即 相等 关系 的 定律 
($1. 2) 的 再 现 . HEA a, b RICCA 

自 反 律 aca 

Hiki a=b EHA bna l amoa m. 

传递 律 azb fbac 意味 着 ace 
这 些 定律 中 的 每 一 个 都 可 以 用 同 余 的 定 闵 来 还 明 . Ref cé xL. 
对 称 律 要 求 由 miad) 推出 mia. ARR AiE ab 
—dm, 把 它 写 成 8 一 6 二 《一 只 mr, 便 得 出 结论 m | (b —a). 

轩 定 德 癌 的 同 余 关 系 还 具有 “ 代 换 人 性质 *"， 这 蕊 是 煌 等 关系 的 
性 质 之 一 , BI: 同 余 整数 之 和 回 祭 , 而 且 辣 余 整 数 之 积 同 余 . 


28 * 


定理 14 k asb(modm), Jf 5 sp— ig d x, dT 
atr=b+r, arr, —az= — b (mod m). 

这 里 还 用 定义 证 明 ， 于 是 假设 条 件 变 成 a— bem (对 革 个 整 

$i o), E 
mji (a+e—b—r), ml(az—bx), m|(—a--b). 
E UBL ET WERTE SR B A E, 

对 于 方程 成 立 的 消去 律 对 于 同 余 式 不 一 定 成 立 , 例如 , 由 3.7 
z:2:1(mod 12) 不 能 推出 7=1(mod 12). 之 所 以 不 能 这 样 推断 ， 
基因 为 被 消去 的 2 是 入 的 一 个 因子 .对 于 辣 余 ， 最 好 也 只 能 得 全 
修改 的 消去 律 : 

定理 15 eomm, 

由 cazseb(mod m) 可 推出 4 三 b (mod m). 

证 明 . 根据 定义 , 假设 条 件 表 明 ml (ca 一 08), 或 m|o(a 一 b). 
但 是 已 假定 r 与 这 个 蔷 积 的 第 一 个 因子 o ER, 因此 由 定理 10 得 
到 m 整除 第 二 个 因子 a 一 5B， 这 意味 着 amb (nod m)， 如 上 断言 所 
述 . 

线性 方程 的 讨论 可 以 扩展 到 问 余 式 上 . 

定理 16 fehmi, 那么 同 余 式 

cx = (mod m) 
有 整数 解 xs GE PRAE m do cip HE mS, 

证 明 报 据 假设 (6, m) oe 1, EXP I s A o L= set 
tm， 两 边 冬 以 8,8 二 bsc 十 bim， 这 里 最 后 一 项 是 名 的 倍数 ,因此 
b= (bs)c(mod m)， 这 就 表明 %=58 EE [a] x x ome 所 要 求 的 
8E, 

另 一 方面 , 因为 同 余 关 系 福 足 传递 律 和 对 称 律 , 所 以 这 个 同 祭 
式 的 两 个 解 ma 和 wo dA iieri = ce (mod mm)， 因 为 已 假设 e 与 
m 瑟 素 ,所 以 我 们 可 以 象 定理 15 那样 消去 这 里 的 e, 而 得 到 所 需 
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要 的 结论 z =x; (mod m). 证 毕 
当 模 带 为 素数 时 , 出 现 重要 的 特殊 情形 ， 在 这 种 情形 下 , 不 能 
定 包 革除 的 一 切 整数 都 与 记 互 球 ， 由 此 得 出 
推论 wk paka, #8 5c 圭 0(mod p), 那么 exe b(modgp) 
H.E pR- 


也 可 以 解 联 立 同 余 式 . 

定理 37 36 X 3€ o mQ4e m. E E, MARRA 
ab, (modm;), a?» 
T=bo (modm:«) 


有 公共 解 EERROR mum. Fo de, 

WEB] HERES y, =b tym 是 第 一 个 同 余 式 的 解 ， 这 
样 的 2 又 满足 第 二 个 同 余 式 当 且 仅 当 如 十 ym=5s(mod mz) x 
yi 二 652 一 BCmod m). B] mi 与 ma 瑟 素 ， 根 据 定 理 16, 这 个 
ARAR y 可 解 , 

另 一 方 而 , 假设 > 和 >? 是 已 知 联 章 同 你 式 (17) 的 两 个 解 ， 那 
4, x —z' —0(mod m) fü (mod m;). 因为 91 与 m; AR, 这 音 味 着 
3E z—zc RER mam; SEER, Eilg r=r (mod mima). 

ir 
上 上面 间 样 的 方 识 应 用 于 形 为 
uz=b; (mod m,) 
HETRE TIIRA HoB(ns mo 1， 并 且 各 个 不 同 的 模 两 两 
TR, l 

定理 18 (P 4 (Fermat) d4Xa tg, d anp»dd, 

EA ` 
a =a (mod p). 

证 明 HEER p, WI POD Ai: n'— n (mod p). 那么 P(0) 

fü POOR ERES, Æ Qr? 的 二 项 展开 式 (9) 中 ， 除 第 一 个 和 


= j9 a 


最 后 一 个 系数 外 ， 每 个 系数 都 能 披 了 整除 ， 因 此 (x 十 1)7 二 n? 十 1 
(mod p), h P(n) 推出 (n+1)'=n+1 (mod p), jk WE i ar A 
P(n--1). 


1. 8E Fl. 
(a) 3xz2(mod 5), 
(bo 7xz:4(mod 10), 
(c) 343x--17 2 101(mod 725), 
(d) 4x--32:4(mod 55, 
(e) 6z4-3za4(mod 10), 
(f) 6z43z:1Omod 10). 
2. 证明 : 关系 9 三 68tmod 澡 ) 满 足 自 反 律 和 传递 律 ， 
3. HHE: Hi a-b(nodm) 和 ec 三 8(modm) PiE H a-F ez: b-r d 
(modm) 3p aesbdimodm). 
*4. (8) HEU] [Dj arzb(modm)dple E e am) |b. 
(b) LER; 如 果 Go, m) |5, MAARATA Cam) TE ER e I d 4 08 
AE. GET: Mia, m)Ek a, b f m.) 
5. fü mlgXESE, 证 大， mt—0,3 2 4(mod 8), 
5. 证明， 三 35Cmed100) 无 和解 ， 
*7. 证明， 如 果 a'ea(mod 65) AR, 那么 z*— —n(mod 65) JUR AE. 
8. m mcg 3 整 陈 的 奇数 , 证明: zrt- 1(mod 24), 
*#9， (a) 列表 指出 25—-40 中 所 有 可 表 为 四 个 或 不 允 于 四 个 平方 和 的 整 
数 (这 个 结果 实际 上 对 于 一 切 正 整 数 都 成 立 ) . 
(b) 证 明 ; 满足 m=7 (mod 的 的 任何 整数 不 能 表 为 三 个 平方 之 和 ， 
(提示 : 应 用 习题 5) 
10， 解 联 立 同 余 式 : 
(a) rz2(mod 5), 
2r=1 {mod 8); 
(b) 3z=2{mod 5), 
2xz:l(mod 3). 
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1l. 3E— RBL, TAAR- ROTE TORERE CASE T. MaR 
觉 ， 第 一 个 人 醒 来 , ME SUE NO NET, fein3UeND Tr SE. 3E 
把 剩 下 的 一 个 李子 分 给 铬 子 , 他 蔓 起 自己 的 那 一 份 后 , 就 去 睡觉 了 。 后 来 ,第 
二 个 人 醒 来 也 在 剩 下 的 一 堆 椰 子 中 取出 他 那 五 分 之 ~…, 并 把 多 余 的 一 个 分 给 
HT. RZALI - 追 ， 求 出 原来 摘 下 的 一 堆 堵 子 的 最 小 数 自 . 
(提示; 列 出 同 祭 式 并 用 一 4 RR) 

*12。 用 归纳 革 证 明 : zEBEIT 可 以 推广 到 和 个 周 余 式 , HANAK. 

*]3. WEBB: Ap m, m) = (an m) = (2, m) 1, AZ BE IREACK, qz 
=h (mod m) (E 1, DH AJEA, JP BLEEXEUS P REREREBE moms R. 

*14. R31 BE 13 4877759] m AE RIA. 

15。 对 于 秆 么 样 的 正 整数 m, dr Bi dn SR atmO(nodm), 那么 也 有 x0 
(modm)" 是 正确 的 ? 

16. Eai yg, JE BL p ARA, ED: (arb) taf Tb? (modp). 


$1.10 HZ, 


古代 , 人 们 已 区 分 了 “ 偶 " 数 2, 4,6, n" P 1,8, 5, P 
面 计算 偶数 和 冰 数 的 法 则 是 大 家 熟悉 的 : 
惕 数 十 偶数 = 奇数 十 奇数 = 偶数 
侦 数 十 奇数 一 奇数 13) 
183 - 83 — I8 - EC TRUE 
ECC uXx 
这 些 重 等 式 定义 一 个 新 的 整 环 Zs, 它 仪 由 两 个 元 素 0C" 偶 数 ") 和 1 
《奇数 ”组 成 ,并且 有 加 法 表 和 乘法 表 ; 
0+0=1+1=0, 0+1=1+0=1, 
0-0=0:1=1:0=0, 1:1=1. 
我 们 现在 要 指出 , W E EFT ERR n AERAR 0, 1, 
2, , n—1.. HARE 309] c dE RAR, 可 以 先 简 单 进行 普通 
ELT AIE Z PAMER), 然后 将 所 得 结果 取 模 # 的 剩 
余 ， 在 ?=5 的 情形 中 , HORE CRUEL RE: 
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十 
Im] 
m 
bà 
to 
Hue 
pen] 
Hi 
to 
[s] 
rw 


010 12538 4 000000 
1]123 40 1|0 1238.4 
212.34 0 1 2|02 418 
8/8 40 12 3|0383 142 
41401258 4104321 


对 于 每 个 所 得 到 的 系统 部 具有 8 1, 1 的 性 质 G~ (viii). 4b 
是 说 , 我 们 有 

定理 19 wikiek T, 对 任意 国定 的 粕 mmzz2 整数 0 
], "RR 一 1] 的 集合 组 成 一 个 交换 还 E, 

WEB] ”在 上 一 节 里 我 们 看 到 ， 美 系 z=y(mod 和 同 普通 的 相 
等 关系 一 样 , 色 足 自 反 律 ,对 称 律 和 传递 律 ， 事实 上 , 根据 定理 14, 
Hi ac b(mod n) fn ced(mod n), Jt iH 

aT czmb--d(mod n), ac ebd (mod n). (19) 

EREK ME Zh IB E RARR ORBE m mR”, MA 
OMDR. FA, ZPH o MIEZ 中 分 别 起 加 法 单位 元 素 
和 乘法 单位 元 素 的 作用 , 而 n — e di b RH n omite xs 

R POEUEBIZEEEGiD-- (0. Aeg, HAEEREN, 
有 a(b tce) =ab tae, 所 以 当 取 模 % 的 剩余 时 , RED, SPD 
有 a(b c) —ab-rac(mod n). AE Z. 中 的 分 配 律 。 交 换 律 和 
结合 律 的 证 明 也 完全 类 似 . 证 毕 

与 整 评 定义 唯一 不 相 一 致 的 公设 是 乘法 消去 律 ， 根 据 定 理 1， 
这 个 定律 等 价 于 断 语 : 2 中 无 零 因子 ， 即 由 =0 推 出 =0 或 
2 一 0， 这 些 方程 在 2 中 表示 普通 整数 的 同 余 式 ， 所 以 定 律 表述 
为 ; H ab=0(mod n) jtih a=0(mod n) s be0(mods). ix fr 
TJE: Halab 推出 nia 或 n15. 如 果 n 是 素数 , 这 是 正确 的 ( 定 
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BR 的 ,如果 不是 素数 ,和 具有 非 平 凡 的 因子 分 解 — ab, 则 n1 ab, 
t AR, nia d n[5 都 不 成 并 ,因此 ZZ, 有 零 因子 ， 这 就 证 明了 
定理 20 Hn EGER 也 ,是 整 环 当 且 仅 当中 是 素数 . 
还 有 其 他 更 系统 的 方法 构造 模 % 整数 的 代数 ， 用 等 式 代替 同 
余 式 的 方法 本 潜 上 意味 着 ， 拒 所 有 用 # 去 除 而 剩 下 同样 余数 的 
整数 归 在 一 组 , 产生 一 个 新 的 “ 数 ”， 每 个 这 样 的 整数 组 称 为 “剩余 
3e" 对 于 模 5, 有 五 个 这 样 的 类 对 应 着 可 能 的 余数 0,1, 2, 3 R04, 
其 中 的 一 些 是 
1s= (75, —14, —9, —4,1,6, 11, 16, 小， 
257 {= —18, —8, —3, 2, 7, 12, 17, ---), 
3,— £7, —12, —7, —2, 8, 8,18, 18, ^). 
AIT FERE n HH AC n COR n) B RR ADS ro 是 由 所 有 用 2% 
ABRE RBRdR r 的 整数 = 组成， 每 个 整数 属于 一 个 卫 公 属于 一 
个 剩余 类 , T ELT 1 ECBURCT- 8] — 4 8] 2 t EL CP TTG Ac Cg 
En 33). in n EINE: Ou Lu s. OCT Ds 
名 ,的 代数 运算 可 以 直接 在 这 些 类 上 进行 , 假定 两 个 剩余 了 和 
s E Zap HRA EAEN, ?十 8 三 tmod so. 如果 我 们 
用 相应 类 中 的 任何 其 他 元 素来 代 趟 剩余 * 和 s E 可 得 到 上 面 的 
($t, Ha TET. H, b E sr. ab 在 属于 和 的 类 中 ,这 
是 因为 ，a=y 和 5 幸 8 得 出 4 十 5 二 r 十 8 三 tmod 对 一般 地 ， 代 
Xr ZZ 可 以 定 六 为 这 些 剩余 类 的 代数 ， 两 个 剩余 类 相 加 (或 相 羔 )， 
可 在 这 天 个 类 中 任意 选择 代表 元 素 4 和 5， 并 求 出 含 有 这 两 个 代 
表 元 素 的 和 (或 积 ) 的 剩余 类 ， 如 果 & 表示 包含 9 的 剩余 类 ,这 个 
法 则 可 表述 为 l 
(a4-b) ,— a, Dba, (D) p= anba (20) 
例如 , EEA ARAR P, A 152-2, 35 可 以 这 样 求 出 : 在 剩余 
类 1s 和 2 中 任意 选 晶 代表 元 素 6 48 C713), 把 它们 粗 加 得 一 ”而 
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一 7 在 和 类 Jor, Hf dtd (79) (—3) — —12, 110t7—18, 
C714) +17=3, 它们 都 给 出 同一 个 和 35- 

我 们 利用 剩余 定 交 的 剩余 类 也 可 以 用 5 6. 13 中 讨论 的 一 般 
方法 通过 同 余 式 直 接 定 义 。 


习 题 
构造 Zs 和 和 Z, noni CREEK 
TE Z 中 计算 : (34-5,3-(05),3- (4 十 5)，3.4 十 3.5. 
求 出 Zn Zu 的 全 部 零 因子 . 
对 于 4; 中 的 zz 和， 确定 所 有 和 zx 十 8 的 确切 集合 及 所 有 积 cy 的 确 
SEA. 它们 与 集合 4 十 4s 及 Ard AWER? 

5. RERE 19 JD EE UE AER s 2E Jta 54e RE. 

6. AFRE RU y, it rmynnodzm) R s= yt inr, 对 某 束 数 WS UE 
uH RRR JU UIELiR (20) 3X3 Beg SL, TMAA RRT EX Hes 
X. 

*7. WEN]: 在 Z p, 不 是 单位 的 任何 元 吾 e 是 零 因子 ， 
*B. (a) AnI Zis 的 单位 ， 

(b) 证 明 ; 车 #= 2m 十 1 是 奇数 , 则 Z Aor fa 1 RE C. 
*9， 证 明 : E XE OZ. 的 草 位 当 且 公 当 在 Z p, Il. 


本 一 


$1.11 集合 函数 - 关系 

这 一 节 我 们 暂时 简短 地 讨论 一 下 集合 ,函数 ,二 元 运算 和 关系 
等 基本 概念 . 

集合 是 一 些 数学 对 象 完 金 任意 的 集体 、 例 如 ， 所 有 将 数 的 集 
合 , 或 平面 上 所 有 到 两 定点 距离 相等 的 点 的 集合 ， 如 果 44 是 集合 ， 
则 我 们 记 *E4 ERIR m 是 集合 4 的 元 素 ， 当 % 不 是 A 的 元 素 
Ht, iE rg 有 限 集 合 可 以 通过 列 出 它 的 所 有 元 尼 来 确定 ， 例 
An, 10, 2, 引 表 示 一 个 集合 , 它 公 有 的 元 素 是 0, 2 和 4 更 一 般 地 ， 
任何 集合 由 它 的 元 素 米 确定 ， 在 这 种 意义 下 ， 两 个 集合 4 和 和 BB 相 


= 35 


等 (相同 ) 当 且 仅 当 它 们 具有 相同 的 元 素 ， 这 个 原则 RAE E 
公理 ) 也 可 用 符号 表达 为 : 4 二 B 的 意思 是 , 对 一 切 %, EA HHA 
当 CEB. 这 样 得 到 的 集合 相等 关系 , 显然 象 81. 2 中 对 任意 相 等 基 
系 要 求 的 那样 , 满足 自 反 律 .对 称 律 和 传递 律 , 

集合 怠 称 为 集合 4 的 子 集 妆 且 仅 当 六 的 每 个 元 素 c 也 在 4 
中 , 符号 SCA 表示 4@ 是 4 的 子 集 ， 如 果 ?C3S3 和 8SC4 两 者 都 成 
立 , 那么 显然 有 2C4， 因 此 关系 “C 己 "” 满 足 传递 律 ， 集合 相等 的 条 
HETER: A=B 4HR ACE 和 BCA 两 者 都 成 立 ， 此 外 ， 
* 4*0 GEBURT EG DT SRL 

MAE EAE Ar UR. 比如 全 体 整 数 的 集合 , CY RT EAE DH Re RP 
同 的 子 集 : 所 有 正 整 数 的 举 合 ， 所 有 正 奇 数 的 集 含 ， 所 有 天 于 18 
的 整数 的 集合 ， 等 等 ， 这 些 例子 说 明 一 个 原则 ， 任何 性 质 都 可 确 
定 一 个 子 集 ; 更 确切 地 说 , DARRA A 和 性 质 P, RETTAR 
RTE 

S= {r aCA, JF E. s RAIER Pr, (21) 
它 是 由 和 4 中 具有 性 质 瑟 的 所 有 元 素 组 成 ， 

一 般 地 , 4pJ& A dn B f e Sn, 则 关于 4 到 吾 的 函数 gi 4 一 B 
是 这 样 规 定 的 ， 它 对 4 中 每 个 元 素 4 给 定 B 中 的 一 个 元 素 4$， 我 
PEGLE eag. 例如 zx? 是 关于 所 有 有 理 数 的 集合 A—-Q 
斯 有 非 负 有 理 数 的 集合 召 的 国 数 由 《 它 也 可 看 作 贸 数 d QQ). 
WA“ Ww Anert], 它 把 每 个 整数 % 传送 到 nn 十 1, 因此 它 古 
一 个 函数 Z> 在 任意 有 序 整 环 吕 中 ， 取 绝对 值 的 运算 是 关 
于 集合 加 到 中 非 负 元 素 集合 的 一 个 函数 ，“ 取 负 ” 运算 om 一 a 
TEXT D3D855-—45:8, 

Xd orad AIEA ac da s arda), XX HER UTE d 
BERT. £f 上 :4 一 吾 也 称 为 由 4 到 召 的 映射 、 安 换 或 对 应 . 
集合 4 称 为 国 数 几 的 定义 域 ， 而 五 是 函数 由 的 取 值 域 ， 例 如 ， 通 
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常 的 电话 拨号 盘 


ABC DEF GHI JKL MNO PRS TUV WXY Z 
MZZO NMZ NMZ Nf NIE NIE MZ NIE | 
2 3 4 5 6 7 8 9 0 


定义 了 关于 25 个 字母 (字母 表 略 汉 Q) 的 集合 4 到 10 个 数字 的 集 
合 和 ,1,2,…, 9} 的 函数 . 

国 数 o AB 的 象 ( 或 " 值 战 ") 是 所 有 前 数 “ 值 "的 集合 ， 即 所 
有 ag(la 在 4 中 ) 的 集合 ， 象 是 取 值 域 B 的 子 集 ,而 不 一 定 是 整个 
B， 例 如 电话 拨号 盘 函 数 的 象 臣 略 去 了 1 的 一 个 子 集 10，2，…-， 
9}. ， 

HR d: 4 一 吾 当 吾 的 每 个 元 素 3 是 函数 的 象 时 , 也 就 是 说 , 当 
象 是 整个 取 值 域 时 , REANO L) Pan HARARE sr> 
la EXT ZZ 的 函数 ， 但 它 不 是 满 射 ， 因 为 象 是 所 有 非 负 整数 
NCZ, "EZ THES BEAN aja bET Z—N fü 
数 , 而 它 是 福 射 ， 为 次 定 函 数 是 否 是 映 上 的 , 我 们 必须 知道 预定 的 
取 值 域 . 

函数 办 AB, 当 4 的 不 同 元 崇 总 有 不 同 的 象 , 换 句 话说 , 当 由 
aó-a' $ 总 可 推出 a= kt, WERE 单身 《一 一 映 入 )， 例 如 ， 
rez $ ZZ KAER UREM. 

函数 pi A B, 当 它 既是 单 射 又 是 满 射 , 即 当 对 每 个 元 来 5EB， 
有 一 个 且 仅 有 一 个 aCAROR Sb, fad b, NI ds (k 
Il), Din nenldÉ ZZ AL EA, IEE D, ara 
是 D>D HRI. XM 4:A—B 也 称 为 CASIB Eit) 一 一 对 应 ， 
而 不 是 单 射 的 对 应 称 为 多 一 对 点 ， 

二 元 运算 ” 数 对 的 送 算出 现在 很 多 方面 一 一 两 个 整数 的 加 
i Z 中 酚 个 剩余 类 的 加 引 ， 两 个 实数 的 滋 法 , 一 个 整数 减 去 另 一 
个 整数 的 减法 , 等 等 ， 在 这 样 情况 下 ， 我 们 称 这 些 和 运算 为 二 元 运 
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X. HE, 元 过 05,0, … 的 集 台 8 上 的 二 元 运算 ” >“ 是 这 样 规 
定 : ERS hA AEREN a 和 5 给 出 在 同一 集合 仿 中 唯一 确 
定 的 第 三 个 元 素 :二 908， 这 里 我 们 用 “唯一 "表示 民 换 性 质 

B ase 和 = 六 推出 aba ob, (22) 
同 效 换 环 的 唯一 性 公设 中 所 说 的 一 样 . . 

AFREEN, EH HFE a, b) (其 中 a€SS, bem) 的 集 
AIEE ST, dX S MT Ag FOL (Cartersian) 积 (或 简称 
"BU, 我 们 又 把 集合 同 自 身 的 积 S x S 记 作 S7, 352, — 7036 5 [8] 
FE fro: 9 — FE, 

两 个 已 知 整数 之 间 可 以 有 多 种 关系 ， 例 如 “a 二 5”，"“a<b”， 
"acb(mod 7)", Wald”, 上述 每 个 语句 都 表示 4 和 之 间 的 茶 

个 “二 元 关系 "， 我 们 可 以 容易 地 叙述 失忆 类 型 的 数学 对 象 之 间 的 
许多 绚 的 美 系 ， 也 有 登 人 与 人 之 间 的 “是 … 的 兄弟 "这 样 一 类 的 非 
数学 的 英和 承 . 为 一 般 地 讨论 关系 , 我 们 5| 进 适 号 无 来 表示 任何 关系 
《有 RR TA, "hut", 等 等 )， 形 式 上 , 如 果 已 知 集合 仿 中 的 
两 个 元 素 8 和 5, 不 是 4 与 6 有 关系 如 (记号 为 aBb)， 就 是 4 与 8 
HAKA ROE Aab) 那么 “如 ?就 表示 集合 号 上 的 一 元 关系 。 

数学 中 特别 重要 的 是 葵 虑 象 同 余 和 相等 那 料 在 集合 鼠 上 满足 
下 列 定律 的 关系 里 : 
自 反 律 aRa, Sp S PE a. 

atit hanb 可 推出 bka, 对 点 中 一 切 a, b. 

tiui IH aRb 和 和 BRe AHEL aeo S hH) a, b, ec， 
ik E MIE AEE LARRA, (in. 平面 上 
三 角形 之 间 的 金管 关系 就 是 这 样 的 等 价 关 系 . 


-3 Eu 
1. FEE ad 各 的 二 元 运算 g:8 中 ， 哪 些 满 足 结合 符 哪些 满足 交 
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f: 
a—b, a! FbÀ* 2(ag-rb, —a-—b. 
2. "B sr fg", "xEERIE RII PEXETET 二 天 性 质 中 , 哪 一 种 这 用 小 下 州 整数 
4 和 了 之 问 的 所 有 关系 ? 
a&b, a<, ajb, a'--a—b*-cb, az |b| 
3. TECSHIHEROS PIAMI RR RETEA: EXPE MET 
Ba SL ST, Ue AIA”, "Eee BLR”, "Ae TGhs, du mox Hec AME 
EHF- BASATA 3B 2. fs fy pel p H pE of e E 
*4. RA Ee HRR SLA di By P AIE CAU GREA 
的 ? 你 能 叙述 一 个 由 两 个 已 知 基 系 敌 出 新 鞠 系 的 更 似 的 一 般 站 则 蚂 ? 
5. AX XR RH aRb fn BRe 排出 cRa, WER ARA., HERI: kA 
A BL fS TOO SR Bs LARS I RE BE fe oe ec tiom (e t 
*6. 下面 由 关系 五 的 对 称 律 和 传递 律 准 出 下 反 律 的 “证 明 ” 共 错 隐 是 什 
各? 
“根据 对 称 符 , anb 推出 DRa. 根据 传递 律 , Rb RU Ra tih aRa. " 
7T. 下 列车 则 中 ， 矢 一 个 都 定 头 一 个 函数 了 Z 一 名 ， 对 每 种 情况 详细 说 


HER, 以 及 函数 是 否 是 单 射 ， 
(a) ac |o] +1, (b) ama, 
(c) ar2a-4-5, (d) ag. c. d. (a, 8). 


8. HESS SERUSE 4 Z^ CO Z Hop T. 
89， 对 什么 样 的 整数 n. ERE c 6-7 在 Za 上 是 双 射 y 对 什么 样 的 n 
国 数 xm6x 十 7 Æ En EB 
10， 证 明 ; RAS ERRATUA PRESE £581 (0, 1 
81.12 同 构 与 自 同 构 


近世 代数 景 重要 的 概念 之 一 是 同 构 的 概念 ， 我们 现在 对 交 摘 
hd aXX BER: 
EX GT EGAIREGdoH Z AGAHAR dA a5 R 
ARa 的 一 一 对 应 aoa, AMAA k ade b XR 
(a:| 6)' =a 6', (ab)' —a'b'. (23) 
dR RAE R de Roco fb OM 6p E, 则 称 它 们 是 同 构 的 . 
«039 > 


基于 规律 (23), 我 们 可 以 说 ， 辣 构 aeo "DEBERI SEU, EINE 
地 说， 两 个 变换 环 当 它们 的 元 素 仅 仅 区 别 于 记 呈 时， 它们 是 同 构 
的 ， 一 个 恰当 的 信子 是 “偶数 "和 “奇数 "的 代数 C 81.10 所 讨论 - 
的 那样 ) 网 整 环 Za 比较， 一 一 对 应 

Bt Fel 
是 这 两 个 整 环 之 间 的 同 构 ， 这 是 因为 它们 的 对 应 元 素 是 按照 相同 
HERC SAUDA EC ERR SEE ER. 

许多 整 环 具有 同 它们 自身 的 同 构 , 这 样 的 同 构 是 很 重要 的 , E 
称 为 自 同 构 ， 类 似 于 上 几何 图 形 中 的 对 称 性 (参看 56,. D. (dr 考 
ERA ZATZ], 在 §1.1 中 它 表 示 所 有 数 mte 5 的 集合 ， 其 
中 和 % 在 整数 环 世 中， 在 非 平 几 的 对 应 m2 2 m—n/ 2 
之 下 , 艺 Lw 了 Jj 与 它 自身 同 构 .这 种 对 应 是 同 构 ， 因 为 对 任意 4 二 
mtn 238 b— mi ma 2, RT 

(ab)! s limte 2) (min 2)] 
z [Gnm;-r- nn) Gn + mim 27] 
= (mm,--2nn) — (mn; mn)v 2, 
ob — (mnv 2) (ni --n 2) 
= (mm,--2mu)— (mnn; mu) 2. 
类 似 地 有 
(a+b =a tb. 

Amiao 不 仅 保持 和 与 积 ， 而 且 保 持 莽 ， 根 据 定 义 ， 
a 一 b JJ; fà b-- za 的 解 , 所 以 5 上 (a — b) — a. 因 为 对 应 保持 和 ， 
所 以 5' 十 (9 一 相 ' = ， 这 就 是 说 , (a 一 B)' 是 方程 5 十 zx 一 9 的 ( 唯 
一 和 解 ), 或 者 说 


(a—b)' =a —b'. 
355— ^ 
0—0,1'«1, (—a)' = — (a). (24) 
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总 之 , 召 的 零 (单位 元 素 ) 对 应 于 R 的 零 ( 单 位 元 素 )， 
后 面 我 们 将 看 到 ， 同 构 的 概念 普遍 应 用 于 代数 系统 ， 我 们 其 
全 下 以 说 ， 抽 象 代数 是 研究 代数 系统 那些 在 同 枸 之 下 仍 保持 不 谈 
的 性质. 
在 把 整数 系 描述 为 有 序 整 环 (其 中 每 个 下 整数 集合 具有 最 小 
元 素 ) 时 我 们 曾 要 求 :对 于 所 有 的 数学 意义 , 这 些 公设 完整 地 描述 
了 全 体 整 数 ， 现 在 我 们 可 以 把 它 叙 述 得 宽 确 切 (将 在 §2.6 中 证 
PD. 任意 有 序 整 环 当 它 所 包含 的 金 体 正 元 素 集合 是 良 序 的 , 它 就 
HATER Z Z 的 “精确 到 向 构 ”的 这 个 特征 是 最 完全 的 了 ， 
它 可 用 我 们 已 用 过 的 任何 形式 的 公设 系 得 到 ， 因 为 一 般 地 , 显然， 
如 果 系 统 8 满足 这 样 的 公设 系 ， 而 且 他 是 另 一 个 同 构 于 S 的 系 
统 , 那么 8 也 必 请 足 这 些 公 设 、 因 此 , dm CS dl Fi m pe ss s, 则 
对 号 中 一 切 a 和 za 15=5b 二 ga， 由 于 在 已 知 同 构 之 下 , 它们 的 对 
应 元 素 必 相等 ， 所 以 (a 十 阳 '= (8 十 q)'， 因 为 周 构 保持 和 ， 所 以 
a Lb =b +a. XAN E: ARR ER 中 也 成 立 ， 这 种 论证 具 
有 一 般 性 , 可 应 用 于 我 们 的 一 切 公 变 . 
3 HN 
1l. WEB]: 性 质 (34) 对 任意 同 构 都 成 立 . 
2， 设 名 [3] 是 所 有 数 mtn, 3 Oi nc) MER, 到 出 ZL 了] 的 
一 个 非 平 凡 自 同 构 ， 
$. BEBE: 对 应 mtas Teminy 3 R*RHS ZI 218 ZI 31. 
M A E, 
4. (a) 证 明 ， 在 任意 同 构 之 下 ， Mi LE at—-iclffsndE ag 必 对 应 于 
满足 方程 y'- 1-1 的 元 素 
(b) HAWEN: Z[4/2 1438 ZG 了] 之 间 不 可 能 有 癌 构 . 
5， 证 明 : ERA RAIER EIE. 
*6, IEW: 只 含有 三 个 元 素 的 整 环 必 同 构 于 Za 
7. VEHI THER AES (EAR X RE Ep EHE, 对称 律 和 传递 律 )， 
t 4] + 


第 二 章 ” 有 理 数 和 域 


82.1 域 的 定义 

企 体 有 理 数 组 成 的 整 环 QQ 和 全 体 实数 组 成 的 整 环 民 , 具有 整 
数 环 所 不 具备 的 极 重 权 的 代数 特征 ， 在 它 科 之 中 ,任何 方程 az 
—b(as0) 是 可 解 的 .上 共有 这 个 性 质 的 交换 环 称 为 域 ， 我 们 现在 
证 明 , 在 任何 交换 坏 中 , 如 果 所 有 有 非 零 元 素 有 飞 法 过， 那么 除法 是 
nj fief, Op. Hof — Be 8 m fio PER 

定义 ”如 时 下 是 一 个 交换 环 ， 并 且 对 每 个 元 素 a0, EM 
会 一 个 " 送 ” 元 素 a), 满 是 方程 0 19 二 1, 2 FX Xx. 

容易 证 明 , 在 任何 域 中 ,，§ 1.1 的 消去 律 (ix) 是 成 站 的 ， 这 是 
因为 如 果 c0, B ea— cb, 那么 

a—1-a-(c^c)a—€ ! (ca) 2 e^! (cb) 
—(ocle)b. 1b —b. 

换 色 话说 , 每 个 域 是 一 个 束 环 ， 更 一 -季节 ， 是 域 的 子 整 处 (根据 相 
HRED). ERL 我 们 将 在 本 节 和 下 一 节 中 指出 ， 任 和 何 整 环 能 
能 按照 唯 -的 最 小 路 径 被 扩张 成 域 ， 我 们 通过 把 分 数 表 为 整数 之 
商 的 标准 表示 读 来 说 明 扩 瑟 的 方法 . 

定理 1 在 住 何 域 中 ， 除 法 { 零 除外 ) 是 可 能 的 而 且 是 唯一 确 
定 的 ， 

证 明 ”我 们 来 证 明 , (ERR F h, 对 给 定 的 ab 30 5, 方程 qz= 
bE Fpa AEs 4n as0， 可 以 用 道 e :来 构造 一 个 元 素 
z—a-b, EA Jj BURTULIR ES S AE oz 一 二 的 解 . 这 个 解 起 唯一 的 ， 
因为 根据 前 面 让 让 的 消去 律 , 当 a0 kh, H ces b j oy—b "TVA 
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推出 s= y. uri 
我 们 用 之 (a 除 b BERI) de a=b 的 解 , 特别 , 工 一 ar: 


ERRIRE RH, $1.2 中 列举 的 所 有 代 数 运 算法 则 都 
成 立 ， 通 沼 的 商 的 运算 法 则 也 可 以 由 域 的 公设 来 证 明 . 
X382 AEA P, AEA TFF NGE D#0, d+0): 


G) T3524 5 ad=be, 

2: & , €  ad-Ebe 

GD Tig- 

"T G cC. dac 

GO geg oa 

: a a 

(iv) i- =Ü, 

e) 2.5.4, 852.40 
ba 7 b 


OREN ”假设 条 件 半 一 可 意味 着 ab =e, 由 此 得 
ad a(b^!5)d — ed! (bd) = cd "db — bc. 
反 过 来 , 如 果 ad — be, 那么 
$-b la=b lcdd i -bolbed^—cd-^! = 
即 所 要 证 的 . 
(ii) 的 证 明 ”注意 到 == 于 和 gy 二 地, 分 别 表示 bx 一 4 和 dy— 


c 的 解 , 这 些 方 程 还 可 以 组 合成 
dbz-da,bdy—bc, bd (x-Ey) — ad tbe. 


于 是 rty ROUES bdz—ad.Lbe 的 唯一 解 += 


GiD 的 证 明 ”如 上 所 述 ,方程 5x=4 和 dy=c 可 组 合成 


* 43 = 


=$» 


(bd) (xg) = (bx) (dg) = ac, 
因此 ay = 


(iv) 的 证 明 ”在 Ci 让 中 用 -FRED RNA 
a $-(-$)- ab — mU s o0-12o. 


《的 证 明 EGD PHARES, RIAT. 2 boob nig 


是 方程 bar 二 ab 的 唯一 解 , 显然 ,z=1 MEAE AŽ- 


证 毕 
用 类 似 于 刚 用 过 的 那些 论证 , 可 以 证 明 下 列 其 他 热 悉 的 定律 ; 
(bd) l=d Db, (—b)71— — (57t), 4 b, d0. (D 

b acb b ab 
a4-— 6E SILLA, M oso. (2) 

ad a a a 
5/375 ^7be179 

25 b. c, d#0. (3) 

a 一 站 a 一 人 n" 
BB -pb coy de (4) 

XuEBLEEBI S AEH, 


存在 各 种 各 样 的 域 . 例如 ,对 任意 素数 pS 1. 10 中 所 构造 的 束 
环 世 ;是 一 个 域 ， 这 由 《$1.9 定理 16 竟 推 论 可 以 得 到 ， 再 有 ,如果 
我 们 机 定 全 体 实 数 构 成 一 个 域 ， 那 么 我 们 利用 子 域 的 概念 可 以 容 
易 地 构 道 出 其 他 域 的 例子 , 

定义 ”加 有 果 一 个 痊 定 的 域 下 的 子 集 症 本 中 的 加 法 和 系 法 运算 
之 下 构成 一 个 域 , 那 公 称 这 个 子 集 为 域 玉 的 子 域 . 

只 要 问题 中 的 运算 能 够 进行 ， 邢 么 所 有 在 五 中 成 立 的 恒等式 
^ 44i 


(HI s Ee, A m HO fk F EATE h E PRSE. 因此 在 
iu FT SRCEECTHAM. 我们 可 以 不 管 那些 恒等式 的 公设 ， 
而 只 须 检验 那些 包含 某 个 “存在 性 ?的 公设 ， 比 如 ， 逆 元 素 的 存在 
HE, 这 就 给 出 下 而 的 结果 ; 

定理 3 dX RUF CRAS 0,6» Pope de*duuk, 
S A&beidekizr TRUM, ST&^aASv4tónuni 
deu pd codk ac (dux au0), 那么 已 是 子 域 . 

现在 用 定理 3 可 以 证 明 , 所 有 形 如 4+/ 的 实数 的 集合 是 
实数 域 的 一 个 子 域 。 其 中 系数 e 和 也是 有 理 数 ， 这 个 子 域 通常 记 
EQT), 这 里 食 表 示 有 理 数 域 ， 可 以 应 用 定理 3 是 因为 
Q (Ww?) 中 任意 两 个 数 的 和 是 另 一 个 同样 形式 的 数 , 类 似 地 , 两 个 
数 的 积 是 

(ae 二 Ba 2) (6 td 2 )— (ac 4 2bd)-r (betad) 2. 
BOS,QQ/2)89&0-04-0/2,1-214-0/2, 3EB Al 
ab. 2, 则 也 包含 
— (atb 2)= —a—b./ 2， , 

最 后 , 任何 非 零 元 素 的 道 元 素 (e+bw 2 ) 可 以 通过 "分 母 有 理 
化 ”来 求 出 ， 


I 1 (aov 2 
nite 2 até Zarba 2 


ü b 一 
a 2° 


新 的 分 母 一 25: 不 会 是 零 ( 在 $3.6 中 将 给 出 证 明 ), 求 得 的 逆 元 


SUB BESOKRIS TEX, a 54/2 ,其 中 系数 


r ü "ll b 
da -~ 


是 有 理 数 ， 我 们 容易 验证 , 这 个 逆 元 素 确实 满 是 方程 
(a bv 2) (a--b4/ 2) «1. 


* x45 m. 


xu, 所 有 实数 atb 5 teva QUY 5) 是 一 个 
bk, a b, c EAA. JLSP IS] QG20 — E. 在 这 个 集合 中 ， 
加 法 、 威 法 和 乘法 可 以 进行 , 这 里 用 到 这 样 一 个 事实 : (W 5)5 一 5 
是 有 理 数 ， 最 后 , 由 于 方程 式 

(Ga 十 Da 5 十 ea/35) (x-- y 5 + 2/25) 
—1-404/5 +0425 l 
等 价 子 一 个 联 立 线性 方程 组 , 而 方程 组 总 是 能 够 解 出 x,y 和 加 ER 
ika=b=0=0, TE (a-- bA 5 03/28)! 可 以 计算 出 来. 

如 时 我 们 假定 存在 一 个 由 所 有 复数 5+6i 构成 的 域 ， 其 中 
i=V 二 1, a 与 5 是 实数 ,那么 我 们 还 可 以 构 得 其 他 子 域 .二 次 方程 

co*-4-c-1-0 


XEM omit 3.14 9.1. (注意 ,因为 
as 一 1= (o—1) (o!-- a1) —0, 

BIA, eo & — A " e" 8 8 Dre A RO Bof a bo (a, 五 为 有 理 数 ) 
构成 复数 域 的 一 个 子 域 Qo), 这 是 因为 

(atbo) t+ (c --do) = tate) - (5 -d)o, 

(a4-bo) (e - do) — ac + (bo cad) o t bdot 
= (ac —bd) + (bc - ad —bd)o, 
这 里 用 了 等 式 œ= orl 来 去 掉 2 项， 进一步， 对 任意 ad be 
+0, 它 在 这 个 集合 中 有 一 个 道 元 素 , 这 是 因为 
一 OT = 一 GBP 十 到 — , 
a? —ab +b? a? —ab 3 5? 


XkAr EG PB) HE a? —ab cb? 决 不 会 是 零 , 因为 


(atbo)| 


a pl p2 L9 ab)? 
a? —ab.| b 2 + 2 


一 定 是 正 的 , ERE a— 5— 0, 
和 46 * 


E 题 
I. MARS A VEU EUER 2535 (1) — (4). 
È. TE Z, "m, 对 每 个 €3-0, 列 出 o7! mx. 
3. A MEUREDSOECHUAÉE—MERSCREUDSIÉCE BEIM. 
(a) ARER. 
(b) Ate du atb 3 的 数 , PERS a b Ro PR. 
(c) &TEJE A a 152/75 lift. 此 和 处 a. b Jj mN. 
(d) 全体 不 是 整数 的 有 理 数 ， 
(e) Afk atiy 5. Iba b 是 有 理 数 . 
4. 证 明 : EEMI, ATRUOCSORD CS" RD JH AR (EIS 至 少 包 含 两 个 元 
RIRE. (提示 ， 考 虚 ara.) 
*5. 证明: Bgl 中 的 公设 全 ， GD AGV ~ (vid LAR F Wg viii), 
可 以 推出 定律 a+b=b+a. 
(viii) 对 如 中 每 个 a, 方程 9 二 z=0 和 gy 十 4=0 TrRGUNBE GRE y, 
每 个 与 域 同 构 的 整 环 本 身 是 堪 吗 % 为 什么? 
- 证明: 有理数 域 Q EP — iE RS Q 本 身 . 
， 对 于 子 整 环 , 叙述 并 还 明 类 似 于 定理 3 的 定理 
EH: QU 20 TR CE AEQ 本 身 ， 或 者 是 整个 域 @@fw T). 
10. dA Sms 是 给 定 的 域 柬 的 两 个 子 城 ， 证 明 号 和 8 公共 元 素 的 集 
会 也 是 一 个 子 焉 . 
1l. TJRÜBEXYRJGÉ T ELE Za) nf RE Y- 3E ER B — MEE SERIO; 
*12. nU; x RS dnikicdn e o, EERTE 1-4-1-—00m 
站 是 横 2 的 ), PETELE v, 使 得 at - n1. 
*13. 找 出 习题 12 的 域 的 子 域 . 


PN 


$2.2 有 理 数 域 的 构造 


在 第 -… 章 中 假定 了 全 体 整 数 的 良 序 整 环 ZzZ 的 存在 , 现在 我 们 
将 严格 地 证 明 , 有 理 数 域 Q( 有 序 的 ) 能 够 由 Z 构造 出 . 实际 上 , E 
一 最 地 ,我们 将 证 明 , 类 似 的 构造 可 以 应 用 到 任何 整 环 上 共 . | 
仅仅 由 全 体 整 数 不 能 构成 域 ， 由 整数 构造 有 理 数 在 本 质 上 从 


. J7 + 


是 构造 了 包含 全 体 整数 在 内 的 域 . 显然 , 这 个 域 还 必须 包含 所 有 方 
fà bz—a HUM, 共 中 系数 o bo 都 是 整数 ， 为 了 从 这 些 方程 的 解 
抽象 地 构造 有理数 ”, 我 们 简单 地 引入 某 些 新 记号 (或 称 数 仿 )7= 
(a, 5)， 每 个 记号 代表 :个 方程 bra 的 解 ， 为 此 我 们 必须 说 明 ， 
这 些 新 记号 完全 象 域 中 的 商 坟 那样 可 以 相 加 、 相 乘 和 相等 (定理 2 
G) —- ii), 

不 管 我 们 从 整数 环 7, S Jc I b ERD t 2, EXE 
明 是 很 有 意义 的 ， 这 可 以 确切 地 描述 如 下 : 

EX 设 跟 为 任意 整 环 . Dvd pA OOD) AX doof Bc a, D) 
组 成 ,其 中 4,5bED HAGHO, 这 种 数 介 的 “相等 "由 下 面 约定 来 确 


E 


AI 


(a, 5) — (a', b') * B. fx : ab! —-a'b, (5) 

而 数 惕 的 和 与 积分 别 由 下 列 约定 来 确定 ; | 
(a, b) + (a^, b') = (ab' -- a'b, bb' 5, (8) 
(a, b) * (a', 5) — (aa', bb'), (7) 


注意 ， 国 为 五 不 包含 " 零 因子 (8 1.2 定理 1)， 在 (6) 和 (7) 中 
的 乘积 bD 0, 所 以 @( 功 在 加 革 和 乘法 之 下 是 封闭 的 . 

我 们 谤 望 数 偶 之 间 的 “ 同 余 " 美 系 “=” 与 相等 甘 系 一 致 ， 由 于 
这 个 关系 不 是 正式 的 昼 等 甘 系 (a,5) 与 (9', b) fa $0] XE BUE 4 一 
a', b b^), 所 以 我 们 必须 证明, 这 个 同 余 具 有 61.2 中 列举 的 相等 
的 性 质 ( 对 于 正式 的 鸽 等， 这 些 性 质 将 是 显然 的 )、 首 先 我 们 通过 
直接 的 论证 可 以 证 明 “=" 满 足 自 反 律 ,对 称 律 和 传递 律 ， 其 次 , 和 
与 积 在 同 余 意 义 下 是 唯一 确定 的 ， 例 如 , Hla, 5) 9 (a, b") SERE LN 
(a, b) + (a^, b) e (a, b) + (a",8")， 上 面 结论 中 的 短 个 和 用 (6) 
式 那 样 的 公式 给 出 , 而 且 所 得 的 这 两 个 数 侦 在 (5) 式 的 意义 下 是 间 
RERA 
^ jg s 


(ab" -a"b)b'b" = (a'b -- a" b) bb''. 
而 这 个 等 式 是 由 假设 条 件 (4, b) — Ca, b") ( 即 ab'— a5) IS. 类 似 
地 , 对 于 乘积 的 唯一 性 断言 也 大 成 立 的 ， 我 们 得 出 结论 ， 由 (5 式 
定义 的 相等 具有 所 下 求 的 性 质 . 
现在 可 以 验证 日 (D) 中 的 各 种 代数 定律 ， 例 如 分 配 律 , 根据 定 
义 (6) 和 (7)， 按 照 下 面 的 方 类 我 们 可 以 一 步 一 步 地 化 简 定 律 的 每 
一 边 ， 设 7,r' 和 >" 是 任意 三 个 数 个 ， 
rir +r") c rr +err" 
(a, DEC, 5) t Ca", 5" 91 (ab) (a, 5) - (a, 5) (o^ , b") 
(a, b) (a'b" +a" b', b'b") (aa', bb) + (aa" , bb") 
(aa'b" -- aa" b', bb'b") (aa'bb" + aa" bb', bb'bb" 。 
最 后 一 行 的 两 边 给 出 了 在 (5) Brie SU TOR AE GSC, 这 是 因为 右边 
与 左边 的 差别 只 是 在 右边 所 有 项 中 多 出 现 一 个 非 零 因子 5， 在 数 
偶 中 这 样 一 个 额外 因子 使 数 候 总 保持 相等 , 即 oar, by) = (x, y), ER 
为 根据 (5) 式 这 个 等 式 相当 于 恒等式 bry- bye, 
CD) 中 这 个 分 配 律 的 清楚 的 证 明 只 作为 证 岗 ， 同 样 , 我 们 可 
以 直接 运 乃 中 的 定义 和 定律 证明 结合 律 和 交换 律 。， 加 法 单位 元 
RERO, 1), 因为 
(0, 1) + (a, 5) = (0-5 4- l-a, 1:5) — (a, b). 
同样 , 消去 律 也 成 立 , 并 且 数 偶 (1, 1) 是 乘法 单位 元 素 ，(a, 加) 的 仙 
TRE 一 (a,5) 二 (一 a, 丰 ， 这 就 验证 了 $1. 1 中 所 列 的 关于 整 环 
的 一 切 公设 ， 
定理 4 AEREA DL QUOD) 4 — 4 
证 明 ET RLACIEBR 84 SA rr GE HR 02-0) 4E QUD) 中 
有 一 个 解 . 也 就 是 说 , 对 每 个 7 地 0, 在 QCD) 中 存在 7 Inte. 这 
是 容易 征明 的 ， 更 一 般 地 , 任意 方程 
(a, b) (z, y) = (e, d), Erh (a, b) Œ (0, 1), (8) 
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由 (3) 式 给 出 一 个 解 , 即 
Gr, y) = (be, ad). (85 
这 是 因为 把 x,g 的 值 直接 代入 方程 后 有 
(a, 5) (be, ad) = (abe, bad) 

LHA abed— bade, FREA Cabe, bad) = (c, d), (BE d (a, D) 寺 
(0, D IET asc, Ed UE Gr, DARTH ad 不 为 零 . 正如 有 理 数 定 
义 所 要 求 的 那样 , 证 毕 

我 们 现在 项 望 证 明 , @(D) 实际 上 包含 着 原来 的 整 环卫 作为 它 
的 子 整 环 , 换 名 话说 , @(D) 实 际 上 是 吃 的 扩张 ， 严 烙 说 来 , 这 是 不 
可 能 的 , 因为 数 偶 (a, 丰 ) 不 象 卫 中 那样 的 元 素 ， 不 过 我 们 可 以 把 每 
个 a€D 5 (a, 1 联系 起 来 , 在 相等 、 加 法 和 乘法 之 下 ，(e, DAR H 
性 质 完全 象 a 一 样 , 如 下 所 示 ; 

(a, 1 十 (5,1) — (0414-51, 110 — (a 5, 1), 
(a, 1) * (b, 1) — (a:b, 1 1) = (a5, 1), 
(2,1) (b, DARAH a=b. 

我 们 可 以 断定 ， 一 一 对 应 ae (0,1) 是 给 定 的 整 环 D 到 域 QUD) 
= 的 于 整 环 上 的 一 个 同 构 . 此 外 , 方程 (8 和 (8 A, 任何 数 偶 
r— (a, b) CQ(D) Jj (b, Dr — (o, D) BUR br=a 的 解 ， AiE r= 
(o, 5) JE RES, 这 就 证 明了 

定理 5 (DE SED fe] Moe do QD) P, QO) 的 每 个 
元 素 是 五 中 两 个 元 素 的 商 ， | | 

特别 ， 把 定理 5 用 到 整数 环 名 上 ， 事 实 上 在 上 述 论证 中 始终 
4040 D—Z 这 一 特殊 情形 ， 因 此 QUO) — QCZ2 是 全 体 普通 分 数 的 
集合 ， 所 以 我 们 有 

推论 ”整数 环 呈 可 以 作为 子 整 环 谨 入 域 届 一 从 (ZZ) v. XQ 
的 每 个 元 素 是 吝 数 的 商 包 ,其 中 台子 0. 
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我 们 现在 指出 , 有 理 数 感人 = 台 (CZ) 实 际 上 已 通过 前 面 的 论述 
被 精确 地 来 征 出 来 (精确 到 同 构 ), HA Z 是 由 它 的 公设 所 定义 ( 仅 
精确 到 同 构 ), 所 以 这 象 我 们 所 希望 的 那 伴 是 完备 的 表征 . 事实 上 ， 
我 们 将 证 明 , 任何 整 环 如 都 在 类 似 的 结果 . 

定理 6 设 玖 环卫 作为 子 整 环 包 含 在 任意 一 个 城 正中 ,那么 下 


FAAR AGO P a DED, b30) 的 元 素 组 成 的 集合 是 下 的 一 个 


TOROS, A2 dot Ro (a b) 2 T ACE 5 QU) A d, 


注 ”两 个 域 卫 和 FF 之 问 的 同 构 是 指 ， 把 FPF 和 F' 看 作 交 换 环 
时 它们 之 间 的 同 构 ， 特 列 , 它 是 了 和 下 之 间 广 足下 列 性 质 的 -- 一 
对 应 , 即 如 果 reg geg, 那么 
(x3 y)e (' rg) $n( o (yy). 


证 明 ” 域 刀 包含 商 包 , 这 个 商 是 方程 bx 一 a 的 解 ,其 系数 = 和 


b--0 在 DD 中， 所 有 这 些 商 的 集合 仿 包 含 所 有 整数 后 =a. 根据 定理 


2 Bh gg HS 在 加 法 、 减法 、 乘 共和 除法 之 下 是 封闭 的 , TR. 在 
的 这 些 运 算 之 下 ,可 以 描述 成 巴 的 闭 包 . 总 之 ,三 是 一 个 域 ( 定 
理 3), 


这 些 商 所 以 定理 2 的 (i)~ (iii) 所 描述 的 方式 进行 相 加 , Rf 


(8, 本 是 也 的 闭 包 5 到 Q(D) 上 的 一 个 同 构 . 证 毕 
特别 注意 , 这 个 对 应 把 妈 中 每 全 We ESI (a, 1) =a 
联合 定理 6 和 前 面 的 推论 我 们 得 到 
定理 ?了 PERZ TAER- RRROAGD— Ro A Gk d& OX 
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Q—QUD v, 使 得 人 @ 的 每 个 元 素 是 两 个 整数 的 商 . 
XXE SE, T gh OC ZEE n UMOR Q. 


E m 
1. AER: dEiRGEPIEBU ETE RE 
2 证明: bE BEI XR IKE EL Bc, ELE HR (eos f 
3. WE ZJEM AHA 4 十 Bi 的 集合 ,这 里 4 和 5 为 整数 , itm — 
(a) f dup ELS P A x E e dete Ec A HRS I. 
(b) WESI( EJ BE— 71 EE ER, 
(e). 描述 它 的 商 域 . 
， 模 5 整数 环 Z BERRA — AER 为 什么 ? 
描述 模 5 整数 环 Z. 的 商 成 . 
E HAREA, 把 它 一 般 化 ， 
- 证 明 : 在 两 个 威 之 间 的 任何 同 构 FoF' LT, hoer, bob 和 


oec’ URE eHO MRH ioo MEEA N EZNUET EU 


Nonb 


8. WEB): 对 应 atb 7 n b llla, b AA ARORERR. 

*9， 证 明 ， 形 为 a 十 bw 7 SLE ILI QU QV 70 58 TB 为 a 十 bw 了 I 的 数 
构成 的 域 仿 tv 和 1 站 之 间 不 窒 在 辣 构 (o b WHO. GET: 证 明 宙 有 元 素 
We 7X BEL) 

10. KFAR SER. D A D' 产生 的 名 和 名 质 构成 的 商城, 你 能 说 些 什 
ór 井 证 明 你 的 命题 ， 

*11. 证 明 : EREET E ti 的 任何 有 少数 可 以 唯一 地 表示 成 
cabeepr 的 形式 ， 基 中 os AERE, BA p—mem—p-e——p dH e, 
RE EE si fr enl 


"12. 证明 : 任何 有 理 数 二 二 0 可 以 唯一 地 表示 不 


Tb, habs uo be 
8 2 n ni 


的 形式 , 共 中 为 适当 前 整数 , 每 个 b, 是 整数 ,适合 abh ek, H bo 1, RA 
b, E0. 
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13. W ps BDER SERE VEN]: En p ERUH | 的 集合 
Ze- TERR, Zo,» gie. 

14， 找 出 Q ba d AARAM Ho TRES. 

*15. fik Q 的 所 有 可 能 的 于 整 环 . 

18. 证明: 任何 恰 帮 两 个 元 素 的 域 与 名, IER. 

17. RER ZGZ3S1&BBBCdXerb 3 组 成 ， 鞭 中 a 和 5 为 整数 ,证 
明 这 个 整 环 有 一 个 商城 , 它 同 构 于 斯 有 形 为 7 十 sw 了 的 实数 组 成 的 集合 , 其 
Horie RAMS, 并 得 到 一 个 明星 的 间 构 . 


82.8 联 立 线 性 方程 


一 个 域 不 一 定 由 通常 的 “ 数 " 组 成 , 比如 , 如 果 了 为 素数 ， 则 所 
有 模 卫 的 整数 就 构成 一 个 只 包含 有 限 多 个 不 同 ( 即 不 同 余 ) 元 素 的 
域 ， 整 环 Z 是 域 这 个 事实 是 下 面 定理 的 推论 . 

定理 8 住 休 有 限 整 环 吃 是 一 个 域 . 

证 明 是 有 限 的 这 个 假设 意味 着 妃 的 元 索 全 部 可 以 列 出 
来 , 排 成 bo bo, o ,此 处 为 某 正 整 数 ( 一 般 有 限 集 的 讨论 见 第 
LO. 为 证 明 也 是 域 ,我 们 只 须 证明 刀 的 任意 指定 的 元 素 a0 
在 忆 中 有 一 个 道 元 素 。 考察 所 有 的 乘积 

ab, ab, ab, (b, b, b, A D h). (9) 
这 给 出 也 中 几 个 金 不 相同 的 元 素 , 因为 不 然 , 如 果 对 某 i 二 了 有 ab, 
—ab;, 则 根据 消去 律 , 消去 a ET b =b, 这 与 假定 601,2, e, 
是 不 同 元 素 相 违背 ， 因 为 妃 中 的 金 部 元 素 都 列 在 表 (9) 中 , DD 的 
单位 元 素 1 也 必 出 现在 表 中 某 个 位 置 上 , 比如 1=ab,, 那么 相应 的 
元 素 b, 就 是 所 要 求 的 元 素 a HERE. 证 毕 

根据 上 还 证 明 , 为 在 Zs 中 精确 地 我 出 逆 元 素 , 可 以 对 Z 中 所 
有 可 能 的 数 b. 进行 试验 来 得 到 ， 逆 元 案 还 可 以 直接 算出 , 这 是 因 
2b Z, PH as— 1C FORRAR ASA ar==1(mod p) 
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(其 中 az-0) 85 3 — BI X, 而 且 后 者 可 以 根据 81.9 定理 16 所 述 
的 欧 几 里 得 算法 求 出 整数 解 忆 
慎 得 注意 的 是 , 联 立 线性 方程 的 整个 理论 应 用 到 一 般 域 上 . 例 
如 考虑 两 个 联 立 方程 
oxt+ by=e, 
cr+dy=f, 
式 中 字母 a,…, 了 表示 域 下 的 任意 元 素 ， 第 一 个 方程 飞 以 4, 第 二 
AFREIRA b, 然后 祖 减 , 我 们 得 到 (tad 一 Be)}x==de 一 bf; 第 二 个 方 
程 乘 以 a. 第 一 个 方程 乘 以 6, 然后 相 减 得 到 (ad 一 be)y=af —ce, 
因此 , 如 果 我 们 定义 (10) 的 系数 行列 式 ( 参 见 第 十 章 ) 为 


(10) 


a b 
A= c j| etes 
24 A+ pp, 则 方程 (10) 有 解 
z= g= (A-ad-be) (10) 


而 且 没 有 其 他 和 解 ， 但 是 当 AA=0 时 ,方程 (10) 或 者 没有 解 或 者 有 很 
-多 解 (后 者 仅 当 e= ka, d — kb, f — ke 时 才 发 生 , 世 就 是 两 个 方程 是 
“成 比例 ”的 ). 

高 斯 (Gauss) 消 去 法 前 面 消去 小 的 方法 可 以 推 产 到 形 为 


Gy Ei titat n ausis m b, 
Bgt 7 5533 H t F git = ba, 

(1) 
Ani, F ata rt b ur. m D 


的 总 全 本 打数 n nnns Mm ARREN TE 这 里 不 仅 已 知 系数 
ai 六 ,而且 求知 数 二 ,都 被 限制 在 指定 的 域 玉 上 . 为 求 出 已 短 方程 
组 的 全 部 解 , 我 们 现 芷 将 报 述 称 为 高 斯 消去 法 的 一 般 方法 ,其 想法 
.是 用 简单 的 方程 组 代替 已 知 方程 组 ， 庆 个 简单 的 方程 组 等 价 于 已 
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53137 £ BL, 即 它们 是 同 解 方程 组 , CPG (ETE 0m t eO, 
=b; 5 0=b, 9r. mi 0— 5, 是 不 一 定 能 满足 的 . ) 
采用 缩写 记号 , 我 们 只 写 下 第 i 个 方程 , 并 把 它 表 示 成 样本 项 
Bgm; 对 j-1, e, HF 求 和 ， RDE ne, 
Slagrj—b, i=], toy T 所 有 QEF. (115 


Jml 

Rio AHE DOSE R AUC I e ABARH. 

情况 1 每 个 641 一 0. HIE AE RERLOITOSEPET n—1 个 未 
知 数 ass, m, 的 到 个 方程 的 一 个 * 较 小 的 "方程 组 ; 对 于 较 小 的 方 
程 组 的 枉 何 解 来 说 ,zz 是 任意 的 . 

情况 2 共 一 个 qi 守 0。 通 过 两 个 方程 的 调换 (如 果 必 要 的 
TO , 我们 得 到 等 价 的 方程 组 ， 使 得 ai 0, 2428 — 1 RLA a1! 
时 ,我们 则 得 到 一 个 等 价 的 方程 组 ， 其 中 alt=1， 然 后 , 依次 从 第 
i 4 f G6 —2, e, mm) 减 去 新 的 第 一 个 方程 的 au fü, 我 们 便 得 到 
形 如 

24 4-015293 d- 01335 tH * 3- 1,23, — 51, 


05395 十 Gast 7 十 aui, Dy (12) 


imala 十 £55,323 H *** 十 Gur, — Di, 
的 等 价 方程 组 ， 例 如 , 在 域 Zu 上 ,方程 组 
3z-- 5g J- 72 — 6, 
bz--9y- r62z27, 


: 328 十 gd-42753. 
用 这 个 方法 将 化 为 
z4-99y.| 62222, 
8y +92=8, 
5y + 322109. 
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这 里 所 有 方程 都 理解 成 是 模 11 的 . 

Xm AHHAR SETTE UE, 我 们 得 到 

定理 9 任意 个 未 知 数 名 个 方程 的 联 立 线性 广 程 组 (11) 可 
化 为 一 个 等 价 的 方程 组 。 这 个 筝 从 方程 组 的 第 主 个 方程 其 有 形式 

VL Citti F Ciis; cad t d Cinta mdi, (13) 
RO OPAC 6,2, mM} 中 7 个 数组 成 的 菜 个 子 集 ， 然 后 再 加 上 
m—r 4 X 0zd, 的 方程. 

证 明 ”如 果 总 是 出 现 情况 2， 则 我 们 得 到 形 为 (1 分 的 各 个 方 
Té. 并 且 称 原 方程 组 是 相 容 的 ， 如 果 出 现 情 况 1， 则 我 们 可 以 得 到 
形 为 0=d; 的 一 组 退化 方程 ， 如 果 所 有 的 瑟 =0, 则 可 以 不 必 考 古 
0= 中 的 那些 方程 ， 如 果 有 一 个 起 寺 0， 则 诛 方 程 组 (11T) 是 不 相 容 
的 (没有 和 解 ). 证 毕 

详细 写 出 方程 组 3) 如 下 l 


it 641223 t Cityt t + Cirta sd, 


UE Paga H e + 63,0, — dy, 


| Dpt H Crta — dy, (rx m) 
可 称 为 梯形 方程 组 . 
任何 梯形 方程 组 (13) 的 解法 是 容易 描述 的 , 逐次 考虑 mam, bp 
…，%1I， 如 果 在 该 序列 中 出 现 的 x 是 方程 组 (13) 中 某 个 方程 的 第 
— 8e B, 那么 它 可 通过 to nua 由 下 而 关系 确定 出 来 
V; d, — Ci pEi Ca uaTiaa — ttm Cie (13) 
和 否则, iX^- x. 可 以 取 任 意 值 ， 这 就 证 明了 
推论 ”在 定理 日 所 说 的 相 容 情况 下 , 01) 的 全 部 解 确定 如 下 . 
不 出 现在 (13) 各 式 首 位 的 fm 一 rf 个 变量 s TUERA (ENA 
自由 变量 ). 任意 选取 这 些 ti 之 后 ,代入 (13 式 便 可 逐步 地 算出 利 
Ton € * x. 
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在 前 面 举 出 的 具体 例子 中 ， 首 先 8y 十 9z 三 8Cmod 11) 可 化 为 
y r8:21(mod 11), 3k P Jj £8 3 EI 5 Joi d UK Jj Pi oy F32—10 
(mod 11), 我 们 得 72 5(mod 11), 因此 z7(nod 11), 于 是 已 
知 方程 组 的 梯形 方程 组 起 
rF9y 6:22 
gc 8zzmlibR(nodl11). 
zz 
我 们 解 得 y=1—8:=0(mod 11) fL z22—9g —62z: 4 (mod 11). 将 
2 4,9—0,2—7 代入 原 方程 , 中 以 验 让 它 是 原 方程 的 解 . 
JR (OD BB SCC b 全 都 为 零 , 则 称 方程 组 为 并 次 的 ， 这 
3E PRLE A CEJL Ea m a e 2,7 0, 它 可 能 不 存在 非 平 几 
解 , 但 是 如 果 变 量 的 个 数 超过 方程 的 个 数 , D HRA P ROS 
一 个 方程 总 还 包含 可 任意 取 傅 的 自由 变 最 ， 此 外 ， 对 于 齐 次 方程 
组 来 说 , 决 不 会 出 现 可 能 矛盾 的 方 积 =d, AEA 
定理 10 nw 个 变量 黄 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 ， 当 mon 时 ， 
总 有 非 全 为 零 的 解 ， 


3 HH 
1， 解 下 列 联 立 同 余 式 : 
3s+2y=1 


2r+7y 三 3 
(b) - z= imod 11); 


z—289- z=5 
(c) - 三 了 (mod 13). 
5xr—3y-d4z21 
2. WAJA 1C80 SI CDO 方程 由 的 模 , 在 有 理 数 域 Q 中 求解 ， 
3. EQN 20 m REGE E 
= 57 


[Otv Der Dn 
GQ—4A/2)z-G-/2)g 1. 
4， 求 出 于 列 联 立 同 休 式 的 全 部 非 同 余 解 ; 
f £+ y+ s50 
Se 十 28 十 4 一 日 
5. 3RIH F FIER sr Ed die A Dn ze Bn E Lo] e RE: 


(mod 5). 


区 十 33 一 idb5fz4 

(a) ete 2dztzd (mod 7); 
rc 3g-F224-6£22 

(b) f srt 中 十 2=i (mod 5). 
3r 3g t= 


§， 证 形 ; 两 个 方程 
Bu 二 
bitit -e tH bnt =d 
总 有 解 , 这 里 系数 在 给 定 的 域 中 , HREN FE EC kA 和 m-EO 使 得 对 于 
i=l, 有 ka= mb, 
7 了， 证 明 ， 如 果 lp e. no 是 齐 次 线性 方程 组 的 任 疮 解 ， 那 么 (一 罗 , …， 
一 zn) 是 另 一 个 解 . 关于 近 两 个 解 的 和 能 说 些 什 么 ; 
*8。 (a) 证明: 三 个 联 立 方程 
az-FEby-- ca — d, 
a zctb'gy-M-c'z—d, 
十 bye =d" 
YETEXDiR P' D Rp ME 一 解 , 这 里 3x3 行列 式 
A-— ab'c* ta b^ c ta be — a" b' c — a be" —ap’o' 450. 
(b) 'E&i GOES c AA, AAEE x 二 4 BODA REA 
的 Zu 上 三 个 联 立 线性 方程 的 解 ， 


$2.4 有 F 域 
WER FES ERRA P, $1. 3 中 所 列 的 加 法 律 、 莱 法 
律 和 三 分 律 成 立 , 则 称 域 下 是 有 序 的 ， 换 向 话 说 , 当 把 一 个 域 看 作 
MERIT. 如 果 它 是 一 个 有 库 整 坏 , 则 这 个 域 是 有 序 域 ， 银 据 经 验 知 
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道 , 全 体 有 理 数 就 构成 这 样 的 有 序 域 , 现在 我 们 从 构造 有 理 数 为 整 
数 悍 由 发 来 证 明 这 一 点 , 并 进一步 指出 ， 这 种 “自然 "排序 的 方法 ， 
是 把 有 理 数 域 作成 有 序 域 的 唯一 方法 . 
首先 回忆 一 下 , 任何 有 有 序 整 环 中 ， 非 零 元 到 六 的 平方 配 总 是 
的 ， 如 果 商 是 正 的 , 则 乘积 (全 j5? ab 也 必 为 正 的 ， 反 之 丈 
真 ， 因 此 , 在 任意 有 序 域 中 ， 
$00 HARY 250, (14) 


EI 


而 有 理 数 (a, b) FPE RLAE RO RS EERE M (a, 5) 是 


正 的 当 且 仅 当 在 工 中 乘积 a6 是 正 的 . 

定理 11 de OE X (2,0)70 意味 着 整数 ab 是 正 的 ， 则 全 体 
HRABATA RR. 

WEBB 我 们 按 前 面 的 习惯 定义 了 和 等 之 后 ， 必 须 证 明 与 正 元 
素 祖 等 的 元 素 是 正 的 : d(a5)-0 fü(a, b) = le, DEHE d) 
7-0, 这 是 正确 的 ,因为 eg 与 Bed AE, ab 与 abd? 同 号 ， 根 据 假 
iz ad=bc, A apg? 一 如 cg， 所 需 的 加 法 律 、 乘 法 律 和 三 分 律 也 成 
立 ， 例 如 ， 两 个 正 的 数 般 {9, 6) 与 (ce, 乓 的 和 是 正 的 , 这 是 因为 , 由 
ab—-0 和 cd—0 HEI Pabo frib?cd —0, ERE 

bd (ad - bc) = d'ab t+ b3ed— 0, 
这 就 是 说 , Hdt be, bd) E nS, Hu. AGE REAREA 
袁 示 整数 的 特殊 分 数 (e, 1 的 自然 顺序 是 一 致 的 , X REEL 29. dd 
ELUD, REH a- 1-0 BS, Ca, D JE I9. 还 毕 
因为 定理 11 的 证 明 中 只 用 到“ 全 体 整 数 是 有 序 整 环 "的 假定 ， 
所 以 它 实 际 上 建立 了 下 面 更 一 般 的 结果 : 

定理 12 445 "Dée Kk ab ABAH SaR ab E 

的 "之 下 ， 有 序 整 环 了 五 的 商 域 旭 (下 是 有 序 的 。 只 有 按 这 种 方法 可 
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vA ED epik PRAE Q RAAT, 

存在 很 多 其 他 有 序 域 : 实数 域 , E adb 2 B QG 2) 
《 见 8 2. 1) 和 实数 域 的 其 他 子 域 ， 在 任何 这 样 的 域 中 , 绝对 和 慎 可 按 
$1.3 那样 定义 , 在 那里 所 建立 的 不 等 式 的 性 质 在 这 里 同样 成 立 . 
在 任何 有 序 域 .上 , 除 任 党 有 座 整 环 上 成 立 的 法 则 之 外 , 我 们 还 可 以 
证 明 ， 


o 4 H aro, (15) 
TUE 当 且 仅 当 abd? bcd, (16) 
H 0<g<6 — octet, a?» 
出 aecbeco 可 推出 ol, (18) 

atait e tair. (19) 


Q7) (18) Bg /- 2E | E 7 ARRA p E uL dg, Mad), HE 
方 和 永远 非 负 《 81. 3 定理 25, 是 特别 有 用 的 ， 例 如 ， 考 ab, W 
(a—b)?-—0, 于 是 要 一 268 十 0, ht etda, hite 
mg, 4= b, 3E H. AX ERTA 2, 那么 

ziy Tay Gr). 


这 表明 , 两 个 不 同 实数 的 算术 平均 值 大 于 几何 平均 值 Vy. 


习 题 
1. 4BxEdE (EE NEdG E — Top ERR, 证 角 两 个 正 市 理 数 的 乘积 是 正 的 . 
2. ERIH: 设 五 是 有 序 整 环 ， 和 如果 人 Ge， POzEO, MA 50 
— (a, b) 0 di litur, tA fe f UL4E QCDO) H Bis, 
3. IEĦ 


[zz yy [m Gg Gy 
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在 任何 有 冶 域 中 成 立 , 该 域 中 所 有 正 元 业 都 有 平方 根 。 (提示 : PSUDEGL) 
4 证 明正 文中 的 公式 {15) ~ A9), 


5. HR n 为 正 整数 , a 和 5 为 正 有 型 数 ， unt rs (ety. GET: 


令 2 二 2 一 ， d= &á—rcd, b-r—d) 
8. (a) 证 明 : (fü EET OERCEUT EE, 
(b) 有 序 咸 的 任何 子 矣 环 基 有 序 整 环 吗 ? 
7 对 全 体 有 理 数 (或 者 更 一 般 地 ， 在 任何 有 序 成 中 ) 证 明 : 如 果 ab, 
WiféfpXS ERG HE acre. 
8. 证 明 : APRH, 让 元 素 不 能 构成 一 个 良 序 集 . 
aH a ü, . d 
9. ERRER RERI EEE t AR T 
(a) EH: 在 任何 域 中 , Br cr 可 推出 a=0 或 者 bibe 


Tce*-0. 
(b) 证 明 ; 在 一 个 有 序 域 中 , 由 它 可 推出 a 0. 


* .5 ERMAR 

虽然 我 们 用 了 全 体 整数 的 整 环 Z 作为 我 们 考察 基本 数 系 的 
出 发 点 , 但 是 这 一 过 程 实 靳 上 很 不 严格 , 因为 它 假 定 负数 存在 ， 本 
章 余 下 部 分 我 们 将 指出 怎样 公 由 我 们 熟悉 的 正 整数 的 事实 导出 负 
整数 及 其 性 质 , 由 此 我 们 指出 , 负数 存在 性 的 假定 如 和 何 可 以 避免. 

为 一 致 起 见 ， 我 们 从 列举 所 有 正 整 数 系 包 + 的 一 些 基本 性 质 
开始 , XX Ee BE UE ELA EE E RES 

定理 13 ZoRÉGRGIÁEÁGRARAZuRGQEpTOEA 

G) 在 所 定义 的 加 法 和 率 法 二 元 运算 之 下 , Z^ 是 封闭 的 ,这 

两 个 运算 满足 结合 律 ,交换 人 律 和 分 配 律 . 

1) Æ Zt EARE akl eyz 让 一 切 更 有 


中 三“*" 号 的 节 可 以 略 去 , 这 并 让 影响 连贯 性 ， 
= l- 


m-l-—m. 

Gii) 此 外 , & Zt P, 下面 的 消去 律 碱 立 : 

A omrcnr,H] mn.. (20) 

(iv) AA, 对 EC PARE AE miden, 下面 三 种 可 能 性 中 
性 有 一 个 上 成立; 或 者 mcm, A omcx—n EL yd^ 
或 者 manty AL YG—^T4 y 

(v) X5, 4 Lp dco m HE D: Z 的 性 意 子 集 , 如 
€85,41, BR x56 Genspe se ncl, 那 末 这 个 子 集 包 合 2Z1 
中 每 个 元 束 . 

我 们 把 Z^ 的 这 些 性 质 的 证 明 留 作 习 题 ， 

相反 地 , 如 果 把 这 个 定理 中 指出 的 性 质 趾 一 (9) 看 作 公设 ， 在 下 
BELT, 它们 完整 地 撕 述 了 正 整 数 ; 我 们 先前 定义 过 的 正 整数 系 
具有 这 些 性 质 ， 并 且 可 以 证 明 任 何 鞭 他 满足 这 些 公设 的 系统 与 这 
TESSAA. MIER, 在 Z* 中 如 果 merr, 那么 

n--z— (m-ca)-bsc—imnd (x4 2) 
—m4(zdax)-(m-sz)tm, 
mik, Hh Gv m Lanz 是 不 可 能 的 ， 类 位 地 ，n 王 十 同 
m--z —n--z 也 是 不 相 容 的 , 因此 , 第 三 次 利用 性 质 (iV)， 我 们 得 到 
E om-dbz-ncs,ilm-m. (21) 
mE. 方程 mW 十 %= 的 三 种 可 能 性 代 赫 了 正 整数 系 的 那些 序 的 性 
R, 

从 用 这 些 公设 给 出 的 正 整 数 系 出 发 ， 我 们 可 以 重新 构造 整数 
ZZ &iki Hg T (38 Ale Z^ 大 的 系统 ， 在 这 个 系统 中 
减法 总 吓 可 能 的 , 因此 , 作为 新 元 素 ， 我 们 引进 某 红 整数 蛋 (m, n), 
x T CR ARE nx =m ARGIR ERRA). 这 个 构造 
的 详细 过 程 类 似 于 由 整数 坏 构造 有 理 数 域 ($ 2. 2). 

定义 ”一 个 整数 定义 为 正 整 数 包 入 的 一 个 数 介 Cm, m), X 
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谓 的 “相等 ? 按 约 定 定义 为 


(Gn, n) z(r, 5) € m s—n-cr, ^ (22) 

而 和 与 积分 别 定义 为 
(Gn, n) — (r, 5) = (mir, nta), (23) 
(m,n)-(r, 5) = (mr i ns, msd- nr). (24) 


最 后 , nom AUGE" aS x B dx op X D SERE xg n xm. 

由 这 些 定义 引进 的 数 侦 实 际 上 满足 我 们 已 给 出 的 所 有 基于 整 
数 的 公设 .我 们 首先 必须 验证 , 由 {22) 引 进 的 “相等 * 满 是 自 友 律 、 
对 称 律 和 传递 律 ， 在 这 个 相等 意义 下 ， 分 别 由 (23) 和 (24) 给 出 的 
和 与 积 是 唯一 确定 的 。 把 定义 (23) 和 (24) 系统 地 应 用 到 整 环 的 各 
种 形式 的 定律 上 , 那么 这 些 定律 对 士 数 偶 也 成 立 , i RUE it 
论 儿 平一 样 ， 特 别 , 对 刚刚 定义 的 系统 , (2, DAE roS, (1) 
是 零 元 素 , 并 且 加 法 北 元 素 存 在 , 这 是 因为 

Gn, n) -b (n, m) —(L, 1) ,对 所 有 (1%, 0). 
数 偶 的 乘法 请 去 律 证 起 来 较 难 些 ,证 明 时 用 到 定理 13 的 条 件 Giv)， 
证 明 完 消去 律 之 后 , 我 们 就 知道 全 体 数 偶 构成 整 环 . 


自 定理 13 的 公设 tiv), 每 个 数 偶 恰好 可 写成 下 面 三 种 形式 之 - 


— (m,m), (nd x, n), (m, m 寺 2) ， 第 一 种 形式 的 那些 数 侦 等 于 
PEEL D; ACOPERA O+ r o EER. JEET 
证 明 , 数 侦 具 有 有 序 整 环 的 定 闵 G3 1. 8) rp BESECK B nos eit , ate D t 
和 三 分 律 . 此 外 ， 

| (m-c-z,m)znlgyn) "BD s—y. 

Bisb, Ande "RA RURA BR DCOAEHB—14. WAIE re 
(十 7X,%) 是 从 全 体 给 定 的 正 整 数 x+ 的 集合 到 全 体 新 的 正 数 偶 
Ca 十 的 细 的 集合 的 一 个 单 射 ， 它 卖 至 是 一 个 单一 同 态 ， 这 因为 由 
E X. (23) 80(24), 

(mta, m) - (n4 g,n) — (m 4n zT y, ma 2), 
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Tcz,m)*(n- gy, n) 
= (mnt mg nz mnt vy, mn-rna-- mn mg). 

AENA E ARA EAHA, TERNAR HAH 
了 下 面 结果 的 一 个 证 明 . 

定理 14 通过 定义 马 的 任意 元 素 为 加 + 中 两 个 正 整 数 之 盖 这 
种 方式 , EERE Z 可 以 误 入 较 大 的 系统 也 中 ,在 豆 中 或 法 是 可 
能 的 ， 和 这 样 构造 的 系统 宇 是 一 个 有 序 整 环 ， 它 的 正 元 素 满 足 数学 
归纳 法 原理 . 

由 81. 5 习题 38， 这 个 结果 绚 含 着 良 序 原则 ， 秆 得 注意 的 是 ， 
上 面 粗 略 的 证 明 只 涉及 到 Z^ 的 公设 ， 反 过 来 , 在 包含 Z' 的 任意 
SEXRIB. Z^ 的 元 素 之 差 (a— b) ADM XE X. (22)--(24) {参见 
81.2 习题 四 ， 这 就 证 朋 了 

定理 15 包含 系统 了 + 的 佳 总 整 环 包含 一 个 与 整数 环 包 同 构 
sin 


E 


1. WEE dB (G2)GE CBE GGR IN REL CER B dom (3x8 d. 
2. 证 明 ; inim, n) m On 8, 则 对 所 有 的 (7, 8} 有 
(m, n) c Cr, 8) = Gn', n) + Gr, a), 
和 mae D) mm mn'-(r a). 
8. WEB iH x XS nA SR EE Gd. 
4. 证 明 ; H1 (24D uz 3L "RE E S UR E Ad. 
5. WER: 对 所 有 的 m. m, m JE IRI Trou JEU ADAmPE SE GxXR. WES] 
第 个 病 题 可 由 第 二 个 命题 推出 . 
6. MEDI: (mtl, m) AEREA. 
7. WEBBARÉUE. 
8. WRR JH. 
8. 3E 1-8 中 用 到 Z^ Npstokbr: 象 册 定理 5 得 出 定理 YONgy, 叙述 
一 个 与 定理 14 和 定理 15-5 XE Ru E. 
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10. HEI; PRR m, x) "ETE" PEE TRE AS [EF OHD aX n fü o BEBO iy 
E, EB 14 都 不 成 立 . 
11， 详 继 证 明定 更 13. 
*12， 证 明 : 定理 13 的 公设 (im, TUB AIA ET 中 每 个 m mHE” 
Xe (ved, Gg mb EREA Peano Aik dii., 如 定 奸 16 所 述 .) 
13. Æ Z^ deu X manr giki iHi x€X 在 可 十 上 = 天 证 时: 
(a) BH mend earn ED mr. 
(D 不 存在 和 使 mem Wi. 
(c) 下 men ntur Bar, mocrnte. 
(d) Hj mer Er 3E Hour BUS E v, mr. 
*14, WEB]. 习题 13 的 结论 (e) 和 (d) 可 以 用 来 代替 有 a A E P mri 
fi (200 和 (21)， 
15. WES: 由 Z* 得 到 于 所 用 的 方 站 并 不 能 产生 五 的 新 扩张 .你 能 推 
广 这 个 结果 吗 ? 


*$2.6 皮 亚 诺 公 设 
在 正 整 数 集合 P=Z b, 如 果 把 加 法 和 飞 法 当 作 未 定 浆 的 运 
算 , 我 们 可 以 用 后 继 国 数 


S(n)—n-cl (25) 
来 定义 它们 , 
EHI FAAA PgegL d Gh GAS Rp TAIHA: 
(i) 1C; 


Gi) # nCP, M SODCP; 

{iii》 症 刁 中 没有 一 个 名 使 人 (0) 二 13 

(v) a PP men, d S(n) 2 S(m) 9 i m= 

(v) P&—"-ÉE3X 85,4 1, JR BohcC GR onc, LED 
S (n), S8 Zik A RT P, 

证 明 这 些 性 质 直 接 从 定理 13 得 到 ， 特 别 注意 ，() 是 数学 
归纳 法 原理 . urs 
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性 质 作 一 (v) 称 为 正 整数 集 仓 的 皮 亚 诺 公 设 . 正如 下 面 将 要 
指出 的 那样 ， 它 们 是 以 证 明正 整数 集 的 所 有 性 质 ， 我 们 现在 用 它 
们 证 明 , 原来 的 整数 公设 可 确定 整数 集合 (精确 到 辐 构 ). 

定理 二 让 任意 有 序 整 环 品 中， 存在 唯一 的 子 集 忆 满足 X 
于 单位 元 素 l def dh dE S (a) —a--l 的 皮 亚 诺 公 设 , 

+ 将 观 地 ， 显 然 由 2 二 1 十 1 和 ,38 二 1 十 1 十 1 ，… 定 义 的 序 
ji 1', 2, e RERE ATE, 不过， 我 们 希望 一 个 以 有 庄 整 
环 公设 为 依据 的 正式 的 证 明 ， 

WES) 品 的 所 有 正 元 素 的 集合 Dt WAGE V. FEWE G) 
MGD. RES D ED 的 所 有 子 集 了 组 成 的 类 ， 而 TT 具有 P 了 中 
pf Gf GD, dE IE Sc P! 是 所 有 这 些 集合 T 了 的 交集 , 妈 aep! 当 
HRH a RTE- TRENERA T, 

由 定义 , 对 于 P', G)RIGD Er, HAP 只 包含 正 元 素 , 所 以 
GD Rr; AHA atl =b] 意味 着 a=5, 所 以 (iY) 成 立 ， 为 证 明 
(0, 4 A Kk P' 的 子 集 , 它 包 含 1, 并 上 当 它 包 含 a 时 也 包含 (ta). 
那么 4 是 净 面 用 到 的 集合 全 中 的 一 个 , 于 是 已 包含 在 4 中， 因此 
P'—A, X P', 3k LUEBIT GO. [nM C) 表明 PI 是 唯一 可 能 的 这 
EBEA, HAP 满足 (和 (ii 

定理 18 定理 17 的 子 集 P' 对 于 加 法 ， 来 法 和 序 而 言 ， 它 同 
构 于 正 整 数 集合 PP. 

Æ dEGE XXUbb. LER lel, 2 62", … 产生 所 要 求 的 同 构 . 因为 
Ir PIETS, BEBO NERRB UT. 

证 明 首先 , 令 QGO df Rd: P rx XE Ln RIP 中 
元 素 $Cw) 之 间 存 在 唯 一 的 对 应 end C, 在 这 对 应 下 : 

PDST, 6,0808)) =: SH CHE E 1 rmn. (28) 
显然 @(1) 成 立 ， bp QO)Br. 因此 有 一 个 és dEETREEA E TER 

Bn) palah 0 Tas RT dua 1) SH (pCn)), 
^ 66 。 


构造 叭 一 的 du a. 因此 出 Q GO REH QI - 1) 成立， 由 归纳 法 
这 就 还 明了 ODR, 

再 有 , 如 果 Sesam, He 用 归纳 法 , 我 们 可 以 证 明 due) 
= és), 因此 当 an 了 时, d. GO REIR IGBCT v Bg. 令 go 表示 已 
的 元 素 , 这 就 给 出 卫 到 P' Bp xod, t Bon jk: 

é(1)—1', à (8(2)) 28'($(2)). (27) 
P 的 每 个 元 素 是 吓 的 某 个 元 素 z 的 对 应 元 素 GG. 因为 元 素 
$GORIA CHR 1, 并 且 包 含 任何 #58(2) 也 一 定 包含 ${w) 的 后 继 ， 
因此 根据 户 的 性 质 (Y), 这 个 集合 就 是 整个 P, 
ERDERA PRP H, 我 们 有 
n-c-1-S(n), ntem) 一 六 人 十 ia) (28) 
n:]-—nm, nS (m) —n-m-4mn. (29) 
从 这 些 方 程 和 (27) 式 , 8m RU AE, 我 们 可 以 容易 地 证 明 
$ (rm) — d) t $(mn) 
和 ó (n* m) -- d n) -d Cm). 
换 句 话说 , 6 关于 加 靶 和 乘法 是 一 个 同 构 . 

Hic, d REKA 即 由 mn 可 推出 # On)-—4 (00. SEE L, 

HEX, men 意味 着 % 一 m 是 正 的 , 即 

m-n HHRH n—mcak 对 P 中 于 个 到 (30) 
H je h man f$ Hin mock, W $GO— (m) ték), 因为 
$ G) f£ D PEEHI, 所 以 这 就 证 上 明了 08) 4 Q0, 正如 所 要 求 的 
那样 . 

最 后 , 6 是 了 到 P 的 双 射 ， 因 为 我 们 已 经 知道 ，$(x) 的 集合 
包含 整个 P, 所 以 只 须 证 明 , 由 ese 可 推出 d (0) X dn), 但 是 ， 
nj-m 的 意思 是 ,比如 说 是 man, 于 是 d (m) «4 G0, 因此 | 

pm x ó(m). 
为 概括 我 们 的 结论 ， 我 们 定义 两 个 有 序 整 环 之 间 的 序 - 同 物 ，- 
"O67 o 


即 保留 次 序 的 同 构 ， 鉴 十 定理 15, 我 们 从 定理 18 得 出 下 列 推论 ; 

推论 1 住 意 有 序 整 环 包 全 一 个 与 忌 序 - 同 构 的 子 整 环 ， 

这 个 结果 同 定理 6 和 定理 7 结合 起 来 , 我 们 有 

推论 中 任意 有 诺 域 包 含 一 个 与 有 理 数 域 人 Q 序 - 同 构 的 子 十 ， 

这 个 结果 给 出 作为 最 小 有 序 域 的 有 理 数 域 的 一 个 抽象 特征 . 

最 后 , 在 DD 中 全 体 正 元 素 集合 是 良 序 的 情况 下 , 可 以 容易 地 证 
明 , 定理 17 的 集合 P 是 四 也 的 所 有 正 元 素 组 成 ， 这 就 这 明了 : 

推论 3 在 序 - 同 构 意 义 下 ， 只 存在 一 个 有 序 整 环 Z， 它 的 正 
元 素 构 成 良 序 集 合 . 

这 就 证 明了 , ERRET, 整数 公设 唯一 地 确定 整数 集合 . 

可 以 不 从 良 序 整 环 公 刘 开始 论述 整数 集合 ， 而 是 从 皮 亚 诺 公 
设 开 始 ， 其 要 点 是 注意 到 可 用 递归 方程 (28) 和 (29) 定 义 完 备 的 加 
ERMER. WER 15 的 证 明 中 几 笠 一 样 ,我 们 可 以 正式 地 证 
明 存 在 唯一 的 满足 (28) 的 二 元 运算 一 一 加 法 , 类似 地 , 存在 唯一 的 
MECOK MAEA 13 中 列举 的 各 种 性 质 可 用 归纳 法 证 
明 ， 然 后 , 从 皮 亚 诺 公设 出 发 ,，$ 2.5 中 给 出 的 数 偶 构造 产生 全 体 
整数 . 


习 题 
在 下 列 习题 中 , 只 假定 度 亚 诺 公 设 , 并 由 C23) 8 (29) 38 XE Ani RISE IE 
tit。 用 归纳 法 证 明 ntin 
利用 习题 1 证 盟 , Auk ism S e i. 
证 明 ; 加 法 洲 吓 结合 律 . 
- WW); SEPAN GE. 
. WS meAEMEXEGL. 
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第 三 章 多 项 式 


83.1 多 项 式 形式 


RD AEREN, ie 是 较 大 的 整 环 吾 的 任意 元 素 ,了 作为 
HT ERG S TEE P, TEE D, RHEE c ADARRERA sE 


身 的 和 , 25 5GBL 
反复 进行 这 些 运算 , 明显 得 到 下 面 形式 的 一 切 表达 式 
Goa me +H aT” (ao i, a.C Ds 0, 350, H n0), (1) 


这 里 r(e JERR x 309 n ARRIUS amem HE, 
只 用 整 环 公设 ， 我 们 可 对 形 为 (1) 的 任意 两 个 表达 式 进 行 加 , 减 与 
R 得 到 第 三 个 这 样 的 表达 式 ， 例 如 ， 如 果 石 是 整数 环 ， Wf ig — 
般 分 配 律 . 交换 律 和 结合 律 , 有 
Fie) - (0c 1-x - (—2)23) (22-3) 
—0-2- F0-83-x t 1:z-2- ler 3s 
—(—2)2 2+ (—2)z -3er 
—O-F0*z-F- 2x — 3a? + (— 4) m? -- (— 6) a5 
一 0-H (0c 2)z-- (34- (—4))a* H (—6) 38 
一 日 十 2 十 《一直 22 十 【一 67z3， 
这 个 论证 可 以 一 般 化 ， 事 实 上 , 设 
Ple) — ag auz-F E aue 
和 gle)=bi tbir e -Hbg 
是 形 为 {1) 的 任意 两 个 表达 式 ， 如 果 mmn, 那么 我 们 有 
PIL) Far) = (Gtozkbo) +e t (a, 2-5.) 2" 4 a, ua 
Torr 0.8. (2) 
* 69 . 


AUR mm, 可 得 出 类 似 的 公式 ， 再 有 , 根据 分 配 律 ， 
p= S19 a b jei, 


记 0 ju0 
然后 把 指数 相同 的 项 党 中 在 起 , 并 将 系数 相 加 , 我 们 有 
pirja la) = abot (ab, Fad) xd n Fas bua t", (3) 
在 这 个 公式 中 , et 的 系数 显然 是 和 
Tab. 


这 里 是 对 满足 Si Sm du Osck— i scn BRUBUB OK, 见 图 1. 


图 1 

于 是 我 们 就 证 明了 下面 的 结果 : 

定理 1 BRAA- TEHE, GAAT at ETD E e 
Fn, 并 有 元 素 光 不 在 刀 中 ， 那 妈 关 于 这 个 元 素 几 的 多 项 式 (1) 
根据 公式 (2) 和 (3) 相 加 、 相 减 和 相 来 , dh i E RARE, 

为 了 证 明 这 样 的 束 环 妨 总 大 存在 的 , 需要 建立 下 面 的 定义 . 

定 整 环 五 上 关于 名 的 多 项 式 是 指 形 为 fl) HRR, 4€ 
数 兄 称 为 多 项 或 (D Sk GA, 两 个 多 项 式 相等 是 指 它们 具有 相同 
ej ok Hk, 而且 对 应 的 系数 都 相等 ， 

辕 为 英 于 符号 没有 给 记 什 么 假定 , 所 以 表达 式 (1) 也 常 称 为 
ZARBA 《这 里 把 它 问 多 项 式 函 数 加 以 区 别 ， W, 33.25, Pr x 
本 身 称 为 未 定 元 。 
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定理 2 和 如果 加 法 和 来 法 分 别 由 公式 (2) 和 (3) Ex, Hund 
环 思 上 甘于 光 的 会 体 不 同 的 多 项 式 形式 构成 一 个 包含 号 在 内 的 新 
m DLw], 

证 明 由 公式 (3) 推 出 没有 有 零 因子 ( 莱 法 消去 律 )， 这 是 因为 ， 
两 个 非 备 多 项 式 形式 乘积 的 首 项 系数 aub. 是 它 相 应 因子 的 非 零 
首 项 系数 on 和 加 的 莱 积 ( 非 零 的 )，0 30 1 的 性 质 及 加 法 8 7038 
的 存在 性 不 难 从 公式 C2) 和 (3) 得 出 . 

为 了 证 明 变 换 律 、 络 合 律 和 分 陀 律 ， 引 进 “ 哑 ? 零 系 获 是 方便 
的 , 这 使 (27 和 (13) 变 成 简单 形式 


Baer Cat s Ss aas e) 
(EE) s( = ba?) (3) 
U 十 证 一 后 * 


这 里 除了 有 限 多 个 系数 外 全 都 是 零 ， 那 么 任何 一 个 定律 ， 比 如 分 
配 律 ， 只 要 把 定律 的 两 过 按照 法 则 (2 和 (3? 乘 起 来 就 可 以 验证 ， 
这 因为 ， 

(pepe een 

=| A466. 
(Es axe) nue aee) 

-X(2l*5)( zx) 
并 证 明 这 两 个 等 式 右 边 的 x MENE c WRES, ARIRSERD 
的 分 配 律 ， 两 个 表达 趟 中 必 的 形 次 宕 的 系数 是 相同 的 ， 类 亿 的 论 
证 可 证 其 余 定律 , 从 而 完成 定理 2 的 其 他 证 明 . 

现在 回忆 一 下 § 2.2 的 定理 ?7， 我 们 会 看 到 ,如果 我 们 定义 也 
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上 关于 未 定 元 的 有 理 形 式 为 带 有 非 零 分 母 多 项 式 形式 的 形式 商 
Bx) pg d- (E HF re caua 
qr) bitbit ba 
(a, b dE D Ri a, 70, 4 m0; b, 0), 
并 由 52. 2 的 定义 (5), (6) 和 (7) 来 分 别 定义 有 理 形式 的 相等 ,加 法 
和 乘法 , 这 样 我 们 便 可 得 到 一 个 域 . 
推论 ”任意 束 环 五 上 关于 未 定 元 区 的 有 理 形 式 构 成 一 个 域 ， 
ik IS GO TE Dee). 


ES] 题 
1. FAR AEREI): 
xi—bzr(3z-d7)!, 
lat 51 — 4) (xt — 22-3), 


(se Tue 1) 


2 类 个 习题 ], He E Grr — 1) Cz — 4-9), 其 中 系数 是 mod? di 
m i 
3. c F5zr—4 是 (1) 的 形式 吗 ? 杷 它 化 成 形 汇 (1)， 把 
(Lor x-E2x*H-3a3) — (O0 H- x E xi 十 3a) 
化 成 形式 (1), dE BAE T 3p RT ALAS 
4. (2) L4 8-8 e Sa 是 人 有 有理数 域 上 的 多 项 式 形式 加 1? 


(b) 在 系数 属于 Z 的 多 项 式 形式 整 环 上 ， 为 什么 tx RET za 
5. phe 5l Bj: 
(0) H^ xS EA GEH Doe SECTOR IR PR e fn 
(b) BH E GNE ZAHR cC m cO D AC, 
6. WEH: 在 DI xd bunkibédtinseibió4e mcr. 
7. pO Setare taa A JEXEREC GEGLOM p'üm-—ad2ac 
Tee tng 证明: 存 尾 意 整 环 上 : 
(a9 (ep)'—ep'Ce AE BO, 
(b) (p+ =r tg, 
-72.a 


(c) (Pp = pa' c p'a, 
(d) (p'—ap""p'. 

*8. ME pn g(O 分 别 是 甘于 未 走 元 #¥ 和 x 的 名 项 这 形式 ， 证明; 把 
JEDRA pO, PESTRA PC49(7))， 根 据 习 是 ?中 定义 的 形式 导 
fr. 证 明 : En(gteD 2 — p (atn a Ca). 

*9， 对 于 给 定 的 整 环 五 指出 ， 怎 样 构造 由 关于 符号 主 的 生体“ 形式 "的 无 
33 RE ade ait Tras CER aide D RO EH S E. DAT). 

*10. (a) VEDI) — TEES, EA: 如 果 规 定 多 项 式 撒 式 Peo Ab 
指 roba ti ERS a 是 正 的 (在 五 中 )， 那 么 多项式 形式 (17 构成 有 
FEH D[z], 

(b) HEBg;: 如果 我 们 规定 pO REER) Pert MA 
D sz HEC SESS, . 

+L ÆJ 010(b) p, $ D=, EW: 1 是 Zi Ph" mM. A 

5k Zi x]3E TAE PR HE DCUUI, 


$3.2 多 项 式 函 数 
如 前 所 述 , 设 厂 为 任意 整 环 , 又 设 
fi) asd ei 二 二 mi 

是 号 上 关于 ww 的 任意 多 项 式 形式 .如果 未 定 元 x 用 一 个 元 来 cED 
代替 ，f(z) 就 不 再 是 一 个 虚 的 表达 式 ， 它 可 以 看 作 刁 中 一 个 确定 
元 素 

tyt het e -Fant 
HARR WE e 被 看 作 在 微 积 分 学 的 意义 下 的 一 个 独立 变量 , 而 
不 是 看 作 九 外面 的 抽象 符号 , 那么 蕉 轨 就 成 为 普通 的 函数 :“ 如 果 
z pni c), IA fo 就 被 确定 了 ( 值 为 fe”, RAHE "fh 
象 化 , —dA HoE X d RE TED Eis" E" f 是 一 个 规则 ; 它 给 DD 上 每 
TEE x Mp — Ar "B" Sæ XXE Dip, RETE CPTOÓX 
样 的 函数 相等 ( 记 作 了 一 及 当 且 仅 当 对 所 有 的 四 fO — gG0- 两 个 
BAR t k=f tg, E£q—f—g Ks p—fg 分别 通过 对 所 有 的 
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计算 R= fCr) - go), a(2) - f (3) — (0) p) — f(a)g e) 
A89. FR ARER b Is s TAERU e AREAS 3, 
它 满足 对 所 有 x, Ja. 

EX $ m AGEGOECTAEBEAO)S d. 

因为 推导 公式 (2) 和 (3) 时 所 用 的 法 则 在 任何 整 环 中 都 是 成 立 
的 ， 所 以 不 管 未 定 元 x Uf Zi Oo GE Dio), 公式 (2) 和 (3) 都 成 
立 ， 也 就 是 说 , 它们 是 恒等式 , 因此 多 项 式 函 数 的 和 与 积 也 可 以 遂 
过 公式 (2) 和 (3) 来 计算 ， 正 如 83.3 将 要 说 明 的 那样 , 按 51.1 的 
EL D 上 人 金 体 多 项 式 函 数 构 成 一 个 交换 环 . 

根据 定义 ,每 个 形式 (1) 都 确定 一 个 叭 一 的 多 项 式 函 数 ， 每 个 
多 项 式 函 数 至 少 由 一 个 这 样 的 形式 来 确定 ， 因 此 无 疑 存在 一 个 保 
持 和 与 积 的 映射 ， 它 把 任 窒 给 定 整 厂 DD 上 的 全 体 多 项 式 形式 的 集 
合 映射 到 全 体 多 项 式 函 数 的 集合 ，( 这 样 的 对 应 儿 为 鼎 上 同 坊 或 
满 同志 , 见 § 3, 3. ) 

如 果 可 以 确定 映射 是 一 一 的 ， 我 们 就 知道 它 是 一 个 同 构 、， 因 
此 , 从 抽象 代数 的 观点 来 看 , 我 们 可 以 忽略 多 项 式 形式 与 多 项 趟 函 
数 之 闻 的 差别 ， 可 博 情 况 并 非 如 此 ， 事 实 上 ， 在 模 3 整 数 域 Z， 
E, f(e) -a3—a f gx) — 0 3B I Fi] P TÉ Rz E T IR] — 1 RS 
数 一 一 这 个 函数 恒 等 于 零 ， 根 据 费 马 定理 ($1.93: 88 15), (EZ, 
E, se 与 0 是 相同 的 ， 因 此 , 在 任意 Z 上 ， 多 项 式 前 数 相等 实 
际 上 不 同 于 多 项 式 形式 相等 . 

我 们 现在 将 指出 , 在 上 述 例子 中 , 由 于 系数 所 在 的 整 环 是 有 限 
的 , 发 生 这 一 事实 并 不 奇怪 ， 在 有 理 数 域 上 , 我 们 并 不 能 构造 出- 一 
个 这 样 的 例子 . 我 们 在 说 明 此 事 之 前 先 回 亿 一 些 基 本 定义 . 所 请 非 
零 形式 (1 的 次 数 , 我 们 指 的 是 它 的 最 大 指数 , 即 n. Bk DoD" 

D KME Mtk “> 为 林 知 量 * 解 方程 的 根据 是 ， 在 x 上 六 序 许 的 每 个 运算 ， 
对 于 每 个 可 能 的 * 值 都 必须 足 正 确 的 ， 

7 村 。 


RICHER, a 称 为 它 的 首 项 系数 ， 如 果 a 一 1， 多 项 式 则 称 为 
首 一 多 项 式 . 

定理 3 整 环 思 上 的 一 个 多 项 式 形 式 ?(zx) 可 被 必 一 a € Gn 
ER% r(m)—0. 

XX HB. "r Ge) RD a 整除 ”这 句 话 的 意思 是 r(0) — aa)» 
sle) 其 中 SC8) 是 至 上 的 灌 一 个 多 项 式 形式 . 

HEBA ME r(2)— es eund ebeux" (0.250). X BEA a, 由 中 
学 代数 公式 , 我 们 有 


到 RU n 
eat — S ero" =D el —a*) 
E60 #0 PeT 


= SaL (zx— a) lxt lp x*71g e --a*71)3. 


t=0 
ENE r(2) —r(2) = (x—ajale), XE s) E n—1 REMEE, 
反之 ， ua T(z)— (x—a) s(c)rh H a EE 2, WME r (a) —0. 


(r(a) BU ZE pu EHE r(u) —O0 的 根 ， 即 元 素 a€D 使 得 (0) 
=0.} 

证 明 如 果 atte, WARRE A ra) = aa) 
sie), 其 中 s) xt n—1. HOARE, s(z) 28d nl 个 零 
点 , 可 是 根据 $1. 2 定理 1 r(w) =0 HL (34 =a k s(m) 0, 因 
此 rtw) —0 至 多 有 nn 个 零点 . 

ERI 如 果 整 环 姜 是 无 限 的 ， 那 么 五 上 定义 同 一 个 函数 的 
丙 个 多 项 去 形式 具有 相等 的 系数 . 

WEB] 象 (1 那样 , 设 2(4) 和 g(s) 是 两 个 给 定 的 关于 未 定 元 x 
的 多 项 式 形 式 、 如 果 它 们 确定 同一 全国 数 ， 那 么 对 王石 中 选取 的 
每 个 元 素 a 都 有 pa — a (0); 然而 我 们 所 希望 的 结论 则 是 p(w) 和 
qCa cdd s, IER REGAR, WRI 7 (2) - pr) — qo) 

^25 


来 表示 , X BEER HD m — 9) a, rla) — citent e," —0 可 
推出 co— 601—709 6,0. iX EY ST E 3 ELI. Dl 2o dm HE A 
数 ci PEAR, 那么 , ED m AE n T x 使 多 项 式 roO AE, A 
为 五 是 无 限 的 , 欠 以 还 简 下 一 些 r Et rA, 这 与 r(x) 在 DE 
AEGUP I. l 

TE, 如果 五 是 无 限 的 , 则 多 项 式 国 数 和 多 项 式 形式 这 两 个 概 
念 是 等 价 的 { 用 代数 学 的 术 详 就 是 , d THER CHR IHE RUP 
XD. 

另 一 方 商 ， 如 果 刀 是 包含 元 素 au aa ,en HARRI, NE 
理 4 一 定 不成立 、 例 如, 在 这 种 情况 下 , % 次 普 一 多 珊 式 形式 (x 一 
m) (x—a5) (x04) 同形 式 0 确定 了 同一 个 钞 数 . 

并 为 同 构 于 整 环 的 任意 系统 本 身 也 是 一 个 整 环 ， 所 以 定理 4 
草 含 着 下 面 的 推论: 

推论 ”任意 无 限 执 环 上 全 体 多 项 式 画 数 构 成 一 个 整 环 。 

ABE D 3g 35 ER SR, 则 不 同 的 及 埋 形 式 销 定 不 同 的 有 理 函 数 , 所 
以 加 上 全 体 有 理 图 数 构成 一 个 域 ，{ 留 客 , 一 个 有 理 国 数 不 是 在 一 
切 点 上 都 有 定义 ， 只 是 在 那些 使 分 奈 不 为 零 的 点 上 才 有 定义 ， 因 
此 ,如果 了 是 一 个 域 , 那么 除 有 限 个 点 外 的 全 部 点 上 它 是 有 定 
X Bg. 

我 们 常常 希望 找 出 一 个 次 数 最 小 的 多 项 式 pO, WEEER F 
rh fgg n 4-1 个 已 知 点 ao; ts 08 EARR F hie PEY Yot, 
Yas Hi 


pa) —y,(i-D, 1, t, n; G, za, H ij. (4) 
这 称 为 多 项 式 插值 问题 . 
汐 了 解决 这 个 问题 , E TA 
qi) = [Ca 
jzi 


a 76 + 


= (xay) (E Ain) (z—0:41) 77 Gn) 
显然 当 3-5i.0,(a;) —0, ffi 
C, =q; (a;) = J| a: —22 #0, 
四 此 C GE. HATERA ARE n KET sd EI 
a Hi II (z—a;) 
一 Qr! i -一 一 一 5 
pgQ)— È yiqi (æ) = 2 Te (5) 
i*i 
. 满足 方程 (4)， 公 式 (5) 称 为 拉 格 朗 日 (Lagrange) 质 值 aX. 
HEHA, ESAT nRT n BO S XE ALSO S RE 
方程 (43: BLISS A SEE B EBEN AE ntl 个 零点 ,于 是 它 必 为 
零 多 项 式 形式 .这 就 证 明了 下 面 的 结果 : 
定理 5 4AR—^44B BAG —A nd AAT nik 5 SA 
JP AÀ,4ncl-4 ces bid, 
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1L. EEH Z. 上 找 出 另 -- 个 多 项 式 形式 同 xt— x1 确定 同一 个 函数 . 

z， WEH: 一 1 fg Zu. 上 有 四 个 零点 ， 为 什么 这 与 定型 3 的 推论 不 开 
fü: 

3. MEW: Aui 本 = 本 一 站 gs 一 后 十 页 14-1480, Hz ODE n= RGI 
REET Hp pio £58 (8 23 S 

b) m dd Gs ro( 8,2) y Gscmneso (y 

给 出 . 

4. 用 以 下 方法 求 满足 J —0, FO 1, f(22-2 0, f(80 5 1 的 二 次 多 项 
A fæ =atbrter tdr’. JE a, b, c d 当 作 四 个 方程 的 未 知 数 ， 其 中 最 后 
一 个 方程 是 @ 十 中 十 9c 十 278 一 1 (这 就 是 待定 系数 法 .) 

5. AREAREN: AR G ZO KEETA ATA g 
Ti sE A e. 

"6. VED XE ROB n P SESR Goan as HARES, Emo 表示 固定 

& ZZ o9 


的 多 项 式 形 式 Ga) (au. 
(a) WEE] dm HEBR ENGL fing giz) 确定 同一 个 函数 , 那么 
mr) 形式 f) 一 9 (ww) 的 因子 . 
(b) IEZ, 和 Z RH mie, . - 
(c) 和 证明: dED-—Z,ER T, mi 一 8 一 和 GU: Hj nou 
8.) 
7. EWB: 在 一 个 无 限 城 上 , Vipe d — 1 iR GC Fd or RE XE 8 2.2 
的 意义 下 , 它们 形式 上 是 相等 的 ， 
8. (a) 负 呈 入 "是 同 构 的 连环, IE Del DA, 这 里 DD] 
和 PRIED D' 上 关于 未 定 元 各 有 的 多 顶 式 形式 的 整 环 . 
(b) EFDA D' Grid iiie: 
9. BEERDA B2.2 gtHR D, WERT: Do iE Q Go []F. 


$9.83 sEHLRESIE HS 

EDARRA, KE DOG dos D EW AU SCME BE de 
f. 对 所 有 ED, f(x) gm) ^ gC2)  f(),0- f(r) 9 f(x),1 - f (o) 
—fiü» $4, Ae, nik nehm ceihfk, AA tepa BO 
ft; 加 靶 和 乘法 的 单位 元 素 存 在 ; 并 且 加 法 北 元 素 存 在 ， 概 括 起 
来 ，PKz> 除 乘法 消去 律 外 满足 整 环 的 所 有 公设 ， 当 万 为 有 限 整 环 
时 , 消去 律 不 成 立 , 这 因为 存在 非 零 因 子 的 莱 各 CX 一 a0) ema) … 
(XT 一 0n) 为 零 . 

换血 话 说 , 在 $1.1 的 定义 下 , Kx》 是 一 个 交换 环 ， 为 方便 起 
见 , 我 们 在 此 重 述 这 个 定 艾 . 

定义 ZTA Amiki XD k P GR GRPLGniR OEC OH nj 
DLE. LIEISTPORSETLELEE MER RES 

D 3E Ep dui 9 3 Bod; 

GH 存在 加 法 单位 元 素 { 零 )0, 并 且 存 在 加 法 着 元 素 ; 

Qi) f Ad UGRXxEIO 


D SERER AG GD. JdEdihsrd gk tE itie, 
. 78 c 


B-T, RIELZSUEBIT 81.2 所 列 的 突 则 1~9 对 任意 交 
换 环 都 成 立 ， 另 外 ， 8 1, 10 的 定理 19 构造 了 一 类 有 趣 的 有 限 交 
换 环 Zw 

任意 整 环 DD 上 的 金 体 函 数 构成 的 系统 D*, 为 我 们 提供 了 另 一 
ARRAT, EmA R S 3.2 里 那样 定义 ， 埠 至 十 
定义 在 无 限 整 环 五 上 的 全 侍 函 数 集合 D* 中 也 存在 零 因子 ， 例 如 
WRD DERRATE, RE f) — lelte go) — || — 
那么 fg 二 局 ka) — [u|*—2?—0, SI— E) v pr, (BAS f 50,95 
0.。 另 一 方面 ，D* RAREN pI Rett. TEASE: 
E EAD MAG [58 e, 根据 如 的 定律 恒 可 得 到 D 的 
相应 定律 的 证 是， 例如 ， f(s)--g(a0 — 9 Cr) -- fGe)*F— 80 az, 这 就 
意味 着 了 证 9 一 9 十 六 再 有 ， 如 果 我 们 定义 e 为 一 个 常数 函数 ， 即 
etw) — 1 对 一 切 2, 352 eC f(x) —1* f Ca — fGn)o34 — EJ c 1 f. [8 
WE ef —f.o]—Ul f. TE e 是 D* 的 莱 法 单位 元 素 ，( 想 一 想 莱 法 
消去 律 为 什么 不 能 按 这 种 方法 证 明 . ) 因 为 上 面 没 有 一 处 用 到 先 法 
消去 律 , 所 以 我 们 可 以 断言 : 

引 理 1 任意 交换 环 4 上 的 全 体 十 数 构成 一 个 交 搁 环 . 

现在 让 我 们 定 疼 交换 环 44 的 子 环 ( 类 羽 于 子 整 环 ) 为 4 的 这 样 
HTE: 如 果 它 包含 任意 两 个 元 泰和 g, MERS ftg A fg. 并 
且 还 包含 着 和 4 的 单位 元 素 . 

由 定理 1, 任意 整 环 到 上 多 项 式 函 数 集 台 DG, G) EXE D E 
所 有 国 数 环 D* 的 子 环 , (让 它 包含 所 有 常数 函数 和 恒 等 畏 数 ，(ii) 
它 包 含 在 任何 其 他 满足 (i) 的 D* 的 子 环 之 中 , 按 这 种 意义 DO» 
rai cen etm pr E EA C AE EB D* 的 子 环 ， 这 给 出 多 项 式 国 数 概 
念 的 一 个 简单 的 代数 特征 . 

下 面 将 同 鬼 的 概念 一 般 化 , 可 以 更 深刻 地 认识 次 换 环 . 

定 凡 ”一 个 函数 慑 ;qhreg， 它 把 交换 环 召 映射 到 交换 环 R, 

2€. 79 = 


$ o5 RE XHBg5tS ETICA a bcR 有 
(a+b) à — ad bó, (6) 
(ab) $= Cag) (bó), (7) 
并 且 把 召 的 单位 元 素 映 射 到 再 ' 的 单位 元 素 . 

这 些 条 件 表 明 ， 同 态 保 持 加 靶 和 乘 诸 ， 它 们 是 按照 81. 11 和 
81.12 中 简 语 的 记号 写 出 来 ， 其 中 a8 表示 用 下 变换 MER 
NIS (2) ERE oag， 则 (6 和 (7) 分 别 变 成 d (a--5) — $ (2) -- $ (5) 
和 $ (ab) 一 用 (ad 人 7， 显然 ,一 个 同 构 恰 是 一 个 双 射 的 同 态 . 

我 们 容易 验证 ， 从 % 到 包含 的 剩余 类 (对 任意 固定 机 m 的 
国 数 是 一 个 同 态 Zu, CEER ZR Sl. 10 定理 19 的 环 
Za RATER- -个 容易 的 结果 . 

BIE? 设 儿 是 从 交换 环 召 到 交换 环 关 的 同 态 ， 那 么 0 看 是 
R 的 堆 元 素 , 并 且 对 前 有 a,B5ER X (a—b) $ —aó—b4. 

， 证 明 由 (合式 , 04—(0-0)$—04--09, AENT 04 是 
R 中 的 零 元素 ， 类 似 地 , 如 果 x—o—b TER h, SEA b--z—a, 并 
H.aó — (br 2) 6 -bó- cx, 于 是 x$ 二 a$ 一 5b4 dk R' 中 ， 

定理 6 ALD4EdEMERRD Eis SARERA Da] D E £x 
A BRE IK%》 的 对 应 pia) ef()X — ^ s. 

证 明 HD ERTE T, 在 五 中 元 素 p(x) 和 (sw) 的 加 法 和 
莱 革 必须 但 循 恒等式 (2) 和 (3)， 因 为 在 $3.1 中 这 些 恒 等 式 的 推 
导 只 用 到 整 环 公设 . 

定理 4 的 结果 指出 , 如 果品 是 无 限 的 , 那么 定理 6 的 同 态 就 是 
一 个 同 构 . 


习 题 
1. (a) 证 明 : Æ Z, 上 只 存在 四 个 不 同 药 函 数 ， 并 写 出 这 个 函数 环 
fm uk 3e REB. 
* B0 =- 


tb】 qx 26 i p A A — TR E e TS ER C 
(c) 3Xk^ pA Bep ES E edi Bh de] EIE 
2. EHE n ES Z. Edid as ER S: 
3. FREE CREARE DEO XR FO HR R, 
(a) ERD tlm fu -0 n Boda ER F 
(b) AIRD ERE fD =FR TAR f- 
(c) RID HRUE f 05TH T. 
(d Q (Q ATRD E —Tef E7 G3— 9I a I BETTER 
f. 
© Q Eifig fo-1) = 了 (2) A UJ 2) lf A ig 3e f Ga fS ER 
是 周期 的 ) . 
4. EI 3 的 那些 例子 之 外 , 再 和 构造 两 个 国 数 变 换 环 ， 
5. VE D* 如 课文 里 所 定 欧 前， 证明: D* 中 前 加 涉 与 清关 的 结合 律 成 
x. 
6. (a3) EDAD REAR, EH: DC D <e db E [E Ful. 
( 法 于 DD* 各 DD* 有 什么 结论 ? 
7， 证 明 ， 我 们 水 能 把 Z RASTREAR Za A — T XE, 
2 WEN: 部 果 同 态 jisiA Hs Eh LMARGA RU HB RÜ dX nx 
XL d MS IRI 的 单位 元 素 . 
9， 证 明 : 如 果 p RORE 是 环 的 任意 同 态 ， 那 么 吾 中 那些 里 成 吾 的 等 
元 率 的 元 素 构 或 的 集合 下 是 及 的 一 个 子 环 . 


"839.4 TSAR 

$ 3. 17-8 3. 3 的 讨论 只 涉及 到 单 变量 (未 定 元 )x 的 多 项 式 .但 

是 很 多 结果 不 难 推 广 到 多 变 基 (未 定 元 )z1,…, zn 的 情形 ， 
定义 EGRDOEXEORGEGGan, ex. 00$ 3 VEN TE 
xx HE DEZ, Enlt T EE x8) $ORGGEX 8S DD. 
-0 站 是 石上 关于 变量 zi Eni 的 人 多项式 形式 组 成 的 整 环 ( 简 
ox X DU ceu x]m D[z ce. maald[e.D. XR DIA TE* 
Nl RV 9p EHE d ECC o E ICA GC PUn cs x) — 6 de n IRE 
.oRBloc 


函数 fin, em) ma (1, en, RR) 通 过 加 法 、 XX RR ib 
来 的 . 
”例如 , 在 两 个 变革 x, y 的 情况 下 ， 
PH, py) = (3-- c7) + Og (2 —22) y 
是 一 个 这 样 的 形式 一 一 通常 把 它 写成 更 顺 的 形式 
3-ca-2xy!—ajgyt, 

根据 定理 4 Xf n 用 归纳 法 得 

定理 了 如 果品 是 无 限 的 ， 那么 力 上 关于 变量 x1，…, ww, 的 每 
个 多 项 式 语 数 可 按 一 种 且 只 有 一 种 方法 囊 示 为 多项式 形式 ， 不 管 
号 是 无 限 的 还 是 有 限 的 , DE, …; n] — 4 AERE, 

从 定义 明显 看 出 , 变量 下 标的 每 个 属 换 ,引导 出 关于 Dx …， 
wo> 的 一 个 自然 的 自 同和 构 ， 其 中 DOG nn 个 变量 多 项 式 函 
数 的 交换 环 ， 如 果 石 是 无 限 的 , 由 定理 T igy, 上 述 结论 对 多 项 式 
形式 也 是 正确 的 (这 些 定义 对 于 变量 不 是 对 称 的 ), 现在 我 们 证 明 ， 
这 个 结论 对 任意 整 环 忆 都 是 正确 的 . 

定理 8 变量 下 标的 每 个 置换 ， 引 导出 也 [gm ， nj] 上 的 不 
同 8 re 45, 

WEB] ”考虑 两 个 未 定 元 T. y HRI, Diy, z] 的 每 个 形式 

p(g, z) - D (Sag i, 
H 3 
可 以 根据 DI[g，z*] 中 的 分 配 律 、 交 换 律 和 结合 律 重新 排列 得 出 一 
个 形 为 
Py, 2) = S (S aiat)! 

MRAR. HUGE GGUAGUMDEGU OPLE E AERE DU EE 
Ple, y] Go z Jay) 中 的 多 项 式 p Gn, g), XX ERE IE IDEE pO, a) 


>P Gs 四 是 一 对 一 的 一 一 每 个 韭 零 元 素 ao 的 有 限 集合 恰好 对 应 
~ B82 = 


Diy, zj hAm Bitat Die y] PAR. HUS. dB 
WRA 255 WICZ) 和 (3) PATAMA ESR E, ii Dg. e] 
和 Dis, 站 这 两 个 是 整 环 ， 所 以 我 们 看 到 这 个 对 应 保持 了 和 与 积 . 
nn 个 未 定 元 的 情况 可 以 用 更 复杂 更 一 般 的 记 导 类 似 地 钼 理 ， 
或 者 内 两 个 变量 的 情况 出 发 用 归纳 法 推 蛙 出 . ， 
于 是 Din, gj 事实 上 上 对称 地 依 炉 于 fo cr zn- 这 就 启发 我 
们 构造 一 种 DPEru …，z 由 的 定义 ,从 这 定义 对 称 性 是 一 目 了 然 的 . 
E n=2 ii PA FER D= Dlr 所 ， 可 以 粗略 地 说 明 如 下 ， 第 
—,D" ÆR r, y 和 了 的 元 素 生 成 的 CD” 的 每 个 元 崇 可 以 由 m y 和 
D 的 元 素 反 复 进行 求 和 与 求 积 运 算 而 得 }y、 第 二 , 生成 元 和 8 是 
DD 上 并 立 未 定 元 (或 省 是 在 DD 上 代数 独立 的 )， 这 就 意 昧 着， 系数 
ti fE D 上 的 有 限 和 之 arse'y 可 以 为 零 当 且 仅 当 所 有 系数 全 为 


T. 这 两 个 性 质 以 对 称 的 方式 〔 风 下面 的 习题 9) 唯一 确定 整 环 
Dix, yl. i 


5 题 
1， 把 下 列 种 式 表 示 或 系数 在 DERT y HENA: 
(a) pie, 的 god (x1 — zy)?, 
(b) gix, p) = (x+y)? - 3gm (22 -T— 15. 
2. V EGER Z. LOT TUE E zw, 的 所 有 可 能 的 后 数 的 数目 . 
3， 和 遂 写 下 列表 达 式 为 关于 4 的 儿 项 式 , 其 系数 是 关于 的 多 项 式 ( 稍 定 
理 8 的 证 明 中 那样 ): 
{333 十 27 二 1) 十 (rt 十 2 g*-- (22— 3) gy pr i — 3a ar. 
4. DARE, IEI: 把 2 (DD) 里 射 旬 了 (一 为 拘 对 应 是 了 DF 的 一 
个 自 同 构 ， 它 也 是 Daop B mx 
5， 对 应 p) piete) Oki c 为 常数 ) 是 DE] 的 自 同 构 码 ? 用 数 的 
例子 加 以 说 明 . 
6. F A. iH: 对 任意 常数 a0, 对 应 pie plar) Æ Fixli— 
- = 83 9 


^4" Éi fs] Fg. 
7. BET ERAS BoBEDEGEÉSAN 列 出 Dic. y1 Ef Bs. 
8 证 明定 理 7: 
(a) X$ n—2, (0) 对 任意 n. 
9. (a) 详细 证 明 : 整 环 D'r, ylk rgu $2 SEHE IPOLRGEGU 
zy dk D LERA. 
(b) i$ D AD’ RWIE, dE(12 9] RR EET bur KEGEGC T. ow 
和 x,” 在 如上 生成 的 , 证 明 ; 在 "了 tup x^, # 映射 到 六, 五 的 每 个 无 
ak S TIE E EE BOSE F.D 和 DD? 同 构 ， 
(c) 对 n 2, 利用 (ai 和 (bb) 两 部 分 给 出 定理 8 一 个 另外 的 延明 ， 


83.5 WHEA 

多 项 式 辊 转 相 除法 (有 了 时 称 为 “多 项 式 长 除 革 ”) 为 下 面 多 项 式 
相 除 提供 了 一 个 标准 形式 : 用 一 个 多 项 式 atz) 去 除 另 一 个 多 项 式 
b (zx) 以 便 得 到 商 式 q OO FUR X, GO). ro 的 次 数 低 于 除 式 akz7 的 
人 次数. 我 们 现在 将 证 明 , ox T BERE ERAS, 虽然 通常 是 在 有 理 系 数 
多 天 式 上 进行 的 ， 但 实际 上 对 于 系数 在 任意 域 上 的 多 项 式 都 是 可 
fris, 

定理 9 32 X PE XL a(z) 0 bla) AF bs dt $ 
AX, 章 双 我 们 可 以 找到 塘 上 的 多 项 式 LX) 和 r(xz), db 

blr) — q(a)aCx) + rir) (8) 

AZ AE vr(z) p 09 GE A42 3p 00 0) RRA T Be) 的 次 数 ， 

ur] — M b(a) 中 减 去 除 式 akz) 与 适当 的 单项 式 ea" lg 
ER, E 消去 被 除 式 Be) 的 最 高 项 . 如果 e( assa 
Fasz" (a, 0), blr) = bs bat bu" (o0), H HL br) y zx 
T n RACE aC) Bgm, WRITE EA CÓ 


b, (r) - b) 2ta" "a la) 
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-0«2* (bs. -2r Is nnt, (8) 


b, Go) B DOGBHICE n RADE. PUSRTTRTEUE Ri xt £8 ELS 
余 式 的 次 数 低 于 宫 为止. l 

AR SABLE M E GAS UE BERE DA AB. ds ae TAE CAM, dmn 
81.5 PMAR. VimdkaQGO UE, TE dub De nem 的 
多 项 式 DETERE b) -0-a(2)d-b(2), 其 商 式 q(2)—0, x 
VC nzem 的 多 项 式 , 由 (9) 式 得 到 


bz) 一 5 (a) tatala), (10) 


XB b Co) B ei kan, BJE 5160) — 0, 由 数学 归纳 法 第 二 原理 我 
们 可 以 假定 , 表达 式 (8) 对 于 一 切 次 数 <n 的 多 项 式 都 成 立 , 于 是 
我 们 有 

b (0) — 41(2)a(2) + (2), (11) 
这 里 ”fo 的 次 数 低 于 m, BRIE r(2) 50. 把 (11) 式 代 人 人 (0) 式 中 ， 
我 们 得 到 所 要 求 的 方程 (8》 


b(x)— |n (2) rb laco Tr). 


特别 是 , 如 果 多 项 式 atw)=x 一 c 是 线性 首 一 的 , 那么 (8) 中 的 
余 式 是 一 个 常数 7 二 B(x) 一 (xz 一 ej glzx), BRE TRA a— 6, 这 个 方 
程 给 出 7=b(e) 一 09(e) =b (e). RERNE 

推论 1 A r-e 去 除 多 项 式 PCw), EERO. AAA 
定理 ) 

当 (8) 中 的 余 式 是 零 时 ， 我 们 就 称 5(x) 可 被 alz) 整 除 ， 更 确 
切 地 说 , 如果 az) 和 Bo 是 整 环 五 上 的 两 个 多 项 式 形式 , 那么 , 在 
DE CRE DIx |o b(s) np i efz) 整 除 当 且 仅 当 存 在 某 个 多 项 式 
形式 qG)€DIUx), (Ef3 b (7) — q(x)aCa). 
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3] m 
1， 证 明 : 在 (名 式 中 对 干 给 定 的 ace) M bn, g) f n Gr) EE Pro. 
2. WE br) —25—32--3z-—5,a(r) —a*--7. 计算 gD 和 +r). 
8. Wat Ze 9029 2—2, 2-2, 9 -z— 1, bGD I] 22 8L 2 — 6, ERE G2 
和 rm. 
4. (a) 对 城 Z, 151 2. 
Cb) 对 域 Zs 做 习题 3. 
5. fehbF bibo ait asas … au 令 ala) = [[ s-a. EM: 
j-0 
PoLGX A FG) aGOBR BUB IG AI X ra), WE foo dei ie x Ead 
TE H ffl. 
6. dE Za Zs Z 中 任何 一 个 整 环 上 十 可 十 x 十 1 可 被 r*- 3-02 整除 
Kis 
了 ， 找 出 所 有 可 能 的 环 Zn 在 其 上 亚 一 103 十 12 可 被 a? - 2 EER. 
8. (a) 设 一 个 任 郊 整 环 二 多项式 fO) 有 了 (四 20-2 £00, Hb ab. 
WEB]: fü up EG —a)(z—0 s. 
Qo 推广 这 仿 结 果 ， 
9， 在 应 用 数学 归纳 法 第 二 原理 证 明 罗 转 相 除法 时 ， 忆 GD (OL $ 1.529 
HHE LEA 


$3.6 单位 与 相 性 


我 们 可 以 得 到 关于 多 项 式 的 完全 类 似 于 算术 基本 定理 的 定理 
《或 称 为 唯一 因子 分 解 定理 )， 在 这 个 业 比 中 , “不 可 约 多 项 式 " 扮 
演 素 数 的 角色 , 它 的 定义 如 下 . 

定义 一 个 多 项 式 形式 如 果 它 可 以 分 解 出 系数 在 下 上 次 数 较 
SRRA T, 则 称 它 为 下 上 可 约 多 项 式 ; 否则 称 它 为 下 上 不 可 
约 多 项 未 . 

例如 ， 多 项 式 c4 在 有 理 数 域 上 是 不 EP. AURA, 
2 4 —(Gra) (ed 0), 4 r= —b FA EXRC- 0) 4 4-(7b r0 
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(—5b4 5) 50, 因此 (一 划一 一 4 这 显然 是 不 可 能 的 , 因为 在 这 个 
域 中 一 个 数 的 平方 不 可 能 是 负 的 ， 办 为 在 任意 有 序 域 中 ， 同 样 的 
论证 也 成 立 ， 所 以 我 们 得 出 结论 ; 在 实数 域 或 其 他 任意 有 序 域 上 ， 
$4 也 是 不 可 约 的 , 

为 了 阐明 不 可 约 多 项 式 和 素数 之 闻 的 类 似 ， 我 们 现在 对 任意 
乏 环 吕 来 定义 某 毕 整除 性 的 概念 , 例如 对 多 项 式 环 QpDa], ERR 
世 , 或 者 别 的 整 环 来 定义 . 

Digo a AE b & ie GRIE blo oie SCIRE, dE D eb dede 
c, fE a-cb. ip bje mE alb. 则 称 两 个 元 素 4 和 口 是 相伴 ， 单 
位 元 素 1 的 相伴 称 为 单位 ， 因 为 对 一 切 q, 有 1ia%， 所 以 是 DD 中 
的 单位 当 且 仅 当 它 在 如 中 有 立法 逆 元 案 w 7. 使 得 1 二 ww RA 
这 个 性 质 的 元 素 也 称 为 可 选 元 素 ， 

如 果 a fn 0 iB fl, a— cb 并 且 6—c'a, [Nit a—ec'a. dil 
去 律 得 1 一 ee ， 于 是 和 e 都 是 单位 . 反 过 来 , RR u RE HL. 则 
a—ub 是 台 移 相伴 ， 因 此 两 个 元 素 是 相伴 当 且 可 当 基 中 短 一 个 可 
以 从 另外 一 个 乘 以 单位 因子 而 得 到 . 

例 1 在 域 中 , 每 个 6 二 0 都 是 单位 . 

例 2 在 逐 数 环 Z 中 ， 单 位 只 有 十 I!， 因 此 任 柯 a 的 相伴 
是 +a. 

PIS ERER e HEAR Deh, RR Fy g(x) 的 次 
Togo PT BOT gsx ZA. MEERE 5 C2) 如 果 有 多 项 式 
3 CHO a(z)5(x) 7 D, 它 必 须 是 零 次 多 项 式 bab 这 样 常数 多 
项 式 8 有 逆 仅 当 存 加 中 有 道 ， 鱼 此 下 2 的 单位 都 是 到 的 单位 ， 

如 果 到 是 域 ， 那 么 多 项 式 环 [xz] 的 单位 怡 是 下 的 非 零 常 数 ， 
因此 两 个 多 项 式 了 (x) 和 9(z) 在 F[xj] 中 相伴 当 且 仅 当 每 一 个 是 另 
外 一 个 的 常数 倍 . 

例 4 E-i abby 2 (a, b 为 整数 ) 构 成 的 整 环 [2] 
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uA ] M31 i — G — b 
th, hiatb 2)(-g4/ 2) —1 得 出 s= LapnÜi—u ap 


一 一 庆 些 都 是 整数 当 且 仅 当 a? —25? = 士 1， 于 是 1 士 2 m3 
2w 2 EZV 2 ] 中 的 单位 , 而 2 十 v2 AE ZUV 2] 中 的 单位 . 
EARI D Moose b 可 被 它 的 一 切 相伴 整除 ， 还 可 被 一 切 单 
位 整除 .这些 相 伴 和 单位 称 为 加 的 “ 假 因子 *. 不 是 单位 也 不 其 有 
真 因子 的 元 素 称 为 五 中 素 元 素 或 称 它 在 冯 中 是 不 可 约 的 . 
例 5 在 任意 域 上 ， 线 性 多 项 式 ax 十 blg 半 只是 不 可 约 的 ， 
这 是 因为 它 的 因子 只 是 常数 (单位) 或 是 它 本 身 的 常数 伴 ( 相 伴 ). 
例 6 考虑 “高 斯 整数 ” 环 ZFw 一 I]， 它 是 由 所 有 形 为 4+ 
bv TIGE a, bEZ) 的 数组 成 . A od ba — 1E 88 ir, 那么 对 某 
个 c+dv —1, 我 们 有 l 
1— (ad b / —1) leti! —1) 
= (ac — bd) + (ad - bey —1. 
因此 ae —5d — 1, ad i - be —0, EE E UE 
1= (ac —bd)?-4- (ad + be)? — (a? - b?) (Cet a. 
A atb, c?-Ed? 都 是 非 负 整数 , 所 以 我 们 推断 a? 1-06 — 60d 
二 1; 于 是 上 只 可 能 是 : 1, 一 1, MM 一 1 和 一 w 一 给 出 四 个 单位 . 
BIR AttEGGEGDOT, X & "adeb dRgud" t-i 
关系 . 
证 明 将 留 给 读者 (还 见 下 面 的 习题 10-3). 


-3 题 
1， 在 任意 整 环 忆 中 ,证明 : 
(a) X "bla" iue B Been AIE. 
(b) dp ez, 352. 61a 24A BL 25 belac. 
(6) 4ESEDEA- 253EC8E ERE TURO 2 Fr t. 
(d) 如 果 alb dni ale, 那么 al tte). 


2. WEB]: Z4 BE ripis om TX AC. 
3， 在 性 意 整 环 中 , 说 “一 如 的 含意 是 “ae 有 五 相伴 ”证 时 ; 
(a) 如 果 ab, 那么 eco HERH elb. 
(b). Ap SS a-b, Pi a| c 5AT ble. 
(c) 如 果 ale SS E.G bje, 那么 ac b. 
(D dp p SELAN pog. MAg LERTE. 
4. BEBH. 如果 a~e Lbb, IMA aba. dw — i Eii ati~ 
a' A-b' RRHH. 
5. EA HLH, mE ax—by.acb 4} H.e-0. 352, xg. 
6. jii z?--2z— 1 4E Z. Lx rh B PCR tE. 
7， 找 出 两 个 未 定 元 的 多 项 式 环 DU, 的 中 的 全 部 单位 来 ， 
8. xb Tk Dcbgnitocxk a， 使 得 对 应 p(c)—9(a») 是 到 [了 的 自 同 
构 ? 
9， 找 出 整 环 刀 中 的 全 部 单位 ,这 里 六 是 由 所 有 有 理 数 守 组 成 ,其 中 内 和 


n DRR, 并 有 不 能 被 了 整除 . 
10。 当 & = 6 十 Ba 3,3 V. Na) at 3b, HER: 
(3) Niaa'}= NNa). 
(b) dn e E ZDV/ 3 中 的 半 位 , 那么 Na) - 3:1. 
1l. E ZI/5 1 是 由 一 切 数 amatov 5 (a, 五 为 整数 ) 组 成 的 整 环 ， 且 
4 N(a)-au*—Bb*, 
(a) 证明 : 9 十 4w 5 是 这 个 整 环 中 的 单位 (参见 本题 10) 。 
(b) 证 明 ，1 一 w 5 和 3 十 Ww 5 ROB BE, 但 不 是 单位 . 
{5》 证 明 ; 一 般 地 , o 是 单位 当 且 仅 当 (a) = 土 1. 
(d) VE NDE Z obübsseocsx EN: o d ZWS NEŽ ER. 
(e) 证 明 : AHEM dy b ERR. 
(f) 证明 : 20845 ERDEK Gon: 对 性 何 cZ, a$—2 
(mod 5) 是 不 可 能 的 ,) 
(g) 利用 2.2= (Gr 5G—AZ 5) EB: ZW 5] 不 是 唯一 因子 
分 解 整 环 CA, 83.9), 
13， 详 细 证 明正 文中 的 引 理 ， 
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$3.7. 不 可 约 多 项 式 

多 项 起 代数 中 的 一 个 基本 门 题 是 寻求 判断 给 定 成 上 多 项 式 可 
约 性 有 效 方法 , ORBIS E Aso OUT PRAE EE F. Alin 在 
复数 域 @ E HX a*-12r MEO a? 1 at TN * (zx 一 
A/—1). sc E, 正如 和 5. 3 中 将 要 指出 的 , C[#] 中 只 有 线性 多 项 
式 是 不 可 约 的 .而 从 十 1 在 实数 域 R 上 是 不 可 约 的 . 

再 有 , H% x? —28— (x—4/ 28) (zw 28), MASTA 2 — 
28 在 实数 域 上 是 可 约 的 . 但 是 ， 这 个 多 项 式 在 有 有理数 域 上 是 不 可 
约 的 ， 后 面 我 们 将 严格 证 明 它 . 

BIE 一 个 二 次 或 三 次 多 项 式 PoE FLERI e, M 
非 对 某 个 CEP, A ple) -= 0， . 

证 明 把 pGOTEEC AO AEG ARS ERAF 
VEREK, 这 因为 多 项 式 莱 积 的 次 数 等 于 全 体 因 子 的 次 数 之 和 , 

E10 i n()—au"-—ax"7iqe-ce. 4A dk Xox X. 


方程 p(%) 一 0 MAE AL EIE T 2588 rlan RI s La. 
证 明 RIDGE D Bor PEE p(w) 一 0. KR b Rn e 的 最 
大 公园 子 后 , TI STD T RERO RA ERE rM o MEZ, 把 
它 代入 p(4) 得 
o— sa ( T) astra is mi: P: a (12) 


因此 | 
—ayr? — 8(ayr" i4 agr" 38 «b aus"), 

所 以 slaor*"， 但 是 (8，7) 二 1， 因 此 逐次 应 用 81.7 定 理 10 得 

sjari, en #1ao， 类似 地 , 因为 


» 9í) a 


—48" vr (agr op - au 8971), 


BLEUS flan- 
推论 MARGE FASES ARREA, 
现在 容易 证 明 2^—28 在 @ 上 是 不 可 约 的 . ER ME GL a2 — 283 


味 着 x 一 是 一 个 整数 ， 但 是 , 当 lels h a?— 287-0, M ej <5 


时 党 一 


28-—0, [sie ie 6 — A1 EE TRE X a? — 28 — 0 的 根 , 所 以 (由 


5|F8)a* —28 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
有 理 数 域 QQ 上 多 项 式 的 不 可 约 性 的 一 般 判别 法 (容易 的 ) 是 
设 有 的 (特殊 情形 的 判别 见 § 3. 10). 


7. 
8. 
9. 


习 题 
”检验 下 列 方程 是 否 有 在 理 根 : 
(a) 309 一 了 人 一 5， (b) 5x5-Hzt-bz— 4, 
(c) 85+ 32? — 17, (d) 6z*—3x— iB. 


证明: 302*— 9108 S m— D 没有 有 理 根 , 《提示 : 利用 算术 基本 定 


”对 哪些 有 更 数 x, 321— 72 为 一 整数 找 出 充分 必要 条 件 . 
. 00 250 ZP PAR ERE a, ERTEN a> 方程 30mm =a 有 有 


十 1 在 Zs 十 是 不 可 约 的 吗 * fk Z, LO, xfori--.cz-]-2 结果 如 何 ? 
找 出 有 限 域 使 得 

(a) z*-24kX E p £a. 

(b) 2:—2 FE E XE 8] oí. 

i£ IB Z. 上 所 有 二 次 首 一 不 可 约 志 项 式 ， 

RHR Z EBD IS AE Em. 

EH: 和 如果 tartar t e Ha ERE e, IA atat 


Hetaa 也 是 不 可 约 的 ， 
10. 分 别 在 下 列 备 个 城 上 ， 把 多 项 式 s+ 一 5z: 十 6 分 解 成 不 可 约 因 了 之 


T: 
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(a2 HAREE, 
(b) $2.1 RAWA L. 
(c) SES E P. 
*11. WEB]: dE dae, 那么 art-obz--e 在 任 休 有 序 域 二 是 不 可 约 的 ， 


$3.8 唯一 因子 分 解 定理 


整个 这 一 节 中 我 们 将 研究 整 环 F[x] 上 的 因子 分 和解, 了 [wj 是 由 
HE bXCTOEXEGU x 的 多 项 式 形式 组 成 主要 绪 果 是 : 国 子 分 解 
(分 解 成 不 可 约 ( 素 ) 因子 ) 是 唯一 的 ， 其 证 明 类 仆 于 算术 基本 定理 
(第 一 章 }， 实 际 上 是 形式 上 的 重复 ， 这 个 类 比 包 含 着 下 面 基 本 概 
d. 这 个 概念 将 在 第 十 三 章 里 作 系 统 讨论 

EN AGER db'UE ToO 4026 EGBOR IC SEX 04 a€C 
4e bCO 可 推出 6 十 PEC, d; aCC fe TCR TH h raCC, 

注 对 任意 oER, a 的 所 有 倍数 ra 的 集合 是 一 个 理想 ， 这 因 
为 对 r, sER B 

ra-bsa-(r-s)a 和 s(roa)-—(sr)a. 
这 样 的 理想 称 为 主 理想 。 我们 将 指出 , 任何 F[w] 中 的 所 有 理想 都 

定理 11 在 任何 域 玉 上 , 吾 [z] 的 性 何 理想 C, O0) G8 dd 
组 或 ，{ 这 或 者 由 性 何 次 数 最 俩 的 非 老 元 素 a)i gale) 
的 集合 组 成 ， | 

证 明 如果 C40), HOC 包含 一 个 次 数 最 低 的 非 零 多 项 式 
ale), 走 次 数 记 作 d (o), C 还 包含 qz) 的 所 有 倍数 gla). ix 
种 情 视 下 ， 如 果 5(z) 是 0 的 任 一 多 项 式 ， 则 根据 定理 9， 有 某 个 
T(2)—5(2)—q(zr)aCa) [kx F dGoD, [podido dinis, C 包含 
- rw)， 由 CC 的 构造 知 C mtd oT dO BE AS 因此 
rtw) —0, 所 以 5(2) 一 9(e)atw)， 这 就 证 明了 定理 . 

现在 设 sz) 和 B(x) 是 任意 两 个 多 项 式 ， 考 虑 以 任意 多 项 式 
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sz 和 £C PEZO LR alw) 和 Blw) 所 有 “线性 组 合 ”s(w)alw) 上 
tx)B(w) 构 成 的 集合 口 、 这 个 集合 0O 蜡 然 古 非 空 的 ， 并 有 包含 着 
读 集 元 素 的 任意 和 , 益 或 倍数 , 这 是 因为 (用 缩写 记号 ) 
(sa +ib) +(s'at tD — (sts at (Etb, 
glsa+ tb) = (qs)a t (gt)b. 
因此 集合 CO 是 一 个 理想 , 根 握 定理 11， 它 是 由 某 个 次 数 最 低 的 多 
项 式 d Ca) f ROG R. 

这 个 多 项 式 d(w) du DE a(1-a)--0-b() $1 b = 
Orale) tib), 并 且 可 被 az? 和 王国 的 任意 公 因 地 整除 ， 这 因 
Jj dé) — si(x)a(Qe) + t()b (n). PRAE TE 

定理 12 在 F[z] 中 ,任意 两 个 多 项 式 Q 和 如 具有 最 大 公 因 子 
d 5 AR Gdjadedib, (04 ela de e]b TH eld, 3E E. Dd X. 
a do b 8553 ME dB 4T d — esat ib. 

我 们 注意 ， 可 用 $1,7 中 详细 描述 的 欧 儿 里 得 算法 ,由 ca 和 五 
明确 地 计算 由 人 (这 就 是 上 面 辑 转 相 除法 可 用 来 明显 地 计算 凶 
项 式 的 余数 的 原因 . ) 

还 有 , Xm dd G,., GPAD, MA d f EAE UA E 
G), GO GD, EHE A, r3 CO fn Gi) 可 推出 他) 

最 天 公 因 子 ge)y 除 单位 因子 外 是 唯一 的 ， 这 因为 . 如 果 吕 和 
d' Spit HX acf b EAT. Z5, 4 d|d' 和 
d|d, Wie dnd 确 是 相伴 ， 反 之 ,如果 是 最 大 公 因 了 于， 那么 a 
的 每 个 相伴 也 是 最 大 公 因 子 、 有 了 时 为 方 恒 起 见 ， 把 与 4 和 侍 的 唯 
一 的 首 一 多 项 式 说 成 最 大 公 因 子 . 

两 个 多 项 式 aCo) fü ba, 如 果 它 们 的 最 大 公 因 子 是 单位 及 其 
相伴 ， 则 称 它 们 互 素 ， 这 就 意味 养 多 项 式 互 素 当 卫 仅 当 它 们 的 公 
ATRAE F RIEA CREER 下 [zx] 的 单位 ). 

定理 13 40 X p(xz) 是 不 可 约 的 ， 则 由 px) al)ba) T di i 
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palal) S 3e px | bx), 
证 明 因为 p(w?) 是 不 可 约 的 ， 所 以 pO Qa) 的 最 大 公 因 
子 或 者 是 BRKe) 或 者 是 单位 元 素 1， 在 前 一 种 情况 ,有 pæ) jale, 
在 后 一 种 情况 , 我 们 可 人 写 | | 
1—s(e)p(o) + t(x)a(a), 
因此 
b(x) —1:5b(2) — so pa br) + t(o9LaCQe)b Ca). 
为 PNPN aCa)bCz), 所 以 nC) EE: ERA ARA, ESL 
整除 ble), EAEE ER aE, 
定理 14 FF[z] 中 任意 非常 数 多 项 式 a(z] 可 表示 成 一 个 常数 
本 以 某 些 首 一 不 可 的 多 项 式 的 乘积 ， 这 种 表示 除 因 子 出 现 的 次 
序 外 是 唯一 的 . 
WEBB 首先 , 这 样 的 因子 分 解 是 可 能 的 ， 如 果 glw) 是 常数 或 
不 可 约 , 那么 定理 显然 成 立 ， 和 否则 ,ak2) 是 惰 次 多 项 式 的 乘积 e(e) 
二 8Lzx)b'(w)， 根 据 数学 归纳 潜 第 二 原理 ,我们 可 以 假定 
bCx)- em) Pale), 
b'(a) s epike) pu Qr), 
ala) = (ce) pile) e Pap o) Pn Car), 
这 里 ce 是 一 常数 , peA p Cao d — RETE) AERE. 
A fF uEWEME-— BE, Eie a Ca) 可 能 有 两 个 这 样 的 * 素 "因子 分 解 
alw) — epi) pu (n) — e'g a) qu). 
显然 一 上 是 ee) 的 首 项 系数 (因为 atw) 的 首 项 系数 是 其 因子 首 
TREZ. EH, 因为 和 (的 整除 egag — a(2),. BTE 
根据 定理 13 EA REDE OE ERO goh AA gnto 是 不 
可 约 的 ， 所 以 商 式 于 4aa LL dol RA pKa) 都 是 首 -- 
Q4 au 


多 项 式 , 所 以 常数 必 为 1， 因 此 Po = 二 gtx)， 消 去 之 后 ， pire 
par) ET qa es: D Se Bt, 井 且 乘积 的 次 数 低 于 aCz) 的 次 数 , 因 
此 再 很 据 数 学 归纳 法 第 二 原理 , PO (I4: D 53 d Geh i) ORE A 
别 相等 , 这 就 完成 了 证 明 . 
一 个 推论 是 (参考 8$ 1. 8 最 后 一 段 )， 作 为 a(w) 的 因子 而 出 现 
的 每 个 普 一 不 可 约 多 项 式 pir). 的 指数 6; 是 由 alw) 唯 一 确定 的 ， 
并 且 它 是 使 得 -p,Cz)]*|alw) 的 最 大 的 e, 
如 果 象 定理 14 那样 , 多 项 式 aC) 分 解 成 不 可 约 因 子 p (o2 B8 
BL 但 p. GOTTEN — EUNDO, 那么 ， 这 些 央 寺 不 再 是 唯一 的 了 . 
然而 , 每 个 因子 mo 被 它 的 首 项 系数 来 除 而 得 出 唯一 的 首 一 不 可 
约 因 子 , 因此 在 了 [wj 上 yp,(w) 是 这 个 不 可 约 因子 的 相伴 ， 所 以 , 攻 
` 意 酚 个 这 样 的 因子 分 解 只 要 重新 排序 ， 并 由 适当 的 相伴 因子 代 趟 
ETRY. ATERA. EIE, Fiel 中 的 多 项 式 的 因 
子 分 解 ,除了 相差 次 序 和 单位 因子 外 {或 者 说 除了 相差 次 序 和 用 相 
伴 因 于 替换 外 ) 是 唯一 的 . 


习 题 
LI， 征明 : 加 果 帮 是 出 交换 环 忆 到 训 换 环 R HER- EPA. NOR 
的 加 法 零 元 素 的 原 象 构成 且 中 的 一 个 理想 . 
2. (8) EH 023—130 zi--x3--2x?--z-1 的 最 太公 园子 ， 
(b) 把 最 大 公 因 子 天 示 成 已 知 多 项 式 的 线性 组 合 dic) = siale) 
+ib), HE, 系数 不 一 定 古 整数 ,) 
(c) 对 各 ?一 1 和 sw 一 1 做 {a} 和 (b)， 
， 求 出 9x3 十 6z? 一 一 3 和 zt 二 49: 十 3z? 十 w 十 1 的 最 大 公 因 子 ， 
. 慨 定 多 项 式 的 系数 是 在 Z, h, SEL M 3. 
WEB]: teti 是 模 5 不 可 约 . 
， 在 包 ;中 对 下 列 铭 项 式 进 行头 子 分 解 : 
(a) +r, (0 z'--z-2, 
(c) Za?--2z*-bx-Fl, (d) z*-Fxj-r4, 
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*(e) stt tst. 
7. ARBOR MAR PAH 2—1 的 使 部 因子 AER. E: 
xii 的 年 个 国 于 与 你 内 列 出 的 基 个 因 于 相 翌 . 
8. 分别 对 5 一 1 $0 a5—1 做 习题 7. 
9， 证 明 : 马上 两 个 这 项 式 形式 EEG 表示 艺 , 上 同一 个 函数 当世 
仅 当 
(we) Cam) — ra]. 
标示: 利用 $3.2 习题 6.) 
10. 证 明 : 域 上 多 项 式 的 任意 腿 集 全 有 一 个 最 大公 困 子 ， 它 是 巴 知 集 
全 中 所 有 多项式 的 线性 组 合 . 
li. (a) EN: i LIERULT D Ads Bo NS e Ba ia u- 
个 理想 ， 
(5) 证明; AIRA Eha i ii ok tet letl) 的 
最 小 公 倍 数 加 以 说 明 . 
13， 设 给 定 了 五 | 的 凶 项 式 PORA: planba, RCHIELSEU 
或 者 ptr ea 中 或 者 p) ae 证 明 pOr)TEF 上 是 不 可 约 的 . 
18. WEB]: 如 里 已 知 多 项 式 3 Cw) 适合 ， 任 和 何其 他 多 项 式 或 者 与 p(x) 征 
RETHA p{ 避 整除 , 那么 p(t) 是 不 可 约 的 ， 
14. i mi EA g AR 证 明 : FR meo [oCc)b Goo wp E k g 
mn» ato), SEES EAS ei oH mn) | OG) *. 
15. WE AGO t fGO. g GO ASMR ER, 证明; AGO fog Hs. 
18. 证明: 如 果 Al; fO HGR. 并 且 AG Hf Gg (o), W Go) ] g Gn). 
17. WEB: 如 果 FOM guo k Flp ERSA, JEF EY 
i, 那么 Tago E K[x]rh ibi ER. 
*18. IEW: fm mu AMARAS TREA Ak, MAEHAN 
dic DSL e GB AER BIG E EURO. 
(9. "Fi rH EE SEX AES A. Xx HeTR rh IE — e urne 
当 集 合 是 理想 时 , HEUREUSE rb EE CDS E LAC, 
(a) WM B(3)—5(5) = 上 的 所 省 ble); 
(bo WL B(3)--0c810502) —0 的 所 有 5G, 
(c) iil 5(3)—0, be - bCON) BEA. bn) 
(d) AEIR b Go) rJ) AC P REDE BE Gr 4-1) 3 Ge 3-22 SE ER RS ICE o). 
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20. RS EF LXX UCET ESIEENTISI, 并 用 
当 它 包含 任意 BG, SUPR sba) Fi abla), Xx a 是 了 中 任意 常数 ; 证明 
S 是 一 个 理想 ， 


*$3.9 其 他 唯一 因子 分 解 整 环 


EAER O 上 关于 两 个 未 定 元 的 多 项 式 形 式 构成 的 整 
环 愉 [Lz gl]. a(z, 所 一 和 和 Bo y) =y te 的 公 困 子 只 能 是 1 及 
其 相伴 , 但 是 不 存在 多 项 式 6 Gr, DR 0 Gn, 四 ,满足 关系 式 aso, y) 
tE tota =l RAAT EA A s flo 多 项 式 rs 十 
Q^ rz): ARIER RRT, KE, ERAR E R ie] 
ri, 23n x 的 最 大 公 因 子 为 1, 而 关系 式 280) tril —1 无 解 .于 
是 这 两 个 整 环 中 定理 12 都 不 成 立 . 

然而 我 们 可 以 证 明 ，. 上 述 两 种 情况 分 解 成 素 因 子 是 可 能 的 市 
如 是 唯一 的 (定理 14 成 立 ). 

定义 BAFI EHETE ATR GRO 《有 时 未 
为 高 斯 整 环 ); 

Ci》 非 单位 的 任意 元 素 可 分 解 成 来 因子 ; 

Gi) 除了 相 盖 次 序 和 单位 图 于 外 ,这 种 因子 分 解 是 唯一 的 . 

我 们 的 主要 结果 是 , 如果 如 是 任 章 唯 一 因子 分 解 整 环 , EZ G 
上 任意 多 项 式 形 式 的 整 环 Gs, … oz 同样 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 
对 mw 用 归纳 法, 显然 可 把 问题 归结 为 关于 单个 未 定 元 的 如 [的 的 情 
JE, 我 们 将 考虑 这 种 情形 , 

首先 , RITHEGCHA Fu, F-QQ) 为 他 的 形式 T6 ILES 
(82.2 定理 5), 并 同 Gej- 58518. F[z]， 我 们 证 以 典型 地 把 
想象 为 整数 环 , 相应 地 把 了 想象 为 有 理 数 域 . 

其 次 ,下 [zj 的 多 项 式 如 果 请 足下 列 条 件 ， 我 们 就 称 它 为 本 原 
多 项 式 ; 疏 它 的 系数 在 中心 装 数 ”)，{ 座 它 的 所 有 系数 没有 除 
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G ipi br SR AZSENT, Min 3— 52? 是 本 原 多 项 式 ,3 一 6z2 就 不 是 ， 
引 理 工 (高 斯 ) 两 个 本 原 多 项 式 的 这 积 是 本 愿 多项式. 
证 明 i 
Teu Da wi Db 
如 果 它 不 是 本 原 多 项 式 ， 那 么 如 中 基 崇 元 素 p SERERE cu, WE 
an 和 ,分别 是 之 aww 和 这 ,by2xi 中 第 一 个 不 能 被 了 整除 的 系数 
i 4 


《它们 确实 存在 , 因为 这 两 个 多 项 式 都 是 本 原 的 ). 那么 乘积 的 系数 
Emin 的 计算 公式 (3) 络 出 l 
aab, == C matr Llib men 十 … 十 Gm- Wari T 04415, 1 十 n 二 fhm+nboj， 
因为 王 式 石 边 所 有 项 都 能 被 靖 整 除 ， 所 以 乘积 amb. 能 被 2 RR. 
3X BEdE HT pE aw 起 省 六 ,的 唯一 因子 分 解 式 之 中 ， 这 与 选 
Et an b, 为 不 能 被 2 SEDE AH. 

引 理 多 Fr] 的 任意 非 堆 多项式 人 8) 可 以 写成 人) = 
crf C, 其 中 ef 在 下 中， 产 (oz 是 本 原 多 项 式 ， 了 此 外 ， 对 于 赂 定 的 
Ya， 常数 弛 和 本 原 多 项 式 f (0) Uk 7 n E — PT ROMS G By 3E 
子 外 是 唯一 的 . 

证 明 首先 记 

b b b, n d " 
fi) = tu Tee tat , di b, CG( 整数 » 

m C AD STE f(z) 二 ce9(x)， 其 中 ORRAT G 
中 ， 现 在 令 e 是 8(w0) 的 所 有 系数 的 联 大 公国 于 {这 是 存储 的 ， 因 
为 G 中 瞧 一 因子 分 解 定理 成 立 )， 最 然 ，f*(z) 202. 是 本 原 的 ， 


3t H. f= Gee) f* GO, Wt es co! ,这 就 是 引 理 中 的 第 一 个 结论 ， 
W TIER of 和 f 的 唯 -- 性 , 只 顷 证 明 £^ BT RS G 3 s 
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因子 外 是 众 一 的 。 为 此 假定 f e= egle), 其 中 P* GO a g* G2 
都 是 本 原 多 项 式 , 并 且 cC FP, Wei, Hh us »€G 并 且 互 素 , A 
此 ww9*(w)=vf*(w)， 那 么 。 就 是 wg*(z) 的 所 有 系数 的 公 因 子 , 因 
为 w 和 vw 互 素 , BEA o 鸡 除 g*(w) 的 每 个 系数 ， 但 是 g Con Je it 
的 , 因此 是 的 单位 . 由 对 称 性 ,x 也 是 一 个 单位 , ETATE G f 


单位 ， 这 就 完成 了 证 明 . 

引 理 2 的 常数 e, 称 为 Ko] 的 容 度 ， 除 相差 好 中 相伴 元 素 外 
它 是 唯一 的 . 

引 理 3 t R AGr] v X R OR OA F[m] pk f()— 
JELE), AA egoec,cu, 并 且 f^) -g* GO) i (a), ik Roh e 
G[w] 中 的 相伴 关系 . 

证 胡 RMI, g R) 是 本 原 多 项 式 ， 显 然 它 还 是 
PDEA Ne, RRI AANA G 的 一 个 单位 因子 u 
《所 以 两 者 是 相伴 ), 因此 epu! 6,6; 证 毕 

这 个 引 理 的 一 个 推论 是 , 如 果 f(z) 在 GU b, 并且 它 在 Fo] 
是 可 约 的 ， 那 么 了 (2) = uerg Cz)h*(w)， 这 就 给 出 下 面 关 于 定理 
10 推论 的 一 个 推广 

定理 15 3E AGE $oxuckde XC RD REG SGGDGgY € R 多项式 之 
fa, 那么 它 一 定 能 分 解 成 局 次 数 的 整 系 数 多 项 式 ， 

更 重要 的 是 ， 由 引 理 3, 在 GE HR EXE fv) 的 因子 分 解 式 分 
离 成 两 个 独立 的 部 分 : 一 个 是 它 的 * 容 讼 ”6 的 分 解 ， 一 个 是 它 的 
“市 原 部 分 ?六 (2) 的 分 解 ， 前 者 相当 于 G 的 因 于 分 解 ,因此 根据 假 
设 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 ， 根 据 引 理 3， 后 考 本 质 上 等 
ME FUz ih 89480, 由 定理 14, 这 种 分 解 是 可 能 的 而 且 是 唯一 的 . 
这 就 提出 了 

引 理 4 PREGAR- IFTAR, 那么 G[x] 也 是 唯一 因 
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FIRER, 

证 明 由 引 理 2， 任 何 多 项 式 fs) 可 分 解 成 S ef w, 
因此 &[wj 中 的 素 元 素 并 和 2) 必然 有 因子 cj 或 者 六 中 的 一 个 是 如 [2z] 
的 单位 , 于 是 GTo] 的 素 元 素 分 为 两 种 类 型 : -KEG HRE p 
一 类 是 本 原 不 可 约 多 项 式 ， 它 不 仅 在 GLz] 中 而 且 在 FLz] 中 都 是 
不 可 约 的 (定理 15). 

现在 考虑 G] 中 任意 多 项 式 fO). EBE Fiel 中 有 一 个 因 
子 分 解 , Ami t5 GL[z] 的 某 些 本 原 不 可 约 多 项 式 的 冬 积 相伴 ， 记 
作 fX oqiGD-quGD, FÆ fG) dai (o) au G0), Fer GB x6 
3 d 可 分 和 解 成 @ HRAT p 的 积 , 总 之 , f(x) 可 分 解 成 

fin =p sq gale), 
这 里 每 个 p 是 蝇 的 素 元 素 ， 每 个 ga) E Gie] 的 本 原 不 可 约 多 
项 式 . 

出 现在 这 个 因子 分 解 式 中 的 多 项 式 g) 除 相 差 刀 的 革 位 外 
是 唯一 确定 的 ， 它 是 作为 Fehi fO) 的 唯一 不 可 约 因 子 的 本 
原 部 分 ， 因 为 gj(w) 部 是 本 原 的 ， 所 以 莱 积 men 实质 上 是 f) 
的 唯一 的 容 度 ， 固 此 pe es p CX EO E ci 在 给 定 整 环 避 中 的 
全 部 因子 (唯一 的 )， 这 就 证 明了 G[z] 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

由 引 理 4 六 对 用 归纳 法 我 们 可 得 出 结论 

定理 所 如 果 仔 是 性 意 唯一 因子 分 解 整 环 ， 那么 口上 每 个 多 
ARET Ga, s 3 也 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

$ 14, 10 中 我 们 将 举 出 一 个 整 环 ， 它 不 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 
在 这 分 整 环 上 , 不 论 定 理 12 还 是 定理 14 都 不 成 立 (参见 8 3.6 2] 
题 11 (8))，, 


习 
1， 把 下 列 各 式 表 示 戌 甩 ie] 的 林原 多 项 式 与 一 个 常数 的 线 积 ; 
* [00 * 


: atm 
aat T 6x 9, 7 十 3 十 7. 


2. AH 6x2 十 3x 一 3 在 名 [z] 中 的 全 部 国 子 . 
*3， 才 述 一 个 求 ZU 中 的 多 项 式 f(z) 的 全 部 线性 因子 ax Lb 的 系统 
Fik, 
4. ER # 取 什么 值 时 ,24 十 ns 一 7 3E QUT p RED. 
5， 乒 出 下 面 多 项 式 在 奶 [z] 中 全 体 焉 因子 : 
m-—1001z72—]1, z'-cr50x?-3. 
8. WEB; VEME ATRE HH BUR eed o 和 5 总 有 最 大 公 因 子 
ta, b) a ih s Me, b]. 
7. 证 明 ; PERATA URSI rh, ad~ (a, b) [a 0]. 
&. 53.8 习题 15 和 16 RRD ER TEWE, ETE IR 
于 分 解 整 环 中 成 立 吗 4 
9， 按 照 正 文 的 记号 , EHE: 
(a) ZEG[x] m, eft le,g* GO 25 8 (L0 fp G rh es] e, JE HL E 
F[z]r*h f*(2]g* Gr). 
(b) 用 (a) 证 明 ; 在 [#2] 中 整除 沫 积 atz)3(z) 的 “过 元素” 必 整 除 
ac) BERE b (a). 
10. QgEHj: dn E F[r] 中 f(z) 与 9(x) T3 BA gyfa cg 在 
FIr, 所 中 是 不 可 约 的 . 
1. f Qis 拉 中 , 把 五 列 各 式 分 解 扎 不 可 约 因 了 的 乘积 ， 并 证 哩 分 解 出 


的 因子 确实 是 不 可 的 的 : 
(a) z*-—p, (b) z*— y7, 
(c) x5— y, (D x! 2xt*g -L3at--9y. 


12. d&H Ze, 切中 所 有 次 数 三 2 的 不 可 约 多 项 式 ， 
13. WEB: Æ Qir yit, 方程 
ies, y) (r—2) bin y) Gr g—3) 

Tf de de RS RR 

14. WEB]: XPT FUr, 的 中 的 多 项 式 f), dti atu, 
yu, 它 产生 一 个 大 项 式 了 (7, 在 PUJ HERT fof, 并 假定 fr, co 的 
次 数 是 所 有 上 整数 mr 和 na ERG m, n JE HB SEE f idis de o zy? 
的 指数 ), 那么 FG, 30 8 FL, v 18 TE RE Fu. 
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*15. COE'ESparig(Kronecker)) if tH: WHE lelt flg, 352. 
对 互 中 每 个 c 有 (e199(e)， 从 这 个 事实 On $3.2 的 插值 公式 (5)) 出 发 ， 
提出 一 个 以 有 限 步 可 以 求 入 名 [wj 中 任意 多 项 式 了 (zw) 的 给 定 次 数 的 全 部 因 
子 的 系统 方法 . 

16， 设 了 是 所 有 这 样 有 理 数 的 集合, 它 可 以 写成 分 数 手 , 其 分 母 与 6 互 
素 ， 证 明 : D 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

*S83.10 爱 森 斯 坦 不 可 约 判 别 准 则 
HAR, DA a" — 1,25 n 为 奇数 了 时 ,除了 zx=1 外 没有 有 理 根 . 由 
比 得 出 x" 一 1 在 Q@ 上 涂 了 w 一 1 外 没有 首 一 线性 因子 .但 是 这 还 
ABE UE BR 


mgri tegi (13) 


$G) = i 
是 不 可 约 的 ， 事 实 上 ; 这 个 密 项 式 , 除 半 为 素数 外 是 可 约 的 . 

我 们 现在 证 明 , 如 果 %=p 是 素数 ， 那 么 由 (13) 定 义 的 分 圆 多 
项 式 $(w) 是 不 可 约 的 ,因此 一 1 到 一 $v) 给 出 a — E 
—) 因子 分 和 解 式 (分解 成 首 一 不 可 约 因子 ). 这 个 结果 将 从 下 面 关于 
不 可 绝 性 的 充分 条 件 推 出 , 这 个 定理 是 由 爱 森 斯坦 (Eisenstein) 给 
-出 的 . 

定理 地 对 于 给 定 的 素数 p, 设 

aLe) = E" o4 27 71 9 H p 
是 一 整 系数 多 项 式 , 如 果 
q,-E0 (1nod p), a, 288, 575 9x 957 0 (mod p), 
ay 0 (mod p», 
那么 4 的 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 
证 明 ”假定 可 能 有 一 个 因子 分 解 (n=% 二 有 
a(a) = bmd” | b, a7! 4er Do) erw H eu m d de en b eg), 
jp I E I 15, 我 们 可 以 假定 这 两 个 因子 都 是 效 系 数 的 , 即 bs e; 为 
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整数 ， 因 为 06 二 B05o， 所 以 假设 中 的 第 三 个 条 件 acsE0 (mod p?) A 
味 着 bo 和 co PRERE DERE. dpt “种 情况 ， 我 们 假设 各 去 0 
(mod p), ifj coe 0 (mod p), (HÆ 5,,c,— a, zE0(mod p), fik c0 
(mod p), ARRUMAR r Osk) 使 得 e EO (mod p), W e, 
EO I= c= 0 mod p), 那么 
ar = bot, bey + tb, cobe, (mod p). 
但 是 ， 因 为 是 素 数 ， 所 以 由 0 去 0 和 e0 (mod p) 得 出 a. 50 
. (mod p), Ti E EVE, 这 样 的 系数 a, 只 可 能 是 6 M T =n, 这 表明 第 
二 个 因子 的 次 数 必 须 是 %, 所 以 多 项 式 FG) Bf Sic e n] £389. 证 毕 
2i n pi, 这 个 判别 准则 可 应 用 王 多 项 式 人 13)， 这 时 人 13) 式 
给 出 分 蜀 多 项 式 
d) T oat paries Tz. (13 


实际 上 , 爱 森 斯 坦 判 别 准 则 还 不 能 直接 用 于 (13”)， 不 过 这 可 以 做 
一 个 简单 的 变量 替换 yz 一 1, 并 由 二 项 式 展开 得 到 


YY 一 了 E (y: -1)*—1 
z—1 y 


出 现在 上 式 右 地 的 二 项 系数 都 是 可 被 素数 了 整除 的 整数 ， 这 是 因 
为 了 作为 因子 出 现在 每 个 系数 的 分 子 中 , 并 且 不 能 被 分 母 中 比 它 
小 的 整数 消去 ， 这 样 ， 作 为 的 多 项 式 满足 爱 森 斯 坦 判 别 准则 的 
假设 条 件 , 因此 是 不 可 约 的 ， 原来 3) 式 的 分 国 多 项 式 d Ca 仍 保 
持 这 种 不 可 约 性 , 


=p py gn- 二 


习 题 
1， 下 列 多 项 式 中 哪些 在 月 理 数 域 上 是 不 可 约 的: 
x*-F 2a? deta, z9-F2z*--2x--4, 
3'— 47, z*-4-15. 


2. HRR AREEN: +1 TEE PENA EODD Puit. 
` * Us» 


3. 证 明 : Ani f(x) ERF xo jm BGB IG 
fra) pA erigi. 

4. 证明: aÈ n f& (nc E) UNA fF GOD EXER ER au sE0, aUe, au mn 
=m=0 (mod pH), H go 址 0imod »2, 那么 f) 8 — Tr EC 2b 00 E BST 
HAT. 

*5. ERR: n JE 2n 4-1 fx E PR e AS PGO Le AR TF daar EO (nod p.a. 
zz mga,,,20(mod p), aa, ,2-- za,z0(mod p), a,zE0 (mod 95, Ap 
么 7 四 是 不 可 约 的 ， 

6. {a) 投了 (0) 为 整 系数 首 一 包 项 式 , 证 明 : 了 四 对 于 模 各 的 不 可 约 性 
RASCE 会 上 的 不 可 约 性 . 

(b) EH: 五 上 的 fl) 的 每 个 因子 在 模 z 之 下 必 可 化 为 Zp 上 相同 
RAT. 
O HRA OLARA po 检验 下 列 允 项 式 在 日 上 的 不 可 约 
性 ; 
t+ oat- 5x 25, atst llets, 
az*--8z*-Fa*--2r--5. 

7. (0 设 FDETARCRCTGRGE SE EAE IE ELS NEA, HTAR E 
FL ERSTA foo. AORE AET Xe depre Rugs; mr mu. de 
mW Hf Ns 

(b) 用 此 定理 证 明 z? H-3£2224-21x?-- 00 7E E Pt, 中 是 不 
可 约 的 . 


*$ 3.11 2E 5 4^ ox 
多 项 式 的 唯一 因子 分 解 定理 可 以 用 于 有 理 函 数 上 ， 以 便 得 到 
l He AERAR. Haero e PAAA Aae. 34 
在 我 们 就 对 此 进行 讨论 ， 这 一 节 涉 及 到 的 多 项 式 和 有 理 分 式 邦 假 
定 它 们 的 系数 是 在 某 一 国定 的 域 刀 上 . 
首先 考虑 这 样 的 有 理 式 26s4， 它 的 分 母 分 解 成 五 过 的 因子 
c(t dC), Bl aQe) =c(z)d(z)， 由 定理 12 给 出 多 项 式 s(s) 和 


taS 1 二 se 十 £d, DRE 
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b(r) — s(m)b(m), t()b(m) —— a4) 
cGoHd (ax) d(zx) ^ — c(m) — 


XX ES RT BUR ER, 

5381 一 个 有 理 分 式 ， 如 果 它 的 分 母 是 两 个 互 素 SA 
cx) sa tw) 的 来 积 ,那么 它 可 以 表示 成 分 母 分 别 为 a t dla) ah 
两 个 离 式 之 和 . | 

ADAE 5r RE aC) E — 3E ale) Lela], mael, 那么 这 个 方 
法 还 不 能 直接 应 用 ， 改 换 另 小， 按照 辊 转 相 除 法 , 用 celw) 去 除 分 
了 了, 有 


bv) — qu(z)eCa) Hro), 
然后 再 用 ctw) 去 除 商 go(w) 得 
gila) = eter) + rio), 
两 个 等 式 合 起 来 恒 得 | 
ble) =q Ce) eta] + rr) ow) 4- voc). 
重复 这 一 过 程 ( 注 意 , 这 个 说 蒜 隐 含 了 归纳 过 程 ), 采用 编写 记号 我 
们 得 到 号 
b(a) — eT (15) 
这 里 每 仿 多 项 式 r =r (e), 如 果 不 为 零 ， 则 它 的 次 数 低 于 eC) ir 


b(x), 
(CES BUpn-axo o ug 


gui H E A. a6) 
:这 就 证 明了 
引 理 2 以 第 [etw)]” 为 分 母 的 有 理 式 可 以 表示 碟 一 个 多 项 
式 加 上 一 些 有 理 分 式 之 和 ， 每 全 有 理 分 式 的 分 母 是 cfg)y 的 界 ， 分 
ToS EAST ce(w) 的 次 数 . 


© 过 同音 1, 5 ER 11 ACTOR WE NS [D] ETE RGB PR. 
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综合 这 些 结果 , 可 把 尾 意 给 定 的 分 母 a0) 分 解 成 首 一 不 可 约 

多 项 式 竟 怀 积 .如 果 把 相同 的 不 可 约 因 子 妇 在 一 起 , 我 们 有 
ao) = aspi Gn) M pe) 1^ Lp Cr) "5, (17) 
其 中 指数 m AER. EEATT TEIA Ae 9D 29 DX n2 
和 POOSRER AR e] go ]"* E T EAH 
公 因 子 ， 所 以 是 五 素 的 ， 因 此 可 以 应 用 引 理 1 WoR Rp 
一 个 因子 是 ci 三 [pi ， 而 另 一 个 因子 是 (17) 式 除 去 


[pi(z)]” 后 余下 的 部 分 . 重复 进行 下 去 , 就 可 把 也 表 为 一 些 分 式 


BUT, 每 个 分 式 的 分 母 是 [P(x)1™。， 最 后 还 可 用 (16) 式 把 每 个 分 
式 进一步 化 简 . 


定理 18 任意 aa APO 可 以 表示 成 一 个 了 的 多 项 式 加 


r(x) & » 3 ` F 
上 形 dro 部分”) 分 式 之 和 ,这 里 pa) 为 不 可 约 多 项 式 ， 


FCW) 的 次 数 信 于 pleji, PTIR L6 eip] XE GR 
ala) — to E T, 


AnRRER SUAE BUT MAREE 的 明显 的 部 分 分 式 表述 式 ， 


3852, Ra HE 18 证 明 的 每 一 步 去 敌 就 可 得 到 ， 这 样 的 证 明 称 为 * 档 
造 性 "证明 ， 它 总 是 可 以 用 于 有 甘 对 象 的 实际 计算 . 


俩 如 ， 在 有 理 数 域 Q 上 考虑 妃 二 了 . 分 母 是 (z 一 1)Gz? 二 x+ 了 


POARTA, BiR PE HERE I8. 9 220m 1— (04 2)* 
(x— 1) 4-3, Hio se XA? Go 1) 3e xx TERES, 我们 得 到 
3431) = G1 G7 4x41) — (s? (3x42) —1); 


3-1). XL , 8g [9e [2 
z'—l  a—1 a r«tl' 
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rf S BA e dE EE PORIBR BoE7 2 46 fS B 

3w tl) 2 2g +1 

z$—1 z—l æ- xl 

ERRER Lb. 处 可 约 多 项 式 内 能 是 线性 多 项 式 和 满足 b?— 

4ac 一 0 的 二 次 多 项 式 ar*+bx 十 6。 (这 个 命题 将 在 §5.4 定理 7 
中 证 明 ,) 因 此 ,在 RR 上 任意 有 理 孙 数 可 以 表示 成 分 母 是 线性 多 项 
式 的 项 和 二 次 委 项 式 的 帘 的 分 式 之 和 ， 这 个 事实 在 微 积 分 学 中 用 
来 证 明 : 任何 有 理 阅 数 的 不 定 积分 可 以 通过 “初等 函数 ”({ 即 代数 
国 数 .三 角 函 数 、 措 数 函 数 以 及 它们 的 反 国 数 ? 来 表示 ， 根 据 党 理 


18, 有 理 分 式 求 积 时 , ACC EE C mm O10 5 两 种 


类 型 的 项 之 和 求 积 ， 因 此 ， 邵 果 这 两 种 类 型 的 函数 的 积分 可 以 通 
过 初等 国 数 表示 (这 是 可 以 做 到 的 )， 那 么 关于 积分 的 命题 就 将 被 
WEH, 


习 题 
L RETARDS ERARE): 
art 1 
(a) xtd iz27 (5 zeg’ 
1 a 
e xo rr 
3 3z—7 
(€) FFT (D tar 
- iz+2 AR. 
2， 分 别 在 下 列 起 上 拒 25 7 — MEI Yr: 
(a) 模 5 WEN Zeo 
(» stes Q. 


D ”把 这 个 直接 方 基 同 微 积 分 教科 书 中 常用 的 方法 加 以 比较 ,在 那里 ,我们 必须 


A m BIHE 
RANEE- EE b ola lt 4, B.C. 


+ JO7 >» 


3. iE do tn =n da 为 不 网 元 夷 , 证 明 : 


LÀ -二 二 ah ce [f e- 
Te- aj ETA jti 

(提示 : MEM H MEARR p (a) 1.) 

4. Xm RU SE, UESE OLD SC. 

65， 用 归纳 法 给 出 定理 18 的 详细 证 明 ， 

6. (a) WEB); 性 意 非 儿 项 式 的 有 吾 式 可 以 表示 记 一 个 多 项 式 与 另 一 个 
有 理 式 之 和 , 这 有 理 式 的 分 子 是 次 数 低 于 分 母 次 数 的 多 项 式 . 

(b) 3KRURCKJRUE RI 

7， 如 时 限定 所 有 分 式 ( 包 括 部 分 分 式 ) 的 分 子 的 次 数 低 于 相应 的 分 母 的 

次 数 , ESI T: PUE BIRD BE REX s RE — do: 


(al 在 引 理 1 中 ， (b) 在 引 理 2 中 ， 
(c) 在 定理 18 rp, 
8. (u) Baa TE 天 本 的 因子 , 证明 


1 8 gn 
GA  (—a Ce— für). 


ub Ce ges 并 且 9G) E — Ii ES GR, 

* (b) 对 于 分 世 可 分 解 成 线性 因子 的 有 理沙 数 , 利用 习题 8(a) 或 习题 
3 化 成 标准 形式 . 

9. (3) 设 pO RR Egi, EB: -AARE O 5 pp 的 任何 
CLA SR AL PILAR SR, BEDEA ARAETA p Gr) SERIES 2 58 GR 


Bao CD ub 28 2 5500 2 MORARI a T 


apo b as 
(bo X Trac 能 有 相同 的 说 法 吗 ? 


*10. SR FEL f: 


od o qu o qup U O 
(Gr 1) G2) (R23 T GE) GG 


^11, xpo [EID BUR DURER HEC 乙 和 的 方法 ， 共 中 部 分 分 数 肌 右 
FRERES (p Sp, Osa p). BIA — 


Te 


2 3 
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*12. fx: $5.3 的 定理 6 Mer, HEHH: 任意 -个 复 有 理 BRUT EE, 


是 由 一 个 有 再 图 数 与 复 对 数 log Gta) = [5 mee iim e ut. 


t3. 证明: 在 任意 有 序 整 环 轧 」.， 如 果 我 们 选取 那些 具有 正 的 首 项 系数 
的 多 项 式 ( 也 就 是 在 (1) 式 中 mm> 侣 作为 * 正 * 的 多 项 式 ， 那 么 多 项 式 环 DL2] 
就 成 为 有 序 整 环 ， 
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第 四 章 实 X 


$4.1 毕 达 哥 拉 斯 二 难 推论 


抽象 代数 虽然 相当 多 地 强调 了 一 般 的 域 和 整 环 所 具有 的 大 量 
性 质 ， 但 是 实数 域 和 复数 域 对 于 定量 地 描述 我 们 生活 的 世界 还 是 
不 可 航 少 的 、 例 如 , 在 代数 和 几何 的 关系 中 , 不 仅 在 初等 解析 几何 
而 且 在 进一步 讨论 矢量 和 矢量 分 析 ( 第 七 章 ) 中 ， 这 两 个 域 都 是 很 
重要 的 。 此 外 , 它们 还 具有 独特 的 代数 性 质 , 这 些 性 质 将 在 本 书后 
儿童 中 展示 出 来 ， 特 别 重要 的 是 实数 域 R 的 序 的 完备 性 和 复数 域 
C 的 代数 完 告 性 ， 我 们 在 第 四 、 五 两 章 氢 述 这 些 完备 性 及 其 代数 
含意 

希腊 人 研究 实数 用 的 是 纯 几 何方 法 ， 对 他们 来 说 ， 一 个 数 只 
不 过 是 两 个 线段 < 和 五 的 长 度 之 比 (a: 夏 ， 他 们 直接 给 出 关于 比 
的 相等 以 及 比 的 加 法 , 乘法、 减法 和 除法 的 几何 构造 ， 全 体 实数 构 
RAFIR (8 2, 4) 的 公设 在 希 腾 人 看 来, 是 由 平面 儿 何 一 系列 公设 
(包括 平行 公设 ) 证 明 的 一 组 几何 定理 . 

占 希 腊 哲 学 家 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 知道 ， 正 方形 对 角 线 
Ed SENE mb ro T ORE 


d'— (rs)! —ris?—8?-E s? 【 毕 达 哥 拉 斯 定理 )， (1) 
因此 他 推 还 , 存在 一 个 “ 数 "7, 满足 7101-2, 


另 一 方面 ， 他 发 现 7 不 能 表示 成 两 个 整数 的 商 一 分 , 这 是 因 


为 (FY —2 意味 着 中 = 2^, 根据 素 因子 分 解 定理 ,3 每 次 整除 


* JIQ» 


就 性 有 两 次 整除 a, 因此 2 整除 a^ 偶数 次 , 类 似 地 ，2 整除 25? 奇 
数 次 , 所 以 a= 25? 没有 整数 解 . 

只 要 把 不 能 表 为 整数 之 商 的 数 设 为 无 理 数 ， 我 们 就 能 避 开 
上 述 “ 毕 大 哥 拉 斯 二 难 推论 ”. 

类 似 的 论证 指出 ， 立 方 体 C 的 对 角 线 长 与 它 的 过 长 之 比 为 
4/3, € 的 边 长 与 是 有 一 半 体 积 的 立方 体 的 边 长 之 比 为 VY3， 这 
些 都 症 无 理 数 ， 这 些 结果 是 # 3.7 定理 10 的 特殊 情况 . 


此 外 ，=, e 及 许多 别 的 数 都 是 无 理 数 (因此 不 会 恰好 是 一， 


甚至 3.1416)， 我 们 在 第 -F 四 章 将 证 明 , 绝 天 多 数 的 实数 不 仅 是 无 
理 数 ， 而 且 共 至 不 能 满足 任何 一 个 代数 方程 (与 v2 不 同 })， 为 了 
回答 * 针 人 么 是 实数 ?这 个 基本 问题 , 我 们 要 用 到 一 些 新 的 贩 念 ， 

一 个 概念 是 连续 性 一 一 如 果实 轴 分 成 两 段 ， 那 么 这 两 段 必 在 
公共 边界 点 上 相 接 ， 第 二 个 概念 是 ， 有 序 的 有 理 数 域 包 在 实数 城 
里 条 密 , 因 此， 每 个 实数 是 一 个 或 多 个 有 理 数 序列 (例如 精确 到 n 
位 的 有 限 小 数 殖 近 序 列 ) 的 檬 限 ， 这 个 概念 还 可 表述 为 


如 果 xe, 那么 存在 了 EQ， 使 得 aec ocy. (2) 


实数 的 这 个 性 质 首先 被 希腊 数学 家 欧 多 克 斯 (Eudoxus) 34, Ek 
£y HIEX-a:b30g—c:d SIPBIEZX&PEKEEZLIU, RERE a 的 
Wide fis no 可 用 几何 方法 做 出 , b E (0:6) — (o:d) SERS — 
DEER m RE m, 

由 mac-mb 推出 nemd, 

由 ne—mb HEI neamd. 

Exi PAP BEES TTA 3E RE -Apat Bn AER 
TPR A FQ B3 Ep EAD" URSI SCHOL XX vo SE ET X 
设 类 似 王 整数 的 良 序 公设 G1, 和， 二 者 都 涉 友 无 限 集 合 的 性 质 ， 

- 1il- 


(3) 


这 种 性 质 是 非 代数 的 ， 我 们 将 要 看 到 , 这 个 完备 性 公设 ， 对 于 建立 
实数 域 的 某 些 重要 代数 性 质 〈 例 如 每 个 正 数 都 有 于 方 根 ) 是 必 
ARI, 


习 ， 题 

1. Hr 3 是 无 理 数 的 直接 证 明 ， 

2. WW. Aa 是 无 理 禾 , 除非 整数 o 是 基 一 整数 的 n CR 

3. 证 明 ; logd EAR. GER: 利用 对 数 定义 ,) 

4. WEE 如 果 as fi b AOA, TB, aub AAMA u 
为 有 理 数 ， 

5， 证 明 ; W 3 HA 5 REAR. GER: Mac mv SPEM Js 
出 发 ， 找 出 一 个 以 W 吾 十 M 5 为 根 的 多项式 方程 .) 

*6. 证明; 定义 为 收 化 级 数 CL e 是 无 理 数 ， (提示 ; 如 果 是 有 再 


k=0 


数 , MARRA n (ni)e 可 以 是 整数 .) 


84.2 上 界 与 下 界 


实数 城 可 以 最 简单 地 锌 描述 为 具有 下 列 性 质 的 有 序 域 ， 即 域 
中 任意 有 界 集 合 都 有 最 天 下 界 和 最 小 上 界 ， 我 们 现在 就 定 交 这 两 
个 概念 ， 它们 类 似 于 可 除 性 理论 中 的 最 大 公 因 子 和 最 小 公 倍 数 的 
概念 . 

EX RSOARGTESGSDPXSLEBRSAOSES De 
元 素 台 ( 它 本 身 不 一 定 在 仿 中 ) 便 得 对 与 中 每 个 元 素 zi Abg, Hj 
dE b AS. ER. spTSSEXb, BXDvGRduhba9xdk 
是 后 的 上 罩 ， 也 就 是 说 ， 如 果 对 任意 Db, ARA E Rail 
4 bv, SZ b GLAS MGE EX. 

把 上 面 定义 中 的 ">" 换 成 <<”,“<<" 换 成 “>”, RECS RE 
界 和 最 大 下 界 的 概念 ， 
412-5 


HELEH, D PDT SR S B geh ERSLJEH S 
有 一 全 最 大 下 界 ( 为 什么 ?， 

直观 上, 把 实数 当 作 乏 续 直线 (z 办) 上 的 点 来 考 虚 ， 计 想象 在 
这 条 直线 上 , Ae RUE ERE HI CR ECL Te ET Ao DRE E, E 
此 我 们 容易 得 由 结 论 : aT XXE pu DS XE rca 的 有 


理 数 7 二 于 (n>0) idi eS ng foh ER, 例如 ,v2 ERFA 
& mIn? Hke (nz 0, n>0) 的 最 小 实数 ， 也 就 是 说 ， 数 V2 


是 适合 man 的 正 有 理 数 字 的 集合 的 最 小 上 界 ， 


用 和 无限 小 数 表 二 实数 的 普通 表达 式 家 接 包 含 善 把 实数 淖 作 有 
理 数 集合 的 最 小 上 界 的 概念 . 例如 我 们 可 以 把 2 写成 最 小 上 界 
(Lu.b.) 和 最 大 下 界 (g.1.b. ) 两 种 形式 
A/2-1ub.(l4, L4l, L414, 1.4142,-*-) 
—g.lb.(15, 142, 1.415, L4143,--). 
电 熟 悉 的 小 数 表 达 式 的 性 质 很 容易 看 出 ， 每 个 正 实数 非 空 集合 工 
有 最 大 下 界 , 如 下 所 述 . 
考虑 把 史 的 元 素 只 取 前 汪 位 的 关 位 小 数 ， 它 们 中 间 必 有 一 个 
最 小 的 元 素 ， 这 是 因为 上 共有 有 限 个 非 负 ?位 小 数 ， 比 的 任何 给 - 
定 的 元 案 都 小 ， 设 这 个 最 小 的 有 位 小 数 是 天 十 0.Giga sd, Hop k 
DEER d 为 数字 ， 晤 小 的 mw 十 1 位 小 数 其 前 #2 位 与 dsra 村 
同 ,因此 有 形式 二 0. didus dudo, 这 里 添上 一 个 数字 da. PELA 
上 述 构造 定 艾 了 基 一 个 无 限 小 数 c 
6 —k 4-0 d d.d, 
根据 构造 ，¢ 就 是 下 的 下 办 (因为 中 没有 一 一 个 jz 能 比 c Pr 
RACIO. MEERA BAR EHHE e 大 的 小 数 就 不 再 是 下 的 下 
RT). 


(4) 
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但 是 , 如 果 把 实数 定义 成 无 限 小 数 , 那么 很 难 证 明 中 学 代数 中 
所 承认 的 事实 : 无 限 小 数 系统 是 有 序 域 匀 , 


3 题 

1， 证 明 ; s= 0.12437437437-… 表 示 有 更 数 . (提示 : 计算 1000.z 一 的 ) 

2. EH: y—1.23672367- ER BE, 

*3. 证明 : 象 可 是 1 和 2 那样 的 任意 “循环 小 数 ” 表 示 有 有理数， 于 “循环 
MEX AIME. 

*4， 反 过 来 证 明 ; dI REREDSGRGECADGIAGNGE "AER. GEI 把 有 
迎 数 表示 成 分 数 . AEH, 在 十 进 制 下 , 如 果 在 分 母 去 除 分 子 过 程 中 , mik 
同 第 做 一 上 次 的 余数 相同 ， 那 么 所 得 的 商 数 的 数字 中 就 分 成 天 个 数字 一 节 无 
限 地 重复 下 法 .) 

“5， 在 十 二 进 制 下 , 习题 4 的 结论 成 立 玛 ? 

6， 在 以 3 的 又 为 分 母 的 所 有 有 理 数组 成 的 整 环 中 , 求 出 w 2 的 三 个 逐 
REEE. 

7. 构造 出 商 个 不 同 的 有 理 数 集合 , 它们 都 以 2 为 最 小 上 界 . 


3 iT x 
*8， 序 列 23， T IL T. ET ITE 


Ed 1 
n=2, EE m 


EN. 
(a) 证 BÄ: H Si G m, =E, Ke 了 2 十 1 
k 


(b) x X emra 2. EH: Oer e 


và 3 17 —- 

(c) 证 明 : gb (2,3. TD) Z. 
QD ARA J. F, Ritt, Theory of Functions(New york, Kings Crown 
Press, 19472. HEET. AATA cS Pas IE dH 58 a8. 例如 0.19999-— = 0.20000 


。 dH4- 


84.8 实数 公设 

我 们 现在 将 用 一 组 简短 的 公设 来 描述 实数 ， 后 面 我 们 会 看 到 
(定理 6) , 这 些 公 设 唯一 地 (精确 到 同 构 ) 丧 定 全 体 实 数 . 

EX, p RAEGYRDAGAS 5 Bdx5D Eod] AAEE 
集合 在 妃 中 有 最 大 下 办 ， 

实数 公设 ”实数 构成 完备 的 有 序 域 从， 

我 们 根据 这 个 公设 得 出 的 实数 性 质 ， 确 实 可 以 导出 全 体 实数 
的 一 切 熟知 的 性 质 ， 包 括 象 洛 尔 (Rolle) 定理 那样 的 结果 , 这 个 定 
理 在 徽 积分 学 中 ， 对 于 泰坦 (Taylor) 定 理 的 证 明 或 共 他 方面 是 基 
本 的 ， 

但 是 我 们 只 限于 讨论 玉 个 简单 的 应 用 , 

定理 1 在 实数 域 民 中 ， 茜 个 具有 下 界 的 菲 空子 集 态 有 最 大 
FH 每 个 具有 上 罩 的 非 空 子 集 全 有 最 小 上 界 . 

WEB] 假设 怠 有 下 界 五 如果 把 1 一 ”加 在 8 的 每 个 数 b. 
则 得 到 正 数 x 一 5 十 1 的 集合 S'， 根 据 实数 公设 , 这 个 集合 S BA 
最 大 下 界 e, Bež e=e 十 5 一 1 是 原来 祭 合 态 的 景 大 下 界 ， 这 
很 容易 验证 . 

HH, ARA TO La, 则 到 的 所 有 元 素 的 负 元 素 一 9 
组 成 的 集合 具有 下 界 一 m 因此 根据 上 述 证 明 ， 它 有 最 大 下 界 8*. 
那么 可 以 证 明 , 数 at= —b* 就 是 已 知 集合 全 的 最 小 上 界 ， “证 毕 

实数 公设 保证 全 体 实数 构成 有 序 域 R， 所 以 $ 2.6 定理 18 的 
推论 2 指出 ， 民 必 包 含 同 构 于 有 理 数 域 尽 的 子 域 ， 因 为 在 第 二 章 
里 , Q 仅 在 同 构 意义 下 定义 , 所 以 我 们 也 可 同样 假定 实数 域 民 包含 
所 有 有 理 数 ， 因 而 包含 所 有 有 整数， 这 个 约定 使 上 述 公设 道 应 于 习 
惯用 法 , 并 可 使 我 们 证 明 下 面 的 实数 性 质 ( 常 称 为 阿 基 洲 德 定律 ) , 

定理 名” 在 所 有 实数 组 成 的 域 民 (由 实数 公设 定义 的 ) 中 ， 对 
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性 党 两 个 数 a0 de b—0, FREE dE nde nob, 

证 明 假定 对 于 两 个 特定 的 实数 中 和 PP， 上 述 结 论 是 错误 的 ， 
因而 对 每 个 zi 有 bna, MEARE no Ea SAER b, Na 
EuR D MAHESA n bro, HERET mE 
b*z(m-dl)a 3iXjffil)b*—az-ma, BiLA5*—aJdEkomulp du i 
HES SH LR 但 是 它 小 于 已 知 的 最 小 上 界 , HUTA. 

推论 对 已 知 实数 G 和 加 ,5>>0， 总 存在 整数 和 适合 6 一 58 十 
r Usrah, 

这 是 除法 算式 的 推广 ,证 明 留 给 读者 . 

这 样 建立 的 “ 阿 基 米 德 性 质 ” 可 以 证 明 欧 多 克 斯 条 件 《参见 
§ 4.130) E & TEES, 


X323 ckx5^ERoAdzrW(dd, HARAR E 
e 02» 22d. 

和 象 前 面 那样 ， 这 个 定理 由 “实数 构成 完备 的 有 序 域 ”的 公 
设 就 可 证 明 ， 根据 假设 , "一 &>0， 所 以 由 阿 基 米 德 定律 有 正 整 数 
"fif n(—d)-1, Mici, SUE Wm EA mnd 的 最 


INS, SELL sca, 因此 


n 


Je m e ecd (e-d) =e. 
因为 二 >d 这 就 完成 了 证 明 , 
我 们 可 以 对 上 面 移 证 明 直 戏说 明 如 下 ， 上 其 有 固定 分 母 % 的 不 
同 分 数 0， 士 二 , eL, os 以 长 度 二 为 间 陋 沿 实 轴 隔 开 ， 为 确保 一 
个 这 样 的 点 能 洲 在 c 和 ZE RIRE ERR- h TEAN% 
c—d 


* 1l6o* 


这 个 定理 可 用 来 正式 地 证 明 象 (4) SS EE dEU SH Oe pot BR 
SUR 6 mi EX EUEE. 
推论 4A GARE XO SEO X ER, 


证 明 ”对 于 已 知 实数 c, WS ERNEA BEREIT e 的 集合 . 


那么 是 号 的 上 界 ,很 据 定 理 3, 没有 比 c 小 的 实数 a WELE S f 
上 界 , 因此 c 3E Piso ES. 
J3 8 

1， 证 明 ; RESERBA ER D, 其 中 你 个 非 空 集合 具有 最 小 上 界 ， 
GER: 刀 本 身 可 以 没有 上 界 .) 

2. 证明: AFER Z Rodi. 

3， 用 交合 语言 氛 述 关于 实 轴 的 点 的 公设 ， 它 断言 : 有 界 集 合 具有 最 小 
ERMA FR ONA EM A”). 


4. p x TRUE TAA RA E Aoh ER 
(a) i, i, 19 40 


EZ EE 27 ar o 
3 


I 7 I5 
人 wi 


5. WE &SJUG EC LAN ot fn XT b. 
(2) EWER: 为 什么 所 有 数 一 3z(z ES HRSTE h LR 
一 35* 和 最 大 下 界 — 3a*. 
(b 用 同样 的 方法 我 重 ， 所 有 数 ?十 5(z 在 总 中 ) 的 供 侣 的 最 小 上 界 
和 车 天 下 界 . 
5， 在 习题 5 的 条 件 下 , HEIE 5*—0, 分 别 找 刘 下 列 集 合 的 最 小 上 界 :. 
(a) 所 有 数 eta 4ES d0 Id, 


(O) PAR EO, 在 呈 中 ) 的 集合 . 
7. 设 8, 30.8. 为 分 别 具 有 最 小 上 界 b PL 的 实数 集合 ， 找 则 下 UE 
合 的 最 小 上 界 : 
(a) 所 有 和 51d 52 (G6, 8,68) 的 集合 S HSn 
(0 RATS 或 属于 S, 的 所 有 元 素 的 集合 . 
*"1J7 5 


8. fp nH —£dB deux E. 
*9。 AEAEE En: 8082.5.) 
10. EM: 存 有 序 域 中 ， 一 个 元 素 a* GER POP ERETE ARŞ OO 
对 一 切 rEg, seat GD 对 域 中 矢 个 正 的 8, 访 申 都 有 一 个 * 适 合 


[z—2a*| «e. 


1L. 证明 ， 任 意 呈 个 实数 。 & d zii occ, 存在 有 理 数 的 立方 (也 ) s 


d oc (AP «a. 对 于 有 王 数 的 平方 ,这 全 结论 还 正确 吗 ? 
12. insl 是 整数 , 证 明 : 任意 两 个 实数 。 和 dL (o D, MERA 
LE At mi PIE ET 


18. Wa b, e 利 4 为 完备 的 有 序 域 的 正 元 素 ， 征 明 : $7 u ELfX 24 Bk 


d 
dp AR EO) AU. 
14. 详细 证 明定 理 2 的 推论 . 


$4.4 STAF EHRE 

我 们 现在 将 指出 怎样 利用 最 小 上 界 的 存在 性 来 证 明 实 数 系 民 
的 备 种 性 质 , 首先 包括 象 c7 — 2 这 样 方程 解 的 存在 性 . 

定理 4 如果 记 的 为 实 系数 多 项 式 ,G<B X 8. pla) — 90, 
AR p HX p(a)-O-«p(b) e d ^E XC, FE pr) 2C 在 4 和 
EREE S 

几何 上 ， 定 理 的 假设 意味 着 9 一 ?了 (x) 的 曲线 与 水 平 直线 9 一 
PD 在 =a Sbise, JE SZKGE ÉLER y= p (D) E & — b SEAH 28; 2E RI 
的 结论 是 说 : 曲线 也 必 与 每 条 中 间 的 水 平 直线 #=0 在 某 点 柑 
D, XXI lg m SE fe a RM ma], 

证 明 售 赖 于 下 面 两 个 引 理 . 


全 ”数学 分 析 中 有 一 个 一 般 性 的 定理 ， 它 断言 送 个 乡 论 和 不仅 对 于 多 项 式 国 数 
pi, 而 且 对 于 任意 天 续 困 数 也 成 立 . 
-= 118e 


引 理 1 ate ER xe b, EDA 
DT th) — P(E) = hg(z, à), 
AF gi ERRAT poh Bou X. 

EAA $3. 223) 根据 二 项 定理 ， 对 于 »G0 的 每 个 
单项 aat, 这 是 正确 的 ， 现 在 对 名 求 和 并 且 提 出 公 因 子 如 Riri 

3m2 对 于 已 知 的 名 下 和 TY)， 存 在 实 常 数 型 ， 使 得 满足 
Toaxurseb, asx-Ab 8-49 cde—iggS)ph, 有 

px ta) —gpC2) | S. Mh, 

证 明 根据 引 理 1， 只 须 证 明 当 «所 |al -rb ，[8| 所 | 一 al 
时 , 有 19(z, 训 | 所 时 但是， 如果 我 们 把 g, A 的 每 项 用 它 的 绝 
对 值 代 蕉 ,根据 § 1.3 的 公式 (3), 则 使 |9(z, 从 | 增 大 或 保持 不 变 . 
如 果 我 们 再 分 别 用 |s| 3- [5] $1|5—a| CR Ie UR] A], SPA EET 
到 的 结果 增 大 或 保持 不 变 ， 然 而 ， 这 个 亚 换 给 我 们 一 个 只 依赖 于 
p(w) 的 系数 和 区 间 asa b Bus TERM, 

有 了 引 理 2, 我 们 谁 甸 证 明定 理 4 设 二 表示 9 和 之 间 满 足 
ASC 的 实数 的 集合 ， 因 为 g(a9) 过 0, FEL S mi, JE HE 
以 5 为 上 界 、 因 此 5 有 实 的 最 小 上 界 e; 我 们 来 证 明 po) — C, 

为 此 目的 , 显然 只 须 排 除 pCO <C 和 pCo —C 两 各 可能. 但 


是 ,根据 引 理 2 由 2(o) <C 可 推出 , 对 大 = C 一 8 ，p (e+ 了 D<C. 


因此 (6 十 如 5 六， 这 与 5 ARES B ENRSREUP TA. (GIH 2 可 以 应 
Hl. ERAH e hz b 显然 是 不 可 能 的 .) 
MAERT POC 这 种 可 能 .但 是 在 这 种 情形 下 ， 再 根据 引 


B 2, 对 一切 正 的 hi 202 7C, frp(e 1) 0A c ES RRD 


EJUS 一 下 全 产生 将 给 出 比 。 ERI IER RET 
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pgíe-0 -. 证 毕 

根据 这 个 定理 我 们 容易 证 明 : 

Hiti X 2x2) 为 正 系数 多 项 式 ,而 且 没 有 常数 项 , C0， 
那么 p(xr)—O d ixi, 

推论 2 4X pa) 为 奇 次 多 项 式 ， 那 么 对 每 个 实数 C.p(z) 
=C HEH, 

定理 4 没有 给 出 oO — C 的 小 数 形式 的 根 的 实 际 计 算 方 法 ， 


BERBEREN, Pán 我 们 可 以 设 ci P, M p(e2 C, 


或 pc) 一 D, 或 8(c0) 一 C， 在 第 一 种 情形 下 , 方程 的 根 就 找到 了 ; 
在 第 二 ,三 种 情形 下 , o SIE aureo 和 ein 中 有 根 , 这 
个 区 间 长 度 为 原来 区 间 的 一 半 ， 重 复 这 一 过 程 便 可 得 到 p) C 
的 要 的 任何 精度 的 近似 值 . | 

如 果 我 们 采用 线性 内 播 法 , 且 令 


[C —p(a) ] (b—a) 
»(5)—p(a) ' 


€,7 ad 
Wut ace S ph, 
其 他 计算 方程 根 的 有 效 方 法 在 数学 分 析 蛙 讨论 ， 例 如 , 当 |xl 
二 1, 我 们 可 以 适用 无 穷 级 数 
-一 一 1 1/ lig? i 1 3ye rn 
4 Fac—lcta44 3( 2) | zx ai^ 77 (2) 
附录 ”三 次 方程 的 三 角 解 法 
在 三 次 方程 
ast? 十 nu? | aqaa ag 0, £3 E (6) 
的 情况 下 , 方程 实 根 可 按 下 靶 求 得 , 我 们 用 0s 去 除 方程 各 项 把 (6) 
化 简 成 a, —1 的 情形 . 现在 作 安 量 赫 换 =y, 并 移动 常数 项 ， 


把 (6) 化 为 
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y py. (7) 
4 30 时 ,答案 立即 可 得 . 


否则 , 令 y= jz， 并 用 站 乘 (7) 的 各 项 ， 基 中心 :W/ AP, pa 


DIEI 我 们 可 把 (7) 化 为 下 列 两 个 方程 之 一 : 
l Aaj-F3z—C 或  4az9—38z—Q0. (8) 
为 了 解 第 一 个 方程 , 我 们 可 用 熟悉 的 三 角 人 恒等式 
8h30 = Ash?0 -|- 3sh 8, 
因此 ， 
z=sh( ArshO). (92) 
为 了 解 第 二 个 方程 , 当 Cz=1， 我 们 利用 类 似 的 公式 
ch30 — 4ch?8 —3ch6, 
得 到 
z= ch( 寺 ArehO). (9b) 
当 CS 一 1， 改 变 z 的 符 导 后 再 应 用 同样 的 方法 求解 ， 为 了 解 当 
121<1 时 的 第 二 个 方程 (这 就 是 § 15.8 的 不 可 约 情形 )， 利 用 相 
似 的 公式 
cos 3 = 4cos?0 —3cosaQ, 
得 到 z= cos(-LAre sos). (9c) 


在 这 种 情形 下 , 2 REME, KERA- Ar cos C 有 三 个 值 , 它们 
之 间 相 差 120" 的 倍数 ， 


习 mn 
L ÆR: 每 个 正 实数 有 实 平方 根 . 
2. 证 明 : HEREKE a 和 任意 整数 n， 方 程 x*=a 有 且 仅 有 一 个 正 
. * IZI» 


SRA a. 


3， 证 明 : 对 每 个 O>, ce CORE ARS 

4. sU EC bIS GOsUR(S-) =14 RV 的 四 位 小 数 近似 值 

5. 利用 (5) 式 和 (3) = Lag RERO A cor oL 

6 EM: BAY- RUDAGATHEBCMEÉ 下 ,并且 对 每 个 值 Co 下 ,多项式 
两 次 取舍 €. 

7，(a) te 和 5 为 正 实数 , nal 为 整数 ， 证 明 ， 对 一 切 充分 大 的 正 
d s A artt ba. 

(D 已 知 多 项 式 具有 正 的 首 项 系数 , 求 出 一 个 实数 M, ER 

r>M, # PW) 0. 

8， 证 明 推论 1. 

9， 证 明 推论 2. 

i0. ETAL fert SE. OR IP 9À €x —00: 


1 . 
(a) jpg uo 


(b) zi-—3z*-F6r-7, 
(c) tit =n. 


C845 RELISH 
想象 在 < 轴 上 , 有 理 数 撒布 在 它们 各 自 本 来 的 位 置 上 ， 但 是 ， 
当 分 割 > 辅 时 (比如 说 , FH 7739 20) , 我 们 就 把 全 体 有 理 数 分 成 两 
类 ,一 类 在 左边 , 记 作 L, 一 类 在 右边 , 记 作 U， 每 个 有 理 数 游人 这 
两 类 中 的 一 类 , 而 仅 当 在 点 “= 六 处 分 割 x 轴 时 , 有 理 数 二 同时 


落 在 这 两 类 中 ， 特 别 注 意 , 如 果 x 在 工 中 , MARU DEA nA a 
«ys ELR, RAU rh — I 外 有 zs HI dA dE Lp, d 
VES 1 38:48 £ (Dedekind) sy 9l o 2325. 

—fHib, EFAA. SUDUH FipAS A X5 2 5" 
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示 适 合 下 列 条 件 的 一 对 非 空 于 集 工 和 DV. 

CG) 三 是 区 的 全 体 元 素 的 所 有 下 界 的 集合 ; 

Gi) UU 是 工 的 全 体 元 素 的 所 有 上 界 的 集合 . 

SHE 36823185 L3 2 EU 部 分 合 在 一 起 包 会 下 的 一 
切 元 素 ; 它们 至 多 有 一 个 公共 元 素 . 

证 明 IREA EF, AHORA CL, dixe, 那么 对 一 切 
g€U, fj esasy, HH EL 否则， 由 三 分 律 ， 对 一 切 eEZ， 有 
r>a, 所 以 x€U. 这 就 证 明了 第 一 个 结论 : 下 的 每 个 元 素 不 在 工 中 
HEU B, BER. kamb HSBEELTBOX4EUS, Nab (因为 
a€U, DEL), 并 日 ab (AH a€L, bCU), Bil a=b, 这 就 证 明了 
第 二 个 结论 . 

如 果 工 和 如 有 一 个 公共 元 素 a， 则 称 该 分 割 是 通过 4 的 显 
然 ， 如 果 Le 是 所 有 适合 <a 的 x 的 集合 ， 并 卫 可。 是 所 有 适合 
vla) x 的 集合 , 那么 分 割 (Ze Ult a. 

藏 德 金 分 割 公理  CGAGDUGRE OL) ANDAA Xd a. 

定理 5 戴 德 例 分 割 公理 在 有 序 城中 成 立 当 且 人 妈 当 姑 是 完备 
i A HRK, 

证 明 设 (I 可 是 任 章 分 割 ， 如 果 景 小 上 界 的 存在 福 是 已 知 
的 , 则 工具 有 最 小 上 界 a， 固 为 a 是 五 的 上 界 ， 所 以 4 BEU h; 
因为 它 是 最 小 上 界 , 所 以 它 是 一 切 上 界 的 下 界 , 因此 是 事 的 所 有 元 
素 的 下 界 ， 根 据 分 割 定义 , 这 意味 着 a 在 工 中 , 所 以 给 定 的 分 割 通 
过 无 素 

KLR, 假定 戴 德 金 分 割 公理 成 立 ， 并 设 8 为 非 空 有 界 集合 . 
设 志 是 六 的 所 有 上 界 的 集合 , 工 是 均 的 所 有 下 界 的 集 台 (显然 , 工 包 
$8). JEA, UE- 我 们 只 须 确 定 品 是 上 的 所 有 上 界 
HRR. BERELE U 的 短 个 元 素 是 上 的 上 界 (对 一 切 
EL, YEU, 有 x9); MAA LES 8， 所 以 如 包含 工 的 一 切 上 界 ， 
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现在 根据 戴 德 金 公理 ， 分 割 线 ( 瑟 ,可 ) 通过 某 元 素 o. 因为 它 是 的 
元 素 , 所 以 它 是 马 的 土 界 ， 又 因为 它 是 工 的 元 素 ,所 以 它 是 号 的 最 
小 芋 界 ( 即 对 一 切 EU, 有 az). 这 就 完成 了 证 明 . 

我 们 现在 括 述 一 下 实数 公设 “实数 系 是 完备 的 有 序 域 " 有 关 分 

定理 6 dx 054000 fX EM. 

证 明 设 政和 "为 任意 两 个 这 样 的 域 ， 根据 $2.6 定理 18 
的 推论 2, 它们 分 别 包 含 间 构 的 “有 理 数 ” 子 域 Q' 和 Q”， 我 们 把 
Q' 和 QQ" 之 间 的 辐 构 (保持 和 与 积 , 并 保持 次 序 的 同 构 ) 扩 张 到 E" 
和 FF" 之 闻 的 同 构 . 

的 确 , 每 个 EF" ELT E 中 的 一 个 分 割 ， 从 而 定 多 了 各 
(有理 数 子 域 ) 中 的 分 割 . 但 根据 定理 3, o' 由 Q 中 这 个 分 割 所 确 
Xt ——3t B. Q' 中 每 个 分 割 (Lr, U H3 A7 AME — 1. u. b. Ls 
—g.Lb.U,. Q" 中 分 制 的 情况 类 似 ， 因 此 F' 和 F" 的 元 素 分 别 
RAAY MQ 的 分 割 ， 这 种 双 射 显然 保持 次 序 . 

最 后 , PF' 和 "中 的 运算 可 由 Q 和 Q"” ib WE X. V 
EEQ 与 Q" 的 同 构 扩张 . 更 确切 地 说 , UE aCRI b 4 RISE T Q' 
"AES CEU UL) UG, U;). MA atda TAO Lat En Ua 
HU, 其 中 Lat Le 是 所 有 和 十 ywEL6s yCL) RA, mi Us 十 
U, 可 类 似 地 描述 ， 把 下 元 素 4 和 8 SHOE, AREA RA A PR 
RIAM. IA ab 对 应 于 分 割 CLoLoy UoUs)， 其 中 Lale 是 所 有 积 
wy G La, YEL) 8938 Ar, UU, BREE AA ab =al b) 
= —ab fü( —a) (—6) —ab, AE AP 35 | — EUSEB, 我 们 不 再 详 

D ERRER F. atin VatU TAa th AAi ab 不 在 工 中 岂 不 


EUT BE, 如 果 把 造 瀑 的 数 释 到 志和 台 上 去 ， 我 们 便 得 到 分 割 ， 类 似 的 情况 适合 
T FB LL. 
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反 过 来 , 我 们 可 以 利用 分 割 通过 整数 或 正 整数 构造 实数 . 我 们 
首 党 证 明 金 体 有 埋 数 构成 具有 阿 基 米 德 性 质 ( 定 理 2 中 所 指出 的 》 
Af; FRIX, JH EEtEGERBJ XOEX Q 中 分 割 的 加 法 和 乘法 ， 我 们 
可 以 证 明 Q 中 分 寡 构 成 满足 戴 德 侈 分 割 公理 的 有 序 域 , 因而 给 出 
完备 的 有 序 域 . 但 是 证 明 很 长 , 会 把 我 们 引入 迷途 , 因此 我 们 只 是 
叙述 一 下 结果 . 

定理 ?了 有 一 个 且 权 有 一 个 { 辐 构 的 域 除外 ?完备 的 有 主 域 ， 

TERETA H, 而 通过 有 理 数 , 把 实数 看 作 有 理 数 序列 的 棋 
限 , 也 可 以 构造 实数 出 ， 


2] Es 

l. 证明 : dn LU) UL URREA B9 4-980, 那么 向 人 有理数 
Cg S4 — ABI SO WERE dE Hyen, gE LO, WER uri OEU, nct? ). 

2. ORMER TEAMSTERS TIM 1 的 一 个 定理 . 

3， 为 什么 这 个 定理 对 于 负 有 理 数 不 成 立 ? 

4. WEBER. HFEA eO, 存在 充分 大 的 4 使 得 107 eu. 

5， 有 序 域 也 中 的 戴 德 爹 分割 有 了 时 定义 为 了 的 一 对 子 RL' 和 WW， 它们 
XA. 下 的 每 个 元 素 或 者 看 L hA P, aH ser, gcU" M. cH 
zcy 通过 葵 加 或 删 去 相应 的 单个 元 素 , 可 以 证 明 ， 这 种 类 型 的 每 个 分 割 给 
出 正文 中 定义 的 分 割 (了 U), 反之 亦 然 

6. At HUN ERES DHBISOONE, 0-41, EH: s—2—4 具有 性 质 
s>], sil. 

7. DARAHT Zum de TEA. 证明: D BLADE eiel 
的 元 素 !， 设 站 和 e 为 也 的 任意 正 元 素 , 证 明 : MER n, bce. 

*8， 利 用 习题 6 和 习题 7 证 明 :; 任意 完备 的 有 序 整 环 或 者 同 均 于 Z, È 
ABAR. GER RH D>. 的 递 元 素 , 考虑 满足 bal 的 所 有 的 xz.) 

9. (a) 证 明 ; R 的 任意 自 同 构 保持 关系 ay (Ei: say SARA 


D $35 C. C. MacDuffee, Jairoduction to Abstract Algebra (New 
York, Wiley, 1940) ffo 8E YI 章 的 论 迅 . 
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zty—cd EO 
(b) XJ (Ca) up: REH A A EL zz. 
*10. EH; AüJE D—.F JAE, EID To FLIRT 


zbbbad ebbe 
RG) a, aum d aua #0, a,b, FO, 


我 们 规定 RO 0 的 意思 是 tab 0, PA FG RAAR. 
*]1. WEBB: 在 习题 10 p, Rao 当 贞 仅 当 对 不 中 一 团 充 分 大 的 所 有 
R(t)70. ! 
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第 五 章 复 数 


$5.1 复数 的 定义 


如 果 我 们 把 实数 系 良 扩张 成 较 天 的 复数 域 O, 那么 在 解析 消 
数论 和 微分 方程 论 中 , 特别 是 在 代数 学 中 , 很 多 代数 定理 的 描述 将 
更 为 简 读 ， 我 们 现在 就 来 定 尺 复数 威 , 并且 指出 , PR XT TIERS E 
每 个 多 项 式 方程 都 有 根 ， 由 实数 成 扩 张 而 得 到 的 域 就 是 复数 域 ， 

定义 基数 就 是 实数 个 (z, 10 ——— ie MX (0, y) 99 Xu y 称 
7 Gu) uk o. 根据 法 则 

(x, p Gy) 一 Ga gy), (1) 
Cæ, y) - (x. g') — (zz' — yy y + ym), (2) 
Wi Bde bbede dude — uoo x 55 B G4 iof C. 

RETIA 26 EE E SL Je SR TROU 7) 58. mf dex iE IS a IC 
数 运 算 而 得 到 的 .首先 , 观察 出 方 释 a? — —1 没有 实 根 (2? 决 不 能 
大 负数 )， 这 就 暗示 我 们 要 引进 一 个 虚数 i CWE P= —1, 此 外 
还 注 足 普通 的 代数 定律 ， 用 确 忒 的 话 米 说 ， 它 提出 一 个 表面 上 讲 
得 通 的 假设 : 存在 一 个 包含 元 素 i 同时 包含 实数 域 R 的 整 环 D. 

E Drp, EREA e+ yil, y 为 实数 ) 的 表达 式 将 表示 一 个 元 
E. Wb. HEX pe X. CAE PECORE BOE 


(x 4- yi) ty = (xm) + tg di a^) 
(xz yi) * (x  -- yi) — xx (ry - yz) i o yy. (2') 
因为 这 = 一 1, 我 们 由 (2') 得 
(zr yi) (æ yi) = (ax — yy) t wg y i, (27) 


于 起 我 们 得 到 … 个 推论 是 , 由 R A 6 PE LBS D FS TES IL 7 9] 
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A x-F yi 的 元 素 , 而 不 包含 其 他 任何 元 素 ， 

再 有 , II zo gyi—z' —y'i 推出 v» —2' — (Qr — 2), 因此 两 边 平 方 
eey = a'y), XIN(G—x)*0, —(y —9)?«0, BRE 
z-a.y-—u. PERAD. AZ, ARERR Gr, y) ED 
中 不 同 的 元 素 +yi 这 就 建立 了 ,G 中 元 素 和 由 长 与 二 生成 的 五 
的 耶 整 环 中 元 素 之 间 的 一 一 对 应 (ze y)exa p yi. ERAR (00) 0 
(2) 和 (1)~(2)， 我 们 看 到 这 种 对 应 保持 和 与 积 ， 因 此 是 一 个 辐 
构 . 这 就 证 明了 

定理 1 4 Do 8,4 xXGk &RGWe—189 OX AR Pd E M 
环 。 那 么 由 民 øi ERDA ETY CEA, 

我 们 现在 证 明 我 们 的 猜想 , 确实 存在 一 个 整 环 品 , 它 包含 全 体 
实数 和 一 1 的 平方 根 , 

定理 过 按 上 面 定 六 的 复数 系 是 一 个 域 ， 它 包含 一 个 与 RR 同 
构 的 子 域 , 并 包含 方程 x? 十 1 二 0 的 根 . . 

证 明 ”对 于 实数 偶 (z, 六 ,加 让 的 安 换 律 和 结合 律 成 立 , (0,0) 
是 加 法 单位 元 素 ,一 2 — 9) e Ge 幻 的 加 法 道 元 素 , 这 些 部 是 下 述 
事实 的 直接 结论 : 数 侦 的 实 分 量 和 虚 分 量 是 独立 相 加 的 , 而 相应 的 
定律 对 于 它们 都 是 成 立 的 . 

JE TUUM, 屁 法 的 交换 律 和 结合 律 成 立 , 0, 0) 是 乘法 单位 元 素 ， 
A ^ (o, g) 二 (0, ORARET 


Gn - (oe ts). (3) 
这 可 由 8.5.2 中 建立 的 事实 得 到 , 在 8 5.2 中 指出 ， 几 个 复数 相 乘 
时 , 它们 的 “ 辐 角 ”和 “绝对 值 "是 分 开 玉 进行 送 算 的 , 这 些 运算 本 身 
满足 交换 律 和 结合 律 ， 可 是 在 这 里 ， 检 验 这 些 定律 所 采用 的 办 法 
是 直接 代入 定义 (2), 具有 结合 律 的 计算 比较 元 长 ， 我 们 略 去 了 它 
们 的 详细 验证 . 
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最 后 ， 类 似 地 直接 代入 定义 ， 我 们 可 以 验 汪 分 配 律 设 
z= (m,y), a = Gu). s — (Uy). MARAE), 有 

z (a^ 2) — (2, y) (2' o2, y' t y") 

= Gr(z' a7) —gQ' t yay! y") gat 1-2), 
. &x ar" (gx' yy ay - ya!) + (arx —gy ag o ys) 
= (zz'—yy' ax" —g" xy! yx! ai M- ya). 
从 这 两 个 表达 式 可 以 直接 验 汪 2 (2 3-2") — aa A az". 

在 这 个 由 数 候 组 成 的 域 C 中 ， 我 们 利用 定理 1 中 所 用 过 的 对 
WEG, g)ea- gi, TAE C 中 找到 一 个 实数 子 域 . 按照 这 种 对 应 ， 
实数 > 对 应 于 第 二 项 为 零 的 数 侦 ，(0 1) 对 应 于 i 特别 是 ， 如 时 
定义 (1) 和 《2) 中 的 第 二 个 分 量 y My 都 是 零 时 ， 那 么 第 一 个 分 量 
c 和 2 的 相 加 和 相 乘 恰好 与 实数 和 的 相 加 和 相 滋 一 样 , 这 正 
基 我 们 所 要 认识 的 : 对 应 re* Ge OD dE Sc BE R. A C 的 子 域 的 一 
AF, 在 上 面 这 种 情况 下 , 我 们 认为 ， 每 个 这 样 特殊 的 复数 (2 0) 
只 与 相应 的 实数 x 等同, 

最 后 , 我 们 希望 一 1 的 平方 根 相 当 于 数 偶 (0, D. PRE 定义 
(2) 的 特殊 情况 表明 , (0, 1)? 一 (一 1,0) 一 一 1 因此 我 们 定义 是 
数 侦 (0, 1)， 那 么 任意 数 侦 (x, 9) EUER 

(a, g) = Gr, 0) + C0, y) = (x, 0) + (y, 0) (0, 1) r+ yi (4) 

记号 一 yi 是 很 方便 的 , 后 面 我 们 都 用 它 来 代替 (z, D. Xo 

请 起 见 ， 我 们 还 常常 写作 zy) —r--yi, w= (u, e) 二 十 5% 

e= (a, b) 二 a 二 bi, 等 等 一 一 换 名 话说 , 我 们 用 单个 字母 表示 复数 ， 

用 字母 表 中 紧 靠 着 它 的 前 两 个 字母 分 别 表示 这 个 偶数 的 实 分 量 和 
虚 分 量 . 


习 题 
1. 验证 复数 淡 法 满足 交 抱 律 和 结 癌 律 ， 
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2， 用 公式 (3) 验 证 (z, y) Gr 3) 71 9 (01,05. 
3， 解 方程 人 ,1 (x, y) = (2, 1), 
(a) 化 为 一 对 甘于 变 基 和 8 的 联 立 线性 方程 ， 
(D AAAG 
4 分别 求 出 浇 足 下 到 关系 的 复数 z—cyiduu—ucvi 
(8) z+iw=1, tiz-bw—1- i, 
(b) (I--)a2— iw=3 ti, (2-E:)2-F(2— Din —23. 
5. RUSA 好 = 一 ef 为 尾 意 正 实数 ) 的 全 部 复 狠 , 并 验证 你 的 答案 . 
6. 描述 由 上 主 和 全 体 有 理 数 生成 的 蕊 的 子 域 . 
7T. WR DELE, 定理 1 还 成 立 吗 ? 给 旺 详 细 证 叫 . 


8. (a) 证 明 : z'—a-bbi ERE b gi, 其 中 FESE 
(b) 证 明 : SERTH 
1 
[v aibi —al hb 
epus 
(注意 , 当 a Rn. B durer, uc desit i cn EO RR OO 
9， 方 程 "十 3iz 一 3 十 i 有 一 个 根 Li. IHE T ABS PARR 小 数 
ER. 
*10. WEA: EFAG TE, 那么 让 在 一 个 比 它 厂 的 域 FS, wa” 
与 了 同 构 的 于 域 种 一 1 的 平方 根 . 
*11， 用 定理 1 和 定理 2 前方 法， 不 千 助 子 实数 ， 证明， 有理 数 域 Q 可 以 
扩张 到 较 大 的 域 QD, 该 域 包含 Q 和 2 的 平方 人. 
18， 证 明 : 不 可 能 存在 “小 复数 "的 定义 , (E C FRU TERR 


$5.2 复 平面 


金 体 偶数 到 币 卡 污 平 面 的 全 体 点 二 有 一 个 厅 本 的 一 一 上 映射， 
了 即 每 个 复数 srt RAES P—(Q y) 上 ， 这 个 点 只 = 的 实 分 
Hx OBRA Bs, DLE lit y Du ee, 

极 坐 标 可 以 用 三 这 个 平面 上 ， 我 们 回忆 一 下 ， 平 面 王 的 每 个 
点 了 ,因此 和 鲜 个 复数 是 由 两 个 极 坐 标 7 和 0 唯一 确定 的 , 这 里 ? 是 
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联结 点 卫 到 原点 的 线段 Oz 的 长 度 GET 
B5). mio 是 由 = 轴 到 线段 OZ 的 炎 角 (图 
1), 所 外 


[s =r Gy, 


argz —8— arc tg T, (5) 
0 


我 们 把 7 称 为 复数 sz 的 绝对 值 ， 把 日 称 为 
3 的 辐 前 ，7 和 8 按 下 式 确 定 x 和 8 图 1 
X—rcosÜ, y—rsinÜ, z=r{(cosd+ isin). (5) 


XE ELE SLE EH BEA Er ELEC FRA bs E MAR. BRETTA (6) 
ABR sre” 的 形式 , 这 是 因为 , 由 通常 的 泰勒 级 数 展 开 式 得 到 


ei* —- 14 ¿8+ CD n 十 - g! +e = cos 4- (sin. 


HERMA 38 XE PE-E SE KIER - 5x38 (De Moivre) x 
式 , 这 个 公式 叙述 如 下 : 
定理 3 其 数 来 黎 的 她 对 值 等 于 因子 的 绝对 值 之 积 , dnm 
辐 角 等 于 因子 的 辐 衣 之 和 , 换 名 话说 ， 
12z'| 一 12 |z'l, argzz'—arga--argz. (7) 
”证 明 因为 按 (6) 式 ,有 # 一 r{cos8 十 isin0)，g'==7'(cos 牛 十 
isin9”)， 代 入 定义 (2) 中 我 们 得 到 
z2' — rr! — [ (cos cosÓ' — sinðsinð”) 
«-£(cos8sinÓ' + sinf cos) ]: 
由 熟知 的 三 角 公 式 , 这 就 是 
a£ — rr'[eos (8 4-0") + isin (8 —80^) ]. 
这 就 给 出 了 结论 {7). 


数 一 样 , Bp 
| ? d. 


|2170 BRdE2—0, |0|—0; (8) 

la+ sz] +z] (9) 

为 了 证 明 这 些 ， 注 意 公式 (1) 意味 着 

zs 可 以 通过 画 以 2,0 dn z 为 三 个 

顶点 的 平行 四 边 形 (图 3) 来 求 得 , 第 

轩 个 顶点 就 是 #2 二 x*。 由 于 复数 的 绝 

对 值 等 于 相应 线段 的 几何 长 度 ， 现在 
可 以 推出 公式 (8) 和 (9). 

复 次 单位 根 可 以 用 三 角 方 巷 求 

得 ， 有 从 隶 ， 莫 弗 公 式 !7)? 直 接 得 出 图 2 


[r(cos0 - isind) J 1 LL cos (70) +isin (—0)]. 


进一步 得 到 , 2" — V3 HOC [2 |" LL JE E. narge 是 2x 的 整数 借 
2kz. Aj |z|z-0, 所 以 1z| -=1， 因 为 args fp Os8--2a 上 是 单 值 
的 ， 所 以 2^ —1 BRE m EE. 在 直角 坐标 中 ， 它 们 是 1 


cost isin 2 ey cos-27 (01) | i ig 20 D 
n Te n n 
如 果 我 们 可 得 到 这 些 n 次 单位 根 的 


另 一 种 表示 : 1 @, oa e "1。， 用 几何 语 间 叙述 就 是 ， 

定理 4 AEn APREN] —1 ARE n i ES 
n T8) Xx. 

更 一 般 地 , FEH z^ —e, 其 中 et 为 任意 复数 ， 在 极 坐 标 
ch, 方程 的 一 个 解 臣 


1 
20 二 1]c|*(cos0 二 isin8),， 其 中 o= arge. 
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VOS, wao 是 s" =e HRA HRH c= (wz) —w^z -w'c, e 
w”=i. 于 是 (+ B n" HRE Z0, Rn, Q^ 23, TU Ol Zg 这 里 全 是 上 
面 定 必 的 揽 % 次 单位 根 ， 特 别 ， 它 们 也 可 以 用 正 多 边 形 的 个 项 
对 5 二 G65 的 名 次 根 so zn 0'29,-.0"7!z, TETRTELOS 
动 于 三 角 函 数 开 和 对 数 表 ， 很 容易 地 计算 出 "ils Xe, Mod 
TA 
log | zal —log |c|* 
出 发 ， 我 们 可 以 计算 |zol. RER ERARO, 8 argzg— 


P3905 inbox rg ge d 


dl 2p 1 2412 
=z log (a 4b) —3,leg (a 十 到 


1 b 1 
te 和 axgco* 25 =z arctg 


后 由 公式 
z-—T(cos0--ésin 6) —jz|[costargz) -- £ |z| sin (argz) 
完成 计算 . 

每 个 复 半 次 单位 根 巴 汪 呈 一 个 有 理 数 域 上 不 可 约 的 有 理 系 数 
多 项 式 方程 ， 这 些 方程 称 为 “分 圆 " 方 程 ， 在 方程 式 理论 中 起 着 重 
要 的 作用 ， 

由 定义 ,每 个 次 单位 根 满足 方程 a" 一 1=0. 此 外 ,除了 %=1 
的 其 他 所 有 根 满足 


1 


gn (2) dL a (10) 


TASO PARRE ARMENIEN T n= PERSH, eq. 
是 不 可 约 的 ， 

WME n DERM, 闭 么 情况 就 复杂 了 ， 例 如 ， 当 4, ss 十 ze 
二 2 十 1 二 {2 十 1) (#2 十 1) 是 可 约 的 一般 地 , 我 们 可 以 从 (10) 中 分 
解 出 次 单位 根 所 满足 的 分 大 多 项 式 ， 这 里 石 取 遍 %* 的 所 有 真 园 
T. 次 单位 根 , 如 果 对 所 有 的 &<w， 它 不 是 天 次 单位 根 , 则 称 它 
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为 mn 次 本 原单 位 根 、( 例 如 ,四 次 本 原单 位 祖 是 i RI 一 i.) n 
原单 位 根 是 o” 其 中 mm 与 % 互 素 ， 它 们 都 席 足 有 理 数 域 上 同 - -个 
不 可 约 方程 。 但 是 这 一 结论 的 证 明和 这 个 方程 次 数 的 计算 ， 需 要 
更 多 的 数论 知识 . 


习 n 
L Hb SEARAGGUWES)D E BORSE ERES DUREE 
的 存在 性. 
2. 描述 对 应 关系 exi 的 几何 意义 ， 
3， 求 三 次 单位 根 和 五 次 单位 根 的 实 分 量 与 虚 分 量 ， 计 算 到 小 数 点 后 四 
ft GI T8ERÉE GO. 
4 3 2-2i Bor Jr m P ce, 计算 到 小 数 点 后 四 位 . 


5， 列 出 全 部 12 次 本 原单 位 概 ， 并 在 图 纸 上 把 它们 而 在 一 个 大 单位 
mr. 


6. 用 几何 语言 描述 变换 aeea t+die, dCC, es0) RS. lel 513 
ERAR? {提示 : EA OPE”, ME AMORC ADT SERIO 
7， 找 出 #* 一 1 EAER Q 上 的 不 可 约 因 子 


2z p 


8. (a) HEH: o= cos 27. p isin 27g n d A gf oif. 


(b) WEB); om E m DOE RRRA M min Hs. 


55.3 代数 基本 定理 

我 们 在 &5.1 中 看 到 , ARAR RU Fi 27--1—0 的 一 个 虚 
TR i 就 得 到 复数 系 .， 得 是 为 什么 就 到 此 为 止 了 呢 ? 为 什么 不 打算 
添加 菇 他 多 项 式 方程 的 “不 ” 根 以 便 得 到 更 大 的 域 呢 ? 所 谓 代数 其 
本 定理 就 回答 了 这 个 问题 -日 湛 加 上 ,那么 每 个 多 项 式 方程 就 
VR CROSR. 所 以 为 解 方 程 我 们 就 不 需要 调 选 男 外 的 虚 根 ， 

定理 5 (Eid mE) 每 个 正 次 数 的 复 系数 多 项 式 必 有 复 报 ， 
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C,£5 xni x Av EAE TR S (0E TUER 23:0. 所 有 的 证 明 都 包 
e E SCR TU SE 5 [UERO 8585 E (OB BC: 这 里 我 们 选 树 了 一 个 证 明 ， 
它 的 非 代数 部 分 在 直观 上 好 和 象 特 别 容易 说 明 ， 我 们 不 从 第 四 章 有 
关 的 公理 来 详细 证 明 非 代数 部 分 . 
证 明 因为 多 项 式 
p(z) = an” a4 27 1 - a der au s0 
与 多项式 


qa) a Pactum pee p 
| — s" eu az" E eH eg 
有 相同 的 根 ,所 以 只 须 讨论 首 项 系数 为 1 的 情况 , 
这 种 情况 下 , 我 们 画 黄 个 复 平面 , 一 个 标记 为 “zs- 平 面 ?， 另 一 
个 标记 为 “ww- 平 面 *， 已 知 硼 数 a (o) B. -EMRE AI 0 zo — Gro, 
go) RESI ve- SEDE RR wo—q(2)) 上 上， 此外， 和 如果 zz 描绘 z- 平 面 
上 的 一 条 连续 曲线 , 30 a GO. {是 可 微 的 ) 将 描绘 w- 平 面 上 的 一 
条 连续 曲线 .我 们 的 目的 是 证 明 ,w- 平 面 的 原点 0 是 zT EE 
个 点 # 的 “ 象 "q(z), 或 者 与 之 同样 的 是 证 明 z-3E T] FEAST f 
通过 ww- 平 面 的 原点 0 
对 每 个 国定 的 ”> 由 函数 ww — (re HAE T EH E 
条 闭 曙 线 y， 即 -平面 上 以 原点 0 为 中 心 ,7+ 为 半径 的 加 y 
[e| m r(a—re' 0908. xp T BE r, 考 虚 线 积 分 久 


Q filii. L. E. Dickson, New First Course in ihe Thearg of 
Equation s {New York: Wiley, 1939), 附录 ,或 L. Weisner, Introduction io 
the Theory of Equations (New York: Macmillan, 1938),p. 145. 

D ”在 证 明 线 积分 的 存在 时 , 必须 用 到 RR HAE WSE 

diargw) = ud v ~ adu 
ut 
HX 3p AE PM S argue =aretg- 
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[t _ [f udv —vdu 
$C, 9 = f (argu) -| rar 


这 大 对 任何 不 通过 原点 w=0 的 曲线 v; 
AGE LBS. GIR viol w--0, 那么 定 
HE 5 的 结论 就 立即 可 得 . ?几何 上 显然 有 
lr, 22) —2an(rT), 这 里 分 支 数 %n(7) 是 
H8 £X v; S8 D C c HEB E PERS OC, 例如 ， 
在 图 9 中 描绘 的 曲线 , 其 n(7) =2. 图 3 

MERE nM r 的 变化 情况 . 因为 &(ret0 是 连续 函数 ， 
所 以 除了 y* 通过 原点 外 ,nn(7) 也 是 月 7 连续 变化 的 ， 再 有 , n) 
一 0 除非 co 一 0, 这 时 0 是 方程 的 根 )， 现 在 假定 09550, 我 们 将 证 
HB, 当 r 充分 大 时 ,nC7) 就 是 9(2) 的 次 数 办 实际 上 , 设 


Qa) — 2" - e, 1am ls 二 eo 
Bit HBAR) 有 
argd(2) =margz + ess ies) 
因此 , 2 s WAA Ye 作 反 时 针 方 向 变化 一 周 时 , argq(z) 得 到 的 改 
变量 是 argz fige se d m fs CRT mto bre 14 Xen 
BUE EE, EH leir 充分 大 时 , 由 公式 (8) 和 (9) 可 知 
1+ Bensa =u 


REZEN ESRAR T Eik ( 画 个 图 加 以 
解释 ) 
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我 们 得 出 结论 ; 当 r SEA KB n (D) — m, arg a CO FS ice t 
是 2mm. EH r WE, y RexEBUBGERS (因为 gtz) 是 连续 
的 ), 然而 , 几何 上 显然 用 , 一 条 绕 原 点 m (EORR, 如 果 不 
是 它 变形 的 某 一 步 通过 原点 , 这 条 遇 线 就 不 能 过 续 地 蛮 形 成 一 点 . 
由 此 推出 , 对 某 个 n.r 必 通 过 原点 , 这 就 出 现 4(z) =0， EEE 

作为 推论 ， 我 们 注意 ， 如 果 plz1) =0， 那 么 根据 佘 数 定理 
C3 3, 5), 我 们 可 以 号 成 p(2) — (z 一 z0)r(lz)， 邵 果 p(z) 的 次 数 为 
m, mL WI SX, ?tzs) 具 有 正 次 数 ,因此 它 也 有 一 个 复 根 4 一 zz 如 
此 进行 下 去 , 我们 就 找到 p(z) 的 加 个 线性 因子 ,如 

PE) —e(z—a)0Q-—2;)- G—24). (11) 
由 此 得 到 ，C 上 前 不 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 的 ， 这 个 推论 和 第 三 
剖 的 唯一 因子 分 解 定 理 合 在 一 起 得 出 

定理 6 任意 复 系 数 多 项 式 可 按 一 种 且 人 议 接 一 种 方式 写成 
(1) 6&3 X. 

EADP po HRE E 21,…, iw XX AER D SEBUUE AE 
DLEVERCR —NIBUTOGSE. URBI C- 重复 出 现 , 那么 它 重 
复出 现 欧 次 数 称 为 根 s 的 重 烤 ， 在 微 积分 学 中 , 这 个 可 以 定义 为 
PRE 2: 点 为 零 的 * 阶 数 ”; 使 得 p(z) 和 它 的 前 v 一 1 阶 导数 在 z 
点 都 为 零 的 最 大 整数 v. 


习 A 
l. ^E] 83.8 一 般 的 唯一 性 定理 , 证 明 ; 分 解 式 (11) 的 唯一 性 . 
23， 证 明 : 任何 有 媒 复 兰 数 ， 如 果 对 所 有 的 :都 取 有 限 值 ， 则 它 是 多 
TA. ` 
3. MARRIR, 2), SMAR OD, "ERR AUR 
单位 元 素 的 交换 环 吗 ? 构成 域 吗 ? 


也 ”这 作为 平面 拓扑 学 中 的 一 个 定 再 已 经 证 明了 . 例如 参看 3. Lefschetz, 
Tniroduction to Topolagy (Princeton University Press, 1949), p. 127. 
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4. WEB: :任意 二 次 地 项 式 可 以 通过 C] 的 适当 的 自 同 构 得 到 形式 
cz(z— 0) gk ezt. 
5. (a) MBA p (Maclaurin) Ze 3& iE B] Ze3X et 2 eosz T $ sing. 
(b) 证 明生 个 复数 可 以 写成 re。 
(c) IER RSEN, 
gis d eit FILES gp . 
2 , 2i 
65、 利用 部 分 分 式 证 机 : 1X CO [CO ERA RT EAE E — A ROW, 
3n E— cfi BERG Zr RO, AMARA PET, T RE PR PE ERG BUE 
7. ME S bz|1d. 


cosa 一 sinz- 


$5.4 Jk8EEE E SES is 


—— TEMBORC 上 ,方程 z= 一 1 有 两 个 根 i 和 一 i=0+ (一 Di 
XLbEzrd-y$exc-y(—1)—z—gí 把 第 一 个 根 映射 到 第 二 个 根 , 反 
过 来 把 第 二 个 根 映射 到 第 一 个 根 ， 而 它们 保持 所 有 实数 不 变 。 而 
且 这 个 对 应 把 身 射 到 和 , 把 积 出 射 到 积 , 这 可 以 通过 直接 代 人 公 
式 (1}) 和 (2) 或 者 应 用 定理 1 米 验 证 .换血 话说 , 这 个 对 应 是 忆 的 
一 个 自 同 构 (C 到 自身 的 同 构 ), . 

我 们 可 以 更 简洁 地 把 这 个 对 应 叙述 如 下 ， 把 数 x—y 称 为 复 

数 2 二 x 十 yi By E zt. 对 应 zhs* 是 C 〇 上 周期 为 2 的 自 同 构 ， 

这 因为 


(zitz) t gt {i (12) 
在 几何 上 这 个 对 应 相当 于 仇 平 面 关 于 * RET Te Bos 53 H.E gE 
相等 的 数 只 有 实数 ， 


共 轿 复数 在 数学 中 和 物理 学 中 (特别 在 波动 力 堂 中) 是 很 有 用 
B. ERENER, 记 和 住 下 面 一 些 简单 公式 是 方便 的 : 


Lid 


a|? =z", 5 一 一 一 一 


用 这 些 公式 可 使 我 们 从 定理 6 很 容易 地 推出 实 系数 多 项 式 的 
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分 解 定理 . 

SE 实 系 数 多 项 式 的 非 实 揽 根 是 以 一 对 共 辑 复数 的 形式 
dA. 

这 推广 了 下 面 热 知 的 事实 ， 二 次 多 项 式 ax? Abete, 425 


式 55—4ac-c0 Bl, E WE SR RA r= xe P tae 


证 明 itp) 为 已 知 多 项 式 ， 我 们 可 以 把 它 写成 01) BÉ 
. 式 , 其 中 z 是 复数 (不 是 通常 的 实数 )， 因 为 作用 在 这 些 根 z 上 
的 一 个 对 应 zzi* 是 自 同 构 ， 所 以 它 把 pGOBRRERILS — 7 rji 
X 


pP“ lal 2e*(z— 2,*) (2—24*) - (2—2,*). 
这 个 多 项 式 的 每 个 系数 是 BOO HMRI, (HD pCO 的 
全 体系 数 都 是 实数 ， 所 以 p{2) 二 2*(z)， 因 此 分 解 式 (11) 是 唯一 
的 , c c* 是 实数 ,并且 z; RE OO Je CST EH BLA JE E c 
EET 任意 实 系数 多 项 式 可 以 分 解 成 ( 实 ) APA H 
别 武 为 负 的 ( 实 ) 二 次 多 项 式 ， 
证 明 上 而 引 理 中 的 实 根 z; 给 出 ( 实 ) 线性 因子 G—20. 一 
Xp3ESE CHE a--bi fü abi (5 半 间 可 以 合 起 来 有 
[2— (a -5bi)]Lz— (a—52)1— 22 —2az 4- (a? - 57), 
它 给 出 只 条 的 一 个 实 系 数 二 次 因子 , 其 判别 式 为 
4a? — 4(a? + 5*) — — 45?«0. iis 
反 过 来 ， 线 性 多 项 式 和 判别 式 为 负 的 二 次 多 项 式 在 实数 域 上 
是 不 可 约 的 后 省 是 因为 它们 只 有 复数 根 , 因此 没有 线 手 因子 ), E 
ZB 7 所 描述 的 因子 分 解 是 唯一 的 , 这 可 作为 一 个 推论 . 


J3 a 


l. RAP: 
(8) (I4 dz-cT3iz*—-24d, 
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(b) se 十 22 一 3 十 1 
(c) za*-F3(z— 2") =d 3i 
2， 解 方程 : 
(a) zz*-F3(z-dz*) 27, 
(b) zz*-d-3(z-F2*) =3i. 
3， 解 联 立 方程 : 
izct(icTri)wes3ct, 
latos (G+Dw a 
4. 851H 8 4. 4A 3E IL 4 推论 2 的 独 耻 的 证 明 ， 
5， 证 明 ， 如 果 我 们 在 实数 系 上 添 吉 一 个 任意 非 线 性 不 可 约 的 实 系 数 多 
TRA RR, 则 可 得 到 一 个 与 蕊 [S ES. 
6. WEH: FERAE LE, dun £o! —4ac-0, M gx? 十 6w 十 5 是 不 可 维 
的 ， 
7， 证 明 ， 保持 所 有 实数 都 不 变 的 心 的 每 个 自 同 风 或 者 是 恒 筹 自 同 构 
tzez), 或 者 是 自 同 构 zi. 


*$5.5 二 次 方程 与 三 次 方程 

8 5.3 中 我 们 证 明了 任 章 复 系 数 多 项 式 根 的 存在 性 , 但 没有 指 
出 如 何 有 兹 地 把 根 计算 出 来 . 在 85.5 和 $5.6 中 ， 我 们 将 指出 
如 何 计 算 二 次 方程 、 三 次 方程 和 四 次 方程 的 报 ， 计 算 过 程 中 只 包 
d Pu dp Xx E Ou, JE. 3. ERO $U2T. n SURE 3 5.150$5.2 
中 我 们 已 指出 如 何 进行 复数 的 这 些 运 算 ， 下 面 讲 的 计算 过 程 也 可 
用 于 任何 别 的 域 上 ， 在 这 些 域 上 ， 任 意 元 卉 的 吕 次 根 是 可 以 侧 井 
By mH +10, 12414120. 

二 次 方程 可 以 用 中 学 代数 的 “配方 ”方法 求解 ， 方 程 


az +bztce= (a#0) (13) 
S fr TCE A EERO d fe] 28. D 25 RE 
214 Ba C0, ( 5-2. c=£) (14) 
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如 果 令 w=z+ (8 2= w5), 以 便 配 成 完全 平方 ,我 们 可 以 
看 到 (14) 式 等 价 于 


wi P Lg, (15) 
Xf w, B, CIEE] z, a, b, c 这 就 得 出 
z= wt (16) 


根据 §5.2, 所 以 有 黄 个 解 . 
三 次 方程 可 以 类 似 地 求解 ， 首先 象 3 4.4 那样 ， 把 三 次 方程 
化 为 形式 
23--pa--g—0, (17) 


然后 做 维特 (Vieta) 变 换 二 w 一 下 一, 结果 得 到 (有 些 项 已 消去 ) 


wil P goo (18) 
27w) 29 7^ 


用 迪 乘 以 各 项 ， 我 们 得 到 关于 w^ 的 二 次 方程 ， 这 个 方程 可 以 根 
据 公式 (16) 求解, 得 出 
w=- EE ND. a9 


FEAR UL w B G 个 三 次 根 形式 的 解 . 把 这 些 解 代入 公式 2 e — D. 


我 们 就 得 到 z 的 三 对 解 , 成 对 的 两 个 解 是 相等 的 . 
阐述 一 下 前 面 定理 6 中 的 公式 是 有 趣 的 ， 例 如 ， 二 次 多 项 式 
的 情形 , 记 
25 Bzc-C—(z—2,) (2—2), 
我 们 有 | 
Zi b£— —B, z,2;—O0, Hitz)? —B?—4C. (20) 
BI-AC- DEAE (14) HAIR. 用 原来 (13) 式 中 的 系数 表 
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类 位 地 , UE 2 zz, za 是 简化 的 三 次 方程 (17) 的 根 , 则 
zı +z tz = 0, Z1% + Z2 t Z2 =p, F12223 二 一 站 (21) 
合并 前 两 个 关系 式 , 我 们 得 到 公式 


p= zzzi, (Goza = —4p—323, 


aiteite = —2p (22) 
我 们 现在 用 
D- H (2, —z2,—P, 
这 里 P(u—z) (29— 23) (z,—23) (23) 


来 定义 三 次 方程 的 判别 式 . 把 了 平方 ， 再 利用 (22) 式 的 第 二 个 关 
系 式 , 通过 一 些 计算 后 我 们 就 得 到 

D=—4dp—270, (24) 
Y zB. 


EAHA: 


定理 8 实 系 数 二 次 方程 或 三 次 方程 ， 如 果 它 的 判别 式 非 章 ， 
EAER 如 果 它 的 判别 式 是 贡 的 , 则 它 有 两 个 虚 松 , 

证 明 根据 定理 7 的 推论 , 或 者 所 有 的 根 都 是 实 根 , 或 者 有 两 
TRARA zi oan oe yi HL an — gis 如 果 所 有 的 很 都 是 实 的 , 则 
对 所 有 ijs, 2,20. BE D2-0. 对 第 二 种 情况 ,有 (21 一 207 
— —4—0, X A A memi ESKBHS BREL (zis) (#2 一 437 = 
(x; —23)* Fr y? 0, 因此 五 一 0. 证 毕 

d (23) i, AE D= 0 给 时 了 检验 方程 有 重 根 的 简单 判别 法 ， 

HIRR, 在 D>0 的 情况 中 , 方程 e pz q--0 的 三 个 根 全 

部 是 实 根 , 但 公式 (19) 却 是 用 复数 把 它们 表示 出 求 . TET) TE 8 15.6 
中 将 指出 这 是 毫 无 功 副 的 . 
.142* 


3j 题 
L WE: 对 任意 复数 Y p. 存在 “满足 # 一 2 一 站 存在 多 少 个 zt 


2， 用 根 式 表 出 方程 的 解 ; 
(a) z*--ia—2. 
(b) £3 3iz—1-$, 
(c) z5--3iz? — 106. 
3， 把 习题 2(8) ~ (0) 每 个 方程 中 的 一 个 根 改 写成 小 数 形 式 ， 
4, (0) 证 明 (22) 式 . (b) uEB] CD X. 
*5. (8) EH: sh3y —sh(3y-2zi). 
(b) 利用 4.4 中 的 公式 (9a) lE MB: 7; atad RA ARR 


sh| LAret c] 一 shy $h WARR - eby E i 3 shy. 


6. it o-o ^ ECHO IHR, EAE Cod 
(a) EN: 26-1 
(b) 推断 :中心 在 {0,0), 一 个 硕 点 在 (1, 候 的 一 全 瑞 五 边 形 中 , 与 这 
个 顶点 相 邻 的 顶点 的 < 坐标 是 号 一 


7， 用 公式 cosg =t te gs cosn0 =T, leos8), HoR T, 3p — ^ 
适当 的 n 次 名 项 式 ， 六 计算 T. T, T, 


"55.6 四 次 方程 的 根 式 解法 

任何 一 种 把 代数 方程 的 求解 化 为 一 系列 有 理 送 算 和 对 某 数 开 
n 次 方 根 的 运算 的 方法 称 为 ^ 根 式 解 法 ”， 

定理 9 任意 % 志 4 次 实 系 ORAS ££ HOP m Sp RE REA 
ER, 

证 明 因为 n=1 的 情形 在 任意 : 域 上 都 是 可 解 的 ， 而 n—2, 3 
的 情形 在 $5.5 中 己 作 了 处 理 , 所 以 我 们 只 须 考 虚 

art +b + es’ +de +e=0, (az-0). 


*gp43 


再 有 , 用 #a 去 除 每 一 项 , 并 用 i4 a E wz( 以 便 配 成 “完全 ”四 


次 方 ), 我 们 得 到 廊 程 
zt+pz?+gz+r=0, (25) 


它 的 根 与 原 方程 的 根 相差 D. [Jb UFRN w (25) 式 等 价 于 


4 u? u? 
2 oru ghp +ga +r =o, (26) 


5 (z 3! -| e-n -qz+( 和 全 -7)]=0 
第 一 项 是 一 个 完全 平方 P 这 里 P=z? 二 名， 方 括号 中 的 项 当选 
B au 满足 (相当 于 判别 式 等 于 零 ) 
=i- gr) (27) 
有 时, 是 一 个 完 金平 方 O MMEA BQGXAGKCT u HERA 
根 式 求解， 如 果 (25) 式 的 系数 是 实数 , 我 们 甚至 可 以 证 明 , EDA 
一 个 实数 uz 满足 (27) 式 , 这 是 因为 , 当 w=p 时 , (27) 式 的 右边 
AF, FRH u> 充分 大 时 ， (27 式 的 右边 大 十 t, RFS 
个 任意 预先 给 定 的 常数 ， 因 此 根据 $ 4.4 定理 4, (27) 式 有 所 要 求 
的 实 根 e. 
把 这 个 常数 w 代入 COD 式 ， 则 (25) 式 的 左边 采取 形式 
-Q= (POP), mx 


(4-240 Jo -o ) (28) 


Q-—-Az—B,  Ac«/u p, B-3. (29) 


《25) 式 的 根 显然 是 (28) 式 两 个 二 次 因子 的 根 ， 后 者 可 神 据 (16) 式 
* dH. . 


求 出 ， 注 意 , 如 果 原 方程 的 系数 a, b, c,d, e 都 是 实数 , 那么 这 两 个 
因子 也 是 实 系 数 的 . 

回顾 一 下 方程 根 式 解法 的 历史 是 有 意义 的 .二 次 方程 的 求解 
由 Hindus 发 现 , 而 它 的 几何 形式 由 弟 腊 人 给 出 (§ 4.1)， 三 次 方 
程 和 四 次 方程 的 求解 是 由 文艺 复兴 时 期 意大利 数学 家 Scipio del 
Ferro (1515) 和 Ferrari (1545) 给 出. 此 外 ,十 八 世 纪 末 ， 阿 贝 耳 
CAbeD fifi? Æ (Galois) HE T PUB UC o5 的 多 项 式 方程 用 
根 式 求解 是 不 可 能 的 . 


习 


l. 用 根 式 求解 2: 一 4z3 十 (十 引 2 二 3i. 
2. 不 用 民 数 基本 定理 证 明 :; 每 个 次 数 nec6 dsl d e XH RR. 
3. 解 联 立方 程 


bore 
Apu! —3— i. 


"85.7 稳定 型 方程 


很 多 物理 系统 是 稳定 的 当 且 仅 当 相应 的 多 项 式 方程 的 全 部 根 
具有 人 负 的 实 部 ， 因 此 具有 这 种 性 质 的 方程 称 为 “稳定 型 "方程. 
在 实 二 次 方程 2 十 Bz 二 C=0 的 情形 中 ， 容 易 检验 它 的 稳定 
性 ， 如 果 CSB, 则 两 个 根 都 是 实数 ， 它 们 具有 相同 符号 当 且 仅 
M zz2=C>0， 符 号 是 负 的 当 且 仅 当 B= 一 (zi 十 22)>0， 和 如果 
40>>B2， 则 方程 的 根 是 两 个 共 轿 复数 ， 它 们 两 个 具有 负 的 实 部 
z,—2, 4 B(X 4 B— —22,— —2247-0.. 这 种 情形 中 也 有 o» B 
>0， 因 此 这 两 种 情形 的 “稳定 性 条 件 是 也 0,C0 . 
在 实 三 次 方程 ”十 4z? 十 Bz 0=0 的 情形 中 ， 稳 定性 条 件 也 
不 难 找 到 ，( 妆 然 ,只 考虑 简化 形式 (17) 还 不 够 . ) 事 灾 上 ， 如 果 所 
a J45 


有 的 根 具 有 负 实 部 , 那么 , 因为 一 个 根 2— —a 是 实 的 , 所 以 我 们 有 
分 解 式 
zd Az? Bz--C-— (za) (zit bz4 e), (30) 

这 里 se>0， 并 由 上 述 情况 知 8>>0，c>>0， 国 此 稳定 性 的 必要 条 
HE A-arb0, B=(ab+e)>0 diC-—acz-0. 此 外 4B 一 0 
—b(a* +ab+ e) —0. 

反之 ; 假定 AL0, B>0, C>0, AB—C-0, 并 考虑 实 分解 
式 (30), 根据 定理 7 这 个 分 解 总 是 存在 的 ， 因 为 ac 二 0->0， 所 以 
a 和 c 有 相同 的 符号 ， 但 是, 如 果 华 们 两 个 都 是 负 的 , 那么 5 必须 
是 负 的 才能 使 ab+e>0, 因此 A: a-- 5-0, HERFS. Bb 
4770, c>0, JEJE HI a? cab c e— a(a-t-b) tero. 4B JE Xe LH 
b— TO Bk Q0) 式 的 两 个 因子 是 稳定 的 ， 因 此 我 们 
证 明了 下 面 结果 

定理 地 实 二 次 方程 2? 十 Bs 十 =0 AG udis Bonos 
BLU de C0. 实 三 次 方程 83 二 As? 十 Ba 车 C0 是 稳定 性 方程 当 
Hdx3 ALTO, B0, 004 AB—U, 


3 题 
13， 检验 下 列 凶 项 式 的 稳定 性 : 
(aj z*--zi-F2z--1, 
(BO z34- 24-22-32. 
2. EH: a KE — SORT EONGCGE WEG, MACH KARR 
须 是 正 的 . 
"3. BEBE SEGRUÉOEGXA ziATUBRBSCIMDRGAG EN CHI 
它 的 所 有 系数 都 是 正 的 ,并且 ABO AD 4 CT, 
"e 利用 习题 3, 求 出 复 系数 一 次 方 礁 2: 十 Rs 十 0 一 0 是 三 定型 方程 的 充 
分 必 标 条件， 提示 : 考虑 (2: 十 Bs 二 0) GS B"z-0*) 0.) 
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第 六 章 ER 


$6.1 正方 形 的 对 称 


“对 称 ” 的 概念 对 每 个 受过 教育 的 人 来 说 都 是 熟悉 的 ， 但 是 击 
对 称 产生 的 对 称 代数 却 只 有 少数 人 人 了解. 我们 将 通过 具体 的 正方 
形 半 称 来 引出 这 个 代数 . 

我 们 设想 一 个 正方 形 硬 纸 板 放 在 有 固定 畏 的 平面 上 ， 使 得 正 
方形 的 中 心 蘑 在 华 标 原点 上 , 正方 形 的 一 个 边 是 水 平 的 。 显然 , 这 
个 正方 形 具 有 旋转 对 称 ; 它 通过 下 面 的 刚体 运动 可 旋转 成 自身 . 

R; EZ vj a» O lne it 90. 

RR": 以 同样 的 方式 旋转 180" 和 270°. 

这 个 正方 形 还 有 反射 对 称 ， 它 可 以 通过 下 面 的 刚体 反射 变 为 
B, 

Hi; 关于 过 原点 马 的 水 平 办 的 反射 . 

V. ATERA O REHAR K. 

D. 关于 了 ,五 象 限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

D: XT LIV 象限 中 的 对 角 线 的 反射 . 

至 此 , 我 们 列举 的 这 些 情 形 包 括 了 七 种 对 称 . 

对 称 代 数 起 源 于 下 述 事实 : 我 们 通过 相继 完成 两 个 运动 可 以 
EATER. Hlin, 乘积 HE 可 分 两 步 得 到 : 首先 把 正方 形 关 
于 水 平 轴 反射 ， 然 后 百 把 正方 形 基 时针 旋 转 90". 通过 王 方 形 硬 
纸板 的 实验 , 我 们 可 以 验证 ,五 BR HRR RRS D 是 一 样 的 ,这 里 
D' XT Ef) ramos faixiy p 5p. 5—3 m. FA 
HR-—D' 可 以 通过 观察 正方 形 的 每 个 顶点 的 变化 来 验证 ， 如 果 等 
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式 两 边 具 有 同一 个 效果 ， 则 等 式 
成 立 ， 例 如 , 在 图 1 ry, HR REGE 
通过 过 T8135] 4, 然后 通过 五 
把 4 送 到 3， 因此 就 把 1 送 到 3, 
这 局 好 与 DP 的 效果 一 样 . 

类 似 地 , EE 定义 为 先 顺 时 针 
旋转 90^ 随后 关于 水 平 轴 反 射 . 
‘注意; 图 1 的 平面 包含 反射 轴 ， 
这 个 平面 可 以 想象 成 不 随 正 方形 Boi 
而 旋转 . ) 

由 计算 表明 RH -DZHE, 由 此 我 们 顺便 得 到 这 里 所 说 的 “ 飞 
法 ”- 般 不 满足 交换 律 ! 但 是 它 满足 结合 律 ， 我 们 在 $ 6.2 中 将 看 
到 这 一 点 . 

读者 计算 正方 形 对 称 的 其 他 冬 积 ($6.4 的 表 1 中 给 出 一 个 完 
整 的 冬 法 表 ) 是 有 音义 的 ， 当 你 做 完 这 些 禾 积 之 后 特 会 发 现 , 一 艇 
地 ， 逐 次 地 把 任 音 两 个 对 称 莱 起 来 便 得 到 第 三 个 对 称 ， 但 有 个 例 
外 , 例如 ,， 当 五 和 吾 ” 相 乘 时 ， 就 会 看 到 它 的 积 是 一 个 使 正方 形 每 
个 点 都 保持 原来 位 置 的 运动 ， 这 就 是 所 谓 的 “ 恒 等 "运动 了 uo 
党 不 被 非 数 学 家 认为 是 对 称 ; 尽管 如 此 , 为 了 能 使 所 有 的 对 称 两 两 
TER, 我 们 还 是 把 工 看 作 一 个 (退化 的 ) 对 称 . 

一 般 地 , 根据 定义 , 几何 图 形 的 对 称 是 图 形 上 的 点 保持 距离 不 
变 的 一 一 变换 ， 容 易 看 出 ， 正 方形 的 任意 对 称 一 定 把 顶点 1 变换 
到 四 个 可 能 的 顶点 之 一 , 而 且 对 每 个 这 样 的 选择 正好 有 两 个 对 称 
于 是 总 共 只 有 八 个 对 称 , 就 是 我 们 已 经 列 出 来 的 那些 . 

不 仅 正 方形 ， 而 且 每 个 正 多 边 形 和 正 多 面体 〈 例 如 立方 体 和 
EC EE 都 存在 有 趣 的 对 称 群 ， 可 以 用 上 面 概述 的 初等 方法 
找到 . 
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类 似 地 ， 很 多 装饰 品 有 有 趣 的 对 称 ， 例 如 我 们 考 虐 一 个 无 限 
长 的 装饰 图 案 


在 这 个 图 案 中 , 箭头 是 洛 着 直线 以 一 英寸 癌 珊 均匀 分 布 的 . 这 个 图 
形 的 三 个 简单 的 对 称 是 :了 , 向 右 平移 一 英寸 ;人 ,向 左 平移 一 英寸; 
妃 ， 图 形 革 于 水 平 轴 反 射 ， 其 他 对 称 { 事 实 上 是 一 苇 对 称 ) 可 以 由 
这 三 介 对 称 反 复 相 乘 而 得 到 , 


习 RB 
1， 计 算 HV, HD, DH, R D,D E, Em. 
2. E RA etn RH, 描述 对 称 TAH 和 HT. 
3. BKRS ROEÉS BUR E, 并 计算 石 各 具有 代表 性 的 乘积 . 
4， 列 出 普通 矩形 的 所 有 对 称 , HHR ENEH ART, 
*5. 正四 面体 育才 少 对 称 ? 正八 面 体 有 多 少 对 称 ? 画图 说 明 . 
*6， 证 明 : 正文 中 的 装饰 图 案 的 任意 对 称 可 通过 五 ,T 和 反复 相 莱 而 


$6.2 变换 8 

对 称 代 数 可 以 推广 到 无 论 什么 元 素 的 任意 集合 8 的 一 一 变 
换 ， 虽 然 常常 把 集合 号 看 作 * 空 间 ”( 例 如 平面 或 球 )， 把 8 的 元 素 
看 作 * 点 ,并且 把 双 射 看 作 如 的 相对 于 适当 性 质 的 “对 称 ”, 然而 在 
任何 情况 下 , 3 的 双 射 还 满足 一 些 非 平 扩 的 代数 定律 . 

为 了 理解 这 些 定律 , 我 们 必须 清楚 地 记 住 $1.11 中 给 出 的 关 
T HM. OE, 满 射 和 双 射 的 定义 ， 为 了 重新 解释 它们 ， 我 们 给 出 
一 些 新 的 例子 ， 同 $1. 11 中 一 样 ， 我 们 通常 用 缩写 记号 uf 代替 
FD GRIE a 通过 了 的 变换 ”), 用 eg 代替 g(x), 等 等 . 

ERU. SO = etn 把 实数 域 民 映 入 复数 域 C， 它 的 值 域 ( 象 ) 


-ipe 


基 单 位 圆 ， 类 人 地 ，9(s) = l2 GERE 9;:C->R， 它 的 象 是 所 有 非 
fa Scan SR 

再 有 ， 考 虑 下 列 整 数 环 Z RD ÉD ARR 如 :Z>Z 和 
PA 


$0 Sm, 
0, Sim 


根据 乘法 消去 律 , do 是 一 一 的 ; 然而 它 的 值 域 仅 由 侦 数 组 成 ,所 以 
óc AEZ ERZE AHH, po 不 是 一 一 的 , 这 因 为 所 有 
奇数 都 映射 到 零 , 但 是 它 把 Z 映 到 Zz 上 , 于 是 p 是 满 射 ， 而 不 是 
单 射 . 

我 们 现在 转 到 变换 代数 ， 具 有 相同 的 定 尽 域 3 和 相同 的 取信 
域 工 的 两 个 变换 由 :8 一 30 4 :S— T, AH EIRMERESILS Ai 
点 上 都 有 相同 的 效果 , 则 称 它们 相等 , 即 

$— 4' 的 意思 是 , 对 每 个 ES, A pó —po, (1) 

再 定 巡 两 个 变换 节 和 和 节 的 来 积 茅 合成 gp 为 它们 相继 指 用 的 
结果 , Je d Je ,然而 这 里 应 假定 站 的 取 值 域 是 ¥ 的 定义 域 ， 换 各 
话说 , 如 果 


nds — 2n, snl 


ótS—T, y iT—U, 

那么 %# 是 由 等 式 piep) = (pd) (2) 
给 出 的 由 已 到 己 中 的 变换 ， 式 中 规定 $y 作用 到 任意 点 PES. $ 
别 是 ， 呈 《到 自身 ) 的 两 个 变换 的 飞 积 总 是 可 以 定 交 的 ， 我 们 现在 
只 考虑 这 种 情 说, 只 要 假定 所 包含 的 乘积 有 定义 , 下 面 证 明 的 恒 等 
式 几 乎 所 有 都 可 以 用 于 一 般 情况 . 

变换 的 乘法 适合 

结合 律 (dip) =p (90), 
这 里 假定 所 包含 的 莱 积 都 有 定义 ， 直 观 上 这 是 显然 的 : ($400 和 
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é CO PRAES ERR 4UR v FUR 6 的 顺序 作用 的 ,正式 地 , 对 每 

个 2€ 5, 我 们 有 

PLADI = pg) (90) =La 910 — LE) = pL(0929], 
BY yg du (GOD 


这 里 每 步 都 依赖 于 溢 法 的 定义 (2)， 也 就 是 把 定义 (2) 用 到 与 每 步 
相对 应 的 等 号 下 面 标 出 的 鞭 各 上， 根据 变换 相等 的 定义 (1), 这 就 
证 明了 结合 律 6 (90) — po - 

集合 态 上 的 恒 等 变换 了 =Js 是 使 态 上 每 个 点 保持 固定 的 变换 
ISS. RRE ATRE 


pr=p, Hi pes. (3) 
AK Emagu c, 直接 推出 
同一 律 Ió—é1—4, *j—EJ 4. 


为 了 验证 这 一 点 , 我 们 注意 ， 对 所 有 的 了 ,有 p04) — GD 6 — ph, 
3 (388, (61 = (001 — pe. | 
现在 回 到 前 面 定义 在 集合 忌 上 的 特殊 变换 加 和 oo， 并 计算 
它们 的 习 积 ， 显 然 
Im， 妆 间 为 偶数 ， 
0, Amos, 
因此 (udo I. 另 一 方面 ， 对 一 切 m€Z. A méuo—m, PUE 
gogn=T 于 是 我 们 称 vo 是 d DECUS Cf de ETUR, 
一 般 地 , 如 果 变 换 4:8 —S fü $1S--S Rf óp —I:8— S, 那 
48k o dk dg kit ook, mui dE puyxd nk 这些 定 艾 同 以 前 
定 交 的 是 “一 一 映 入 的 GRAN I RER ( 满 射 )” 等 概念 有 密切 
定理 1 £44 8S£&-—-—"nhnhnsznu5taesdnkóX 
sk hah Ban E ES. 
证 明 mA 4 RAELA v. 69 — LE: B 26 2 6, 那么 
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9f—p($9) = (PA) p= (p dày —p' (dP) = p'. 
于 是 由 pó—p'ó EH p— x, DE R—— 0g, E, dn 4 
FERLA p M y'é—I. 因此 号 中 的 任何 元 于 4 都 可 写成 
» q—-49I-qQU 4) = (94, 
这 表明 9 EEA Pgp 的 4 象 ， 因此 由 是 映 上 的 . 

反 过 来 ， 已 知 任意 和 :人 S> 态 ， 我 们 首先 如 下 构造 第 二 个 变换 
USOS. ShA ER, 其 中 每 个 点 8 是 瑟 的 一 个 或 多 个 点 了 在 
多 之 下 的 象 , 对 每 个 点 和 在 这 些 点 了 P 中 任意 选 出 名 一 个 点 作为 象 
qv. 那么 , 对 形 为 pó 的 任何 一 个 89, 有 

glp) — (qj) ó — pó — q. 
再 令 忆 随便 按 什 么 方式 映射 全 中 其 余 的 点 89 Simi BR $430 ( 非 
空 ) 集 侣 总 的 某 个 固定 点 上 . 

现在 ,如 果 乡 是 映 上 的 ,那么 每 个 9 都 有 形式 pp, 因此 vd T, 
所 以 内 有 间作 为 它 的 左 道 元 素 ， 另 一 方面 , 如 果 缘 是 一 对 一 的 , 9n 
4, XH 2, Gé)9 —3xEXhE- 09 p, ， 即 上 面 所 说 的 &=34 中 的 
P. Bl gb 一 了 工 所 以 音 是 多 的 右 道 元 素 , 如 断言 所 述 ， 

注 微 积分 学 中 函数 记号 y= 二 Vw) 上 暗示 记 成 y= oa, iA E 
我 们 写成 y 一 2zg; 按照 这 种 记号 ，$ 和 z= 二 内 (9) 的 合成 自然 写成 
z2— (dom, 它 是 作为 z 一 上 (BC2)) 的 缩写 记号 , 并 代替 e— vd p. A 
此 v4 的 意思 是 “ 先 执行 d, HAT VUL D GE CREER 
概念 应 相 妆 对 换 .， 虽然 上 上述 两 种 记 叶 用 任何 一 种 都 是 可 以 的 ， 查 
是 一 定 要 如 免 它们 之 问 的 混淆， 和 然而， 双边 逆 元素 的 意思 保持 不 
变 , 正如 下 面 推论 所 述 . 

推论 1 x4 d:S—S RadAbu RO mE MGE GG cn E RA 
EELE, 4deX d oRox b, SR A HikdkGhiÉ x EOD 5uE 


O 在 这 样 的 点 9 SUE SOEUR PERLT, ERAR $12. 2? 断 言 ; 对 
BD p ARARE DoH p. 
a.. J52 a= 


ERAR., 

事实 上 , 如 果 约 有 布道 元 素 晶 和 左 站 元 素 v. 那么 

0—10— (ó)0— w (60) — b 1— vy. 

把 变换 :S—3 By ND XE RE S 

Sd éd =o !ó-—lI 
的 任 巷 变换 $7!， 这 些 等 式 也 表明 do1 7E d d) OGD 送 元 素 ， 因 
此 进一步 有 

it? Xd uS—S RsApSHd 56 (mi) om 
$71. e od Rosi, 那 妈 起 的 任何 两 个 送 元 素 基 相等 的 , 并 有 

| (6 07!— 4. (4) 

这 个 推论 后 面 将 要 用 到 . 它 可 以 直接 证 明 , 因为 % 只 不 过 是 
这 样 一 个 变换 , 它 把 总 的 每 个 点 a — pé 变 回 原来 唯一 的 点 了 在 号 
是 有 限 的 特殊 情 训 下, 风 是 一 一 的 当 且 公 当 允 是 映 上 的 ,因此 在 这 
种 情况 中 左 北 元素 和 右 逆 元 素 的 更 细致 的 讨论 是 没有 意义 的 . 

对 于 集合 态 亚 另 一 个 集合 工 的 函数 少 :SS 一 全 来 说 ， 定 理 1 及 
其 推论 以 及 它们 的 证 明 也 都 戌 立 ， 我 们 只 须 注 意 ， 堪 赣 元 素 风 或 
者 右 道 元 素 日 是 第 二 个 集合 了 到 集合 如 中 的 变换 , 并 广 意 

pó-—I.UDU—T, $0—I.08—38. 

KE f I,4 AR SAT EAE E, 

我 们 现在 准备 定 交 变换 群 这 一 重要 概念 , aA S EAA 
群 是 指 讲 足下 列 条 件 的 把 号 映 上 她 的 一 一 变换 节 组 成 的 任意 集 
aG: 

(1) S 的 恒 等 变 换 在 中 ; 

Gi) — Ap g EG F, Win iE cs Hoe G h; 

Gi) nÈ g yE G p, WETERE Gh, 

EE? 任意 室 间 总 到 自身 的 所 有 双 射 所 组 成 的 集合 如 是 一 
T XE, 
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证 明 AASI, S Eti SEE PS ERAH, 因 北 工 在 集合 . 
Gh, ERRO ) 满 足 如果 四 在 避 中 ， 出 前 面 的 推论 2 得 
$7 也 是 双 射 ， 因 此 它 同 样 在 中 ， 条 件 (ii) 满 足 ， 最 后 , 任意 两 
^E STR ES Bg——78 Eh d dH. v. ENDRRA UTE. 因为 根据 
假设 

CAPITAT =p TD d= $$ !—I, 
CHB) BO 一 (Có 19) 9 — p = 71e — I. 
因此 dv 也 是 双 射 , JE Eo oC 
(ày) !—9^!ó7. (5) 
ARERR RAHALE TETRA UC FAR AE 


证 毕 

有 限 集 怠 到 它 自 身 的 双 射 通常 称 为 仿 的 置换， 所 个 元 素 的 所 

有 置换 组 成 的 群 称 为 次 对 浆 群 ; 显然 它 包 含 吕 5 个 置换 , 这 因为 

第 一 个 元 素 的 象 k 可 以 有 了 种 方式 选取 ， 然 后 ， 第 二 个 元 如 的 象 
nA ABE E, R TRAR PIA n— 1 种 方法 选取 , 等 等 . 


习 题 

1。 在 正六 形 对 称 群 中 计算 VD, (VD R’, DR’, VDR). 

2， 类 似 习 题 二 计算 ERR CHO RU, OR H) R. 

3。， 设 各 让 所 有 实数 组 成 (或 由 直线 土 的 所 有 点 省 组 成 )， 质 考虑 的 变换 
具有 形式 4 外 一 6 十 下 在 下 列 各 种 情 训 中 , 以 所 捐 定 类 型 的 各 为 系数 的 
所 有 可 能 的 变 软 4 组 成 的 集合 ， 哪些 是 变 挽 群 , JEFSSIB BER. 

QD g 和 5 是 有 理 数 ; 

(b) a—1,b dne 

(c) aci,b Red R 

(D gol, 5 IRS 

(eios EROR b i0; 

(f) a0, a 4D b Kc: 

(g) aU, a JE SERE, b IE SEG 
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(h) asE0. a 是 实数 ,5 是 整数 ， 
0) ax0, o 是 整数 ,5 RECTUS 
(D) az0,a At PRÉ, 5 EN. 
在 这 些 变换 群 由 , gre SE RS 3e 2E id ub oe e d v 
4. HE —LTURUWSUEEgBUS 上 的 所 有 变换， 共有 头 录 个 变换 9 dE 
中 有 人 多少 是 一 -一 变换 ? 
5. 证明: 所 有 不 整数 的 集合 上 的 变换 uos 没 有 正道 元素 ， 并 列 出 两 
AT BB ue (9 E E EE. 
6， 列 出 正文 中 定 文 的 变换 vy.cz—Zm"u4iocx. Foy 
dc 的 两 个 不 同 的 右 逆 元 素 . 
7. EW: AnJE dne 45b E, 352. v 也 有 右 道 元 素 . 
8. 对 于 正方 形 村 称 群 ,计算 [LR 了 FR CLR DR]. 
9. XHEJPIEXSERE, 解 方程 XH =D. 
10， 在 正方 形 对 称 群 中 , 验证 
(RH) I= HR RH. 
11. ERI BEC eT EUER 9 t CE, 并 验证 公式 {5)， 
12. 证 明 : ApJR du duoc 是 一 一 的 , 那 和 由 攻 区 也 十 一 一 的 ， 且 
dE 


(1d im dine. 
13. 证明: 对 性 意 $185, HE] URBES — nr 所 构造 的 变换 v 
满足 óyo-—d. 
*14. WE: ARE- RETRADE- EATEN E dk pisos, 1b S 
38 kA 35 S, 
$6.3 其 他 例子 


立方 体 的 所 有 对 称 构 成 另 一 个 有 趣 的 群 ， 用 几何 语言 来 说 ， 

这 些 对 称 是 保持 立方 体 上 队 访 不 变 的 -… -变换 .它们 被 称 为 “等 
距 变 换 ， 共 有 48 个 ， 为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 注意 到 ,任意 一 个 初 
始 顶 点 可 以 变换 到 八 个 顶点 中 任意 一 点 . 任意 顶点 的 变换 固定 之 
后 , 这 个 顶 虚 的 三 全 相 邻 顶 点 可 以 有 六 种 方式 进行 排列 , 于 是 给 出 
6.8—48 种 可 能 性 ， 当 一 个 项 点 和 它 的 三 个 相 邻 硕 点 的 位 置 确 定 
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时 , 衬 方 体 上 任何 -~ 点 的 位 置 也 就 固定 下 来 , 所 以 整 信 对称 就 知道 
了 ， 因 此 立方 体 恰 有 48 个 对 称 ， 它 们 中 间 很 多 都 具有 特殊 的 儿 
HHE, 例如 ， 其 中 一 个 对 称 是 拒 立方 体 的 每 个 点 反射 成 对 径 点 . 

包含 著 无 穷 多 个 变换 的 一 个 熟悉 的 群 是 所 谓 欧 凡 里 得 群 ， 这 
个 群 出 平面 的 所 有 “等 距 变 换 ” 组 成 , 或 少 用 初等 几何 的 语言 来 说 ， 
在 这 些 变换 下 ， 平 面 同 自身 是 全 等 的 。 这 个 群 由 平移 ， 刚 体 旋转 
和 反射 的 乘积 组 成 ， 我 们 将 在 第 九 章 详 细 讨 论 它 . 

另 一 个 烙 是 由 空间 的 所 有 “相似 变 
换 ” 组 成 ， 即 由 那些 使 一 急 距 离 扩 大 常数 
82>0， 称 为 比例 因子 ) 倍 的 一 一 变换 组 
成 ， 任 意 球面 变 为 自身 的 所 有 刚体 运动 又 
构成 一 个 群 ， 使 平面 上 正六 边 形 网 络 (图 
2) 保 竺 不 变 的 所 有 “等 距 变 换 ” 构 成 男 一 个 
dr RE, B2 

再 有 , -RBRB HARRE, 绳 的 两 端 分 别 固定 在 P. 
Q 两 点 ， 它 可 以 沿 着 这 条 直线 以 很 多 种 方式 变形 ， 所 有 这 些 变形 
构成 一 个 群 (通常 称 为 线段 PO HARE, 

一 艇 地 说 , 任意 集合 的 一 一 变换 , 如 果 保 持 集 合 中 元 素 的 基 个 
或 某 些 任意 给 定 的 性 质 ， 那 么 这 些 一 一 变换 构成 一 个 群 ， 克 莱茵 
(Felix Klein) (Erlanger £j, 1872) 要 办 地 描述 了 ， 不 间 的 几何 
分 支 可 以 看 作 是 研究 相应 室 间 的 那些 在 适当 的 变换 铬 下 保持 不 变 
的 性 质 ， 例 如 ， 欧 几 里 得 几何 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 等 距 变换 
下 保持 不 变 的 性 质 ， 折 扑 学 是 研究 空间 的 那些 在 所 有 同 胚 变换 之 
下 保持 不 变 的 性 质 ， 类 侯 地 ， 射 影 几何 和 仿 射 几何 分 别 研究 空间 
在 射影 群 和 仿 射 群 FF 保持 不 变 的 性 质 ， 射 影 群 和 仿 射 群 的 定义 将 
在 第 无 章 给 出 . 
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习 题 
1， 摘 述 带 有 去 个 等 间隔 轻 条 的 诗 轮 的 全 部 对 称 . 
2， 描 述 一 个 项 点 周 定 的 立方 位 的 六 个 对 称 ， 
8. VES. T ar (e TASSE REL BS C, 这 次 个 平面 分 别 平行 于 立 态 
体 的 两 个 不 闻 的 侧面 、 描 述 STALE 
4， 搞 述 一 些 筑 图 2 的 正六 边 形 网 络 变 到 自身 的 平面 稀 耻 变换 
5， 对 正方 形 网 络 做 习题 4. 你 能 数 出 所 有 这 样 的 变换 吗 (这 是 困难 的 )， 
6， 对 正三 角 网 络 做 习题 4, 并 说 明 这 些 变 换 与 习题 1 的 变换 群 的 关系 . 
7， 对 下 述 儿 种 情况 做 可 是 4: 
(a) EREE, 
(b) 有 限 回 柱 体 ， 
(c) 圆 桂 螺 旋 线 , 即 一 条 围绕 柱 面 并 与 圆柱 轴线 成 定 角 的 螺旋 线 ， 
*8， 证 明 ， 所 有 变换 neat oT Geri RUE a b, e, d EIERE h, 站 
E ad— bc —1) 组 成 一 个 群 ， 这 些 变换 作用 在 由 趟 环 的 全 体 元 未 利 符号 元 素 
<-。 组 成 的 集合 上 . 


$6.4 抽 象 H 

变换 群 决 不 是 其 乘法 满足 86.2 中 所 说 的 结合 律 ， 同 - 律 和 
着 律 的 唯一 系统 ， 例 如 ， 任 意 域 ( 如 有 理 数 域 ， 实 数 域 和 复数 域 ) 
的 全 体 非 零 元 素 都 满足 这 些 定律 ， 因 为 任 登 两 个 非 零 元 素 的 乘积 
是 一 个 非 零 元 素 ; 结合 律 成 立 ; 域 的 单位 元 素 1 满足 同一 律 ,并且 
ac 满足 逆 律 . 

类 似 地 ， 任 意 整 环 的 全 体 元 素 (这 次 包括 零 ) 在 加 法 运算 之 下 
满足 上 述 三 个 定律 ， 例 如 , 任意 两 个 元 素 有 唯一 确定 的 和 ; Jn 
足 结合 律 ; 对 于 加 法 运算 ， 等 满足 同一 律 ， 一 = 满足 逆 律 ， 换 锯 话 
说 , 任意 整 环 的 金 体 元 素 在 加 法 之 下 构成 一 个 如 

为 方便 起见 ， 我 们 引进 包含 上 述 和 其 他 一 些 例子 的 群 的 抽象 
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定义 县 有 二 元 运算 的 元 素 集合 G. (0x X8 68 6 dE; Gi) 
有 一 个 满足 同一 律 的 单位 元 素 5 (iii) 对 每 个 元 素 中 有 元 素 an! Gs 
Jp a HEALER, 则 这 个 集合 个 称 为 群 ， 

我 们 可 以 不 提 变换 , 用 许多 方式 抽象 地 给 出 群 的 定义 , 这 样 定 
交 的 群 常常 称 为 抽象 群 . 

在 讨论 抽象 群 的 时 候 ， 元 素 用 小 写 拉丁 字母 a, b, c, KE 
示 ， 徘 积 记 号 “ab" 通 常用 来 表示 上 的 两 个 元 素 4 和 5 在 群 的 运算 
之 下 而 得 的 结果 , 但 是 其 他 记号 , 象 “a 十 6” 和 “ao8" 也 同样 适用 .在 
乘积 记号 中 , 用 “e” 表 示 单 位 元 素 ， 定义 群 的 三 个 定律 变 为 

$544 abc) = iabe, 3*Xj— Ula, b, c. 

同一 扫 oe—en—a, 对 一 切 a. 

E 4k an-aa—e, 对 每 个 & MEA o 

其 运算 满足 交换 律 的 群 称 为 交换 群 或 阿 贝 十 群 。 利 用 这 个 酸 
念 我 们 可 以 把 域 的 定义 简化 如 下 . 

定义 ”集合 也 满足 于 列 杂 件 时 称 为 域 ， 耳 在 两 个 叭 一 确定 的 
二 元 运算 一 一 加 法 和 乘法 之 下 是 封闭 的 , 并 有 

(i) 在 加 法 之 下 , FERA PRAEH GARS; 

(ii) 在 率 法 之 下 , Fobdkbonk Epx E eddy 

(ii) g eiA g: a(b-re)—ab-ac. 

为 证 明 这 个 定义 同 $ 2. 1 中 给 出 的 定义 是 等 价 的 , 我 们 注意 ， 

里 给 出 的 公设 , ER Y Gr ERE TIS E E £r HRS 包含 前 面 对 域 
- 切 公 设 ， 这 可 以 详细 地 验证 . 

本 章 的 第 一 节 中 的 一 些 结 果 现 在 将 老 现 为 下 面 关 于 群 

P 

定理 3 在 任意 群 中 , ra=b 和 oy 二 5 有 唯一 解 ， 分 别 为 %w 二 
ba^! fe y—a b. 因此 而 ca—da 可 推出 c—d, Fl TEX; ac—ad TH 
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出 esdi X5). 
证 明 如 果 e@-: 是 在 道 律 中 确定 的 元 素 ， 显 然 ， 《pa a= 
b(a la) =Be=b， 类 似 地 , ala 3) 一 5， 反 过 来 ， 由 w 一 5 可 推出 
r= Xe 二 waa | = ba^, 同样 地 , 由 ag — b 可 推出 8 二 a 18， 
注意 ， 在 这 个 证 明 中 并 没有 假定 a '! 是 满足 xa e 的 唯一 的 
JERR. 但 oi! 确 是 唯一 的 , 这 是 因为 ， d xa e, WI 
a—ace—c(aa D) = (za)a !—ea !—a |. 
类 似 地 , a! 是 使 得 ay =e 的 唯一 元 素 . 
因为 根据 定理 3， 在 任意 群 G 中 方程 esme 和 ayn e 有 了 唯一 
B BIDS cedi ga. 因此 我 们 得 到 
推论 ” 群 有 唯一 的 单 性 元 素 ， 并 且 对 每 个 元 裳 G 有 唯一 的 
ia. | 
定理 生 前 面 所 述 的 群 的 定义 中 ， 同 一律 和 送 神 可 以 用 较 能 
的 形式 来 代替 . 
让 同一 律 ”对 所 有 的 元 素 c. 存在 某 元 素 68, 满足 eaa. 
E iP Bk o 对 给 定 的 元 束 a HARAR a3 a ase. 
证 明 ”如 果 这 些 弱 的 定律 成 立 , 则 左 消去 律 世 成 立 , Bn ca — 
.cb 可 推出 e=5， 因 为 我 们 只 须 用 o ERP X ca - eb 的 两 边 ， 
BUB A fERGLSI (c7!) Cc71e) b, 这 就 是 en — eb, def a=b. 
给 出 的 这 个 左 单位 元 素 也 是 右 单位 元 素 , 这 是 因为 
niae~es=e=a la, 
再 根据 左 消 去 律 , 因此 对 所 有 的 m 有 neca. 最后, 左 逆 元 素 也 是 
右 逆 元 素 , 因为 由 于 左 单 位 元 素 也 是 右 单位 元 素 ; 则 有 
a^7!(aa )) = (a la)a t= ea !—a !—a le, 
现在 再 用 左 销 去 律 , 得 aac! — e. 这 就 完成 了 我 们 的 证 明 ， 
违 有 很 多 其 他 的 群 公 设 系 统 ， 常 用 的 一 个 是 按照 除 语 的 可 能 
性 来 建立 的 , 如 下 所 述 : 
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定理 5 4a X GA —AdbETEEA., AGbGRGEGdks E 法 之 下 
AG nds, xp PAE AAA M ZH xa—bdeay-b AG PARE 
fe g, JR Z GA —^H, 

证 明 留 作 习 题 ( 习 题 12). 

除了 对 任意 群 G 把 有 关 乘 法 的 代数 定律 系统 化 以 外 ， 当 如 的 
TARH, ALTES TEL HE PE" BOE UG. rh FEET JC 
素 乘 积 的 特殊 构成 法 则 ， 这 个 乘法 表 是 一 些 元 素 的 正方 形 阵列 
表 的 最 左 一 列 和 最 上 一 行列 出 群 的 所 有 元 素 ， 表 中 对 应 着 最 左 列 
上 的 4 和 最 上 行 的 8 的 那个 元 素 是 姜 积 ab. ( 按 此 次 序 )， 

为 举例 说 明 , RIER 1 PRAT ESERE 这 
个 表 的 计算 叮 以 按照 § 6.1 中 证 明 的 ZR—D' 和 RH=D 的 模式 
米 进行 ， 共 他 方法 将 在 §6.6 中 描述 . 


3S1 正方 形 对 称 群 

r | P| H 万 | 有 

| d |! [n | gmiH|rlnpl|nmr 
i E | R | W R! I | n D' v a 
ri|ry|mir:r|n|ir|nui|r»i|n 

| nt | me | I Iz] p p! HF 
|n H unimi|r 五 | e| R 
V v[n|m Dim|rinm!s 

p| | R | p | p lR] R” | I | BE: 

D sr,» Him|nimrc 


关于 和 群 的 天 部 分 性 质 可 以 直接 从 表 中 看 到 ， 例 如 ， 单 位 元 素 
的 存在 考 明 ， 半 一 行 和 相应 的 列 一 定 分 别 是 顶头 一 行 和 最 左边 一 
列 的 复制 蝇 ， 方程 ay=6 可 解 意 味 着 9 所 在 的 那 一 行 一 定 包含 元 
素 5; 因为 解 是 唯一 的 , 所 以 了 在 这 一 行 中 只 能 出 现 一 次 .一 个 群 是 
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XPRÉEESA HL PUE eT EM feig OA LARA fun 
联 线 ) 是 对 称 的 , 遗憾 的 是 , 结合 律 不 容易 从 这 个 表 中 直观 地 看 出 . 
3 题 

l. dia b.c 是 群 的 固定 元 素 , 证 明 方 程 z#9x684=xbe Uk — RE. 
2. WW; 在 2» 个 元 素 的 群 中 , 除 单位 元 隶 儿 还 存在 一 个 元 际 间 它 的 这 
3， 全 体 下 实数 在 加 法 下 构成 一 个 群 吗 ? 在 屠 法 下 构成 群 吗 ? 全 体 侦 数 
在 加 站 下 构成 群 吗 ? 全 体育 数 呢 ? 为 什么 > 
4. dr 11 36d Za p, 下 列 集 台中 哪些 在 乘法 下 构成 群 。 
(a) (1,3, 4, 5, 9), 
(b) (1,3, 5,7,8), 
(c) (1,8), 
(d) (1,10). 
5. WH: (DAP eR XRIPCE gu A cec RU HE — EENE GET: 
ba ji e, a, b, op 中 的 一 个 , 显然 的 情形 除外 .) 
6. WEH: 恕 傈 在 一 个 群 中 srs, Pre. 
7. TIIR HERE AER — T dE RS 
a | b C d 


| 
lelea 


ejaļ|ajeja 


d € 


8. MEH: $1.2 bzkERI 2, 4 $06 fc fE EE Ph EH eor. 
9. 下 列 数 集中 哪 一 些 是 群 # 为 什么 ? 
(a) 所 有 有 理 数 , 在 加 法 运算 之 下 ， 在 秉 兴 运算 之 下 ， 
tb) 所 有 无 理 数 , 在 乘法 运算 之 下 . 
(c) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 莱 法 运算 之 下 ， 
(d) 所 有 绝对 值 为 1 的 复数 , 在 运算 zoz'=|z|*z' 之 下 , 
(e) 所 有 整数 , ERNA TF. 
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(f) 生意 整 环 的 全 体 单 位 (5 9.6), ERRAT. 
10. 证明; 下 州 公设 系统 撕 述 一 个 阿 凡 耳 群 : 
Ci) Xp—Ul a, b, c H (ab) e= alob); 
Cii) 定理 4 的 “ 左 间 -- 律 "成 立 ; 
Gi EPR 4 Bo fug" uou. 
"D. 证 图: fno RRGCBBUDHGO€XxDE =e, 那么 全 是 交换 群 ， 
"12. EREA S. GET: 如 果 ava, 那么 上 是 右 单位 元 素 , Jp B (EG 
单位 元 素 等 于 左 单位 元 素 .) 
*13， 设 是 一 个 非 空 集合 , 在 情 法 运算 之 下 是 圭 逆 的 ， 并且 满足 ab ba, 
albe) = tabje, B ar= ay n HEM r=y. 
(a) WEBB: 35 SCEQR, MS iE RE. 
(o 和 证明; SARRAR, WIS ETEABEA — p RE nj, 


$6.5 E — 44 
考虑 实数 整 环 上 的 变换 xlog x， 我 们 知道 , 24 eR 0-— 
s< +o biih, log x 就 在 区 间 一 <=<w< o kEm 也 
就 是 说 , 这 个 对 应 是 正 实数 系 和 全 体 实数 系 之 间 的 一 一 对 应 { 道 变 
换 是 ¥Pe)， 而 且 对 所 有 的 xg， 有 1og(w8) —logz--log y, 于 是 
我 们 可 以 用 相应 的 和 的 计算 代替 乱 积 的 计算 ， 事 实 七 ， 这 是 对 数 
主要 的 实际 用 途 . 
其 次 , 设 Z 是 模 3 整数 构成 的 域 C3.10), 并 设 女 是 等 边 三 角 
形 到 自 午 的 刚体 旋转 群 。 如 果 D, RER 分 别 表示 转 过 0.1207 
和 240 的 旋转 ， 那 么 把 整数 同 旋转 联系 起 来 的 对 应 01, 1 
Z2eRBR' 是 个 把 Zs 中 元 于 的 和 映射 成 台中 租 应 旋转 的 乘积 的 双 
5j, (m, EIE 
14-220(mod3) e  RR'—I, 
2 二 2 三 l (mod 3) e E'R =R. 
这 些 都 是 $1.12 中 所 谈 到 的 * 同 物 ” 一 般 概 念 的 例子 . Sx BE 
念 对 和 舒 来 说 比 对 整 环 更 简单 也 更 重要 . 
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EX SS EG de G' 之 间 的 同 构 指 的 是 它们 元 素 之 间 保持 
群 的 来 法 的 双 射 goa', PERA, X aea 和 beb, wabad. 

例如 ， 在 第 一 个 例子 中 我 们 措 述 了 下 实数 秉 法 群 与 实数 加 法 
群 之 闻 的 同 构 ， 在 第 二 个 例子 中 ， 我 们 指出 一 个 借 3 整数 加 法 群 
号 正三 角形 旋转 对 称 群 之 间 的 问 构 . 

XAH, REIH Ol, 1:22, 24, 819 3 是 模 4 HC LEE Eg 
5 非 零 整数 莱 法 群 之 间 的 同 构 ， 通 过 比较 模 4 整数 加 鞭 群 的 加 法 
表 和 模 5 非 零 整数 彝 法 群 的 莱 法 表 来 验证 这 个 结果 是 方便 的 ， 见 
表 2 和 表 3. 


E2 *3 
+lo 1 2 3 xil 2 4 3 
olo 1 2 3 i|1 2 4 3 
1|1 2 3 0 2|2 4 3 1 
2|2 83 0 1 4|4 3 1 2 
313 0 1 2 3|3 1 2 4 


依次 我 们 有 ， 模 4 整数 加 话 群 同 构 于 正方 形 旋 转 对 称 群 ， 通 
过 比较 表 2 fuge 1(86. 4 的 旋转 部 分 可 以 验证 , W 射 0e> 12, 
2e-R', 3e 8" 是 一 个 同 构 . 

同 构 的 概念 很 重要 , 因为 它 使 我 们 认识 到 , 完 金 不 同 内 容 的 群 
从 抽象 群 论 的 观点 看 可 以 看 成 同一 个 群 ， 同 构 的 群 抽象 节 认 为 是 
同一 个 群 (它们 的 差别 仅 在 于 它们 元 素 符 号 的 不 同 }， 这 个 事实 可 
以 在 很 多 情况 下 看 到 . l 

fü HREN, 两 个 有 限 群 如 和 同 构 当 且 仅 当 通 过 适当 
的 替换 ， 从 如 的 群 表 可 以 得 出 G' 的 群 表 ， 从 &6.4 的 倒数 第 二 向 
可 以 得 出 ,FF 是 阿 风 耳 群 当 且 可 当 如 是 阿 风 耳 群 , 也 就 是 说 ,一 个 
有 限 阿 只 和 直 攻 的 任何 同 构 象 是 阿 贝 耳 群 ， 还 有 , 在 其 他 方面 , 同 构 
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的 性 质 很 象 相 等 . 

定理 6 X EGET GU SE SE Wer ES. pu 
的 和 传递 的 关系 ， 

证 明 自 反 性 是 显然 的 {每 个 群 通过 伍 等 变换 辐 它 自身 同 构 ). 
对 于 对 称 性 , 设 acar 是 GG 和 0G' 之 间 的 性 意 同 构 对 应 ,因为 全 是 
UM, MATARA T, T EF 到 GG 上 的 同 构 ， 量 后 ， 如 果 
了 把 吾 同 构 地 映射 到 8 k t T 把 多 同 构 地 映射 到 GG” E, 35 
ATT 就 是 如 和 全 ZARAR. 证 毕 

值得 注意 的 是 ， 定 理 6 及 其 证 明 对 于 整 环 之 间 的 同 构 同 样 成 
立 ; 而 且 对 于 任何 类 型 的 代数 系统 之 间 的 同 枸 也 都 成 立 ， 

定理 7 在 两 个 群 同 构 之 下 ,它们 的 单位 元 素 相 至 对 应 ,相应 
JL 6 3n AR XR E, 

证 明 方程 ax 一 a PE AE e 对 应 到 a'z— a! 的 唯一 和 解 6', 因 
此 单位 元 素 相互 对 应 ， 所 以 ，G 中 方程 wz= e 的 唯一 解 9-! 对 应 
$4 G' rp; f&a' se 的 唯一 解 和 1， 这 就 完成 了 证 肯 ， 

我 们 最 后 证 明 著 名 的 凯 菜 (Cayley) 定 十， 这 个 定理 可 被 解释 
Ay AE IE HL SE SEE o AR ZEE, 

定理 8 Gd ESEG E —EXE SN, 

证 明 ”把 由 人 @ 的 所 有 元 素 组 成 的 * 窑 间 ” 上 的 每 个 变换 外: 一 
zac, H GIG os a 联系 起 来 . 因为 由 eg=egs 可 推出 6= 
ea eb — b, 所 以 G foo do] ze SE ER EPA FL Med, — DEDE PUB RS 
£, E 

E papi) = ha) pe — (xa) pa Gee) b =a lab) = Epas (6) 
MARR 加 四 = 因而 所 有 6.0958 & G' 包含 任意 两 个 变换 ， 
就 一 定 包 含 它 们 的 乘积 ， 再 有 ， 因 为 对 所 有 的 xdixó.—r6—m, 
所 以 G' 包含 单位 元 素 ， 我 们 可 以 类 伏地 证 明 , 对 所 有 的 e. (5:2 7 
存在 ,并 在 p, KRECE ġa 因此 全 是 一 个 变换 群 ， 根 
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据 (6), 它 与 G FW, 


J 题 


+， 下列 群 中 , 任意 两 个 群 都 同 构 吗 ? 
(a) Apu — fO TES Ska, 
(b) 正方 形 对 称 群 ， 
(c) yria né BER, 
(d) 3&6 整数 如 法 群 . 
2. 与 可 和 1 同样 的 问题 . 
(a) 下 方形 的 旋转 群 ， 
(b) 矩形 的 对 称 群 . 
(c) 苏 形 (等 过 平行 四 边 形 ) eR B, 
(QD BE 13 整数 1,5, 8, 12 Rtt, 
(e) BR 12 43€ 1.5, 7. 11 的 乘法 群 ， 
3. (4) EI: "ODER mtn iim, neZ) unique 27 
(m, n€Z) B A MEA TRE REF Sg. 
(b) £& BIB I 55 SECIEE Io Sr Erg e d RE I T RE. 
*d， 非 零 实 数 构 成 的 乘法 群 与 所 有 实数 构成 的 加 法 群 同 鬼 吗 ? 
5。 和 确定 Z 的 加 法 群 与 正方 形 的 旋转 群 之 问 所 有 同 构 ， 
6. (a) 列 出 正 才 形 对 称 群 与 正方 形 四 个 项 点 上 2 3, 4 上 的 变换 群 之 问 
的 同 构 . 
(b) 象 定理 7 那 祥 明 显 地 指出 ， 丙 个 群 中 的 这 元 素 在 这 个 同 构 之 下 
是 如 何 对 应 的 ， 
?7， 计 正六 过 形 的 旋转 群 , 做 习题 6. 
8、 列 出 与 下 列 每 个 群 同 构 的 变换 娠 , 说 明定 理 8. 
(a) BH SENE mp E 
(b) BCRIESE SCHECE REL DEI SIE US RE 
(c) B 8 整数 加 洁 群 . 


86.6 M F BP 
在 任意 群 中 ， 元 素 a 的 整数 二 a 可 以 分 别 对 正 指数 , 零 指 数 
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和 人 负 指 数 来 定义 ， 当 m0 时 , 我 们 定义 


a*-—ua-a--du Gm^- BI T», au £, aq? {a 1)™. CT) 
两 个 普通 的 指数 定律 成 立 : 
aa =at, C =a", (8) 


另 一 方面 , 一 般 来 说 , (a6) Fabr CUOI 2). 

如 果 两 个 指数 * 和 都 是 正 的 ， 那 么 定律 (8) 可 由 定义 (7) 直 
接 推出 (参见 $1. 5). 对 于 (8) 式 的 第 一 个 定律 的 其 他 情形 , 当 r 
和 a 中 有 一 个 可 能 为 零 时 , (8) 式 立即 得 出 ; 当 了 和 。 两 者 都 可 能 
为 负 的 时 ，(8) 式 可 从 定义 (7) 的 最 后 一 个 公式 直接 推出 ， 剩 下 的 
情形 就 是 一 个 指数 为 负 一 个 指数 为 正 ， 比 如 ?一 一 ms 一 mu 其 中 
m-0,nr-0. 这 时 

a "a" = (a`!) "g^ = (a 7-87) Caa). 
m^ n 
根据 结合 律 我 们 可 以 相继 消去 一 些 4 和 a Rai a7. H nomm Bh, 
留 下 aa, i md. 留 下 菜 些 逆 , (aT Lacon, 这 
两 种 情形 我 们 都 得 到 所 要 求 的 a tan =at, 
(8) 式 的 第 二 个 定律 可 以 更 简单 地 证 明 ， 如 果 s WE, Ah 
《8) 式 的 第 一 个 定律 有 | 
aaa s artnet gt, 
TAF 
AUR s 为 负 , 注意 不 管 了 是 正 的 , 零 和 负 的 , AE (97) =a, RiT 
可 以 做 类 似 的 展开 ， 如 果 s 为 零 , 则 立即 可 得 结论 ， 
定义 ” 群 中 元 素 引 的 阶 是 指使 得 a" 一 6 成立 的 最 小 正 整 数 加 


D rT TAP J ARP a tpa" 共有 月 7 十 小 因子 再 有 ， 每 弓 有 了 个 因子 
"a" s 组 上 共有 ra "BITE. 

D $1.4 8 RIEFEBIUEE T mE. 
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m, de X Apad IORGEGECT eQGUE XC a BORGO. RHG 
€ $ X—^LEsG tod» xÓq d, MG dm 
HAAR x MR EEG 8k EL 

fiim, iL EGO H S A G ER R REE h R PU A E 
R, R°, R* 5p R1 R, AER ETE E EER 90°, ix RETE A 
等 同 地 可 以 由 E? 生 成 QS Ramat MEE 900. 这 因为 局 = 
GP), R= (IS t E R 一 起 组 成 这 个 群 . 

定理 8 Eiga LAMH G, Satu 
G (ENIM EXT). 事实 上 , 如果 开 的 阶 是 无 穷 , MAGATE 
数 加 法 群 ; 如 果 如 的 阶 是 某 有 限 整 数 2 EG ELS TOR n IE Es 

证 明 Hb aeHBDn 

e= g (af) l -a'a7*—a'7*, (95 

这 里 用 了 公式 (8)， 再 看 , rcs. 刚 或 ">>s 3E scr. Ed, dnd 
6 的 防 是 无 穷 ， 那 么 不 存在 整数 Ts tiae, 所 以 不 存在 a 
的 两 个 不 间 的 宕 是 相等 的 ， 此 外 ， 轩 48) 有 aoa =a, 因此 对 应 
a "Ps 合群 G 与 整数 加 法 群 同 构 , 这 就 证 明了 定理 的 第 一 个 结 诊 . 

如 果 的 阶 是 有 限 的 ， 那 么 使 得 a =e 的 整数 的 集合 包含 
零 , 由 (8) 可 知 这 个 集合 还 包含 它 的 任意 两 个 沧 素 的 和 与 差 . 因此， 
根据 §1.7 EMG ae SARH t Eat n k, 所 以 根据 
ZAXOLc-a YER n|(r—5); ERE =w Ra 
r=s(mod n), 最 后 ， 再 由 (8), 有 aama, PAVAS ar G 
到 模 * 整数 加 法 群 的 同 构 . iE 

定理 9 的 一 个 推论 是 , 任意 循环 群 如 的 元 素 个 数 ( 称 为 群 @ 的 

阶 ) 等 于 的 任意 一 个 生成 元 的 阶 , 尾 意 两 个 同 阶 循环 群 同 构 . 

l EHHA EE TEE AH PAP EE AME ER 
的 :事实 上 , X 1(56. AH 
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R'-I, R-R, R=R', RR": 

H=H, HR=D, HR?—V, HR5—D. 
TERTIA HEC SERE RT ME — Bh 3€ zy, HS, Hp $—0,1, 
j=0,1,2,3. WE5b, RAH XS B 

R—ILHt—IQRH-HB. 
这 些 等 式 称 为 “定义 甘 系 "， 因 为 这 些 关 系 可 以 使 任意 两 个 元 素 的 
RFR HE G=, 1HER APRE. DU 
DV=HRHR= HHRR:—IR=R, 
类 伺 的 计 咎 将 给 出 正方 形 对 称 群 的 整个 冬 法 表 ( 表 1 ). 


习 题 


1。， 利 用 定义 =a, t= ara, 对 正 指数 用 归纳 法 来 证 明 公式 CD. 
2. WE: nA Gh —U]e, 5, E. — BE SES m A (ab) abn IA G 
Rcg. 反之 亦 真 ， 
8. 名 阶 钵 环 群 有 几 个 不 同 的 生成 元 ? 
4， 证 明 : 如 果 6 郊 素 的 充 换 群 包含 一 个 3 MTER GE AGAT RE E 
环 群 . 
5. (un) HET SEX 1,2, e, 6 ELLE LEE AER EF ERE 
(b) HE 8 dE3E 1,3, 5, 7 RIRE ES e 
(c) 3& 9 SES. 1, 2, 4, 5,7, 8 EER ANAE aE e A RE IT 
6. VEULELAE G hmi a fk R. 证明: a* "EEG SERS E 55m 


7 在 习题 6 的 假定 之 下 , 求 G 的 任意 元 素 a 的 阶 . 

8， 求 正方 形 对 称 娠 中 每 个 元 素 的 阶 . 

9. IB GE LOS GR Sy me, cy yz HATE rH y ERG 
BU Oo st TE. 

10. EEIE D, EIE n MOERTI IRER IR OS nm 4 时 ，D, 就 是 
EDIK RRD. IES: D,E% 7n xd JG IUOS R H SER X HE 
RAH idi id mI, Hts d, RHGHEUC. 

*1l. A WP EL AERE ER REERREU SELOEHRUE XO. ZAR 
i68 


中 任意 两 个 同 构 吗 1 
288 Ee TEE EB 1-25 ift 3c PEE E fj s 
Te OM 


"12. x 86.3 中 的 习题 1, 2, 4 和 5 进行 与 上 题 类 似 的 讨论 . 


86.7 F — & 


iR fH EIEBKSEELOBO Din, EPT EREE 
方形 对 称 群 的 一 部 分 ， 再 有 ， 根 据 对 称 性 诱导 插 的 正方 形 基 点 的 
从 信 置换 构成 的 群 , 是 这 些 顶 点 的 所 有 41 = 24 个 置换 组 成 的 置换 
群 的 一 部 分 ， 侦 数 加 法 群 是 整数 加 法 群 的 一 部 分 . 

这 些 例子 提出 子 群 的 概念 ， 群 G 的 一 个 子 集 8， 如 果 关 于 @ 
I —76i8 TE GERD S 本 身 也 是 一 个 群 , 那么 称 仿 为 G 的 子 群 . 
:在 任意 群 他 中 ， 仪 由 单位 元 素 e 组 成 的 集合 是 一 个 子 群 ， 整 
个 群 召 所 是 它 自己 的 -- 个 子 群 ，G PREFIL COTH ema 
的 子 群 称 为 真子 群 ， E 

3EXE 10 — SEG E EE RR RO ES B 仅 当 (由 人 和 再 站 
S Phab ASt: (Gba AS taa! AST 

证 明 在 这 些 假设 之 下 ， 显 然 8 是 一 个 子 群 ， 结 介 律 是 显然 
的 ; 因为 至 少 有 一 个 元 案 a YE S p, 所 以 G 的 单位 元 素 eaa! 在 
Sp 群 的 其 他 公设 已 被 假定 ， 反 过 来 , 我 们 必须 证 明 存 任 一 子 群 
中 人 fGD por. G 的 任意 子 群 的 单位 元 迪 z=e! dE IS ww 一 zx, A 
此 它 是 如 的 单位 元 素 (§ 0.4 习题 6)， 由 此 可 以 推出 ,因为 对 任何 
753 a. G 有 且 仅 有 一 个 北 元 素 ， 所 以 存 子 群 中 任何 元 素 a 的 首先 
KICA prEN eK EA TEA, Ai) 成 立 ， 条 件 
ETE T3 

HTAR COn) ERa übbAdia7cia—a"—e, A iea 
= :en 1， 守 是 我 们 有 下 而 简化 的 条 件 . | 

* 169 * 


定理 11 pP EdRTCBÓEGG GGG RSRS P 
任意 两 个 元 素 的 率 积 仍 在 加 中 

在 已 知 的 非 阿 贝 耳 群 G 的 记 有 子 群 中 同 ， 最 重要 的 一 个 子 群 
ROG 的 中 心 。 它 定义 为 ， 对 一 切 xEG iig XS ax = 和 的 所 有 元 
素 a€G 的 集合 ， 我 们 留 给 读者 验证 .实际 上 , ERU EG B 
E 

确定 一 个 特定 群 @G 的 全 部 子 群 ， 一 般 来 说 是 给 困难 的 .在 G 
是 循环 群 的 情况 下 , 我 们 现在 来 确定 它 的 全 部 子 群 . 

定理 l2 循环 群集 的 性 何 子 人 群 是 补 环 群 ， 

证 明 设 巡 由 元 素 a MRHAR. W e 和 a 在 3 中 , 则 由 定 
H 10,a'*'—a'a! P a o a lat) ARAE S e, AE, tE a ES p 
B Sir s £8 ui i6) er 6 on DT TEHA, 所 以 他 这 个 集合 
由 某 一 个 最 清正 指数 7 的 所 有 倍数 组 成 (81. 7 定理 6)， 同 而 三 
AMER a*' = (ay 组 成 , EIE S JUL ot 为 生成 元 的 循环 群 . 

4£ G 25 Jc UR E ER P. 每 个 +>0 确定 不 同 的 和子 群 ， 如果 如 有 
n 个 元 素 , 那么 , A a^ e EES h, MARA IE n HAF 
r>0 SERI RB ESSE) G Mud. mixed. 

^ üsbi—3G3 dT p. RREA EN ERRE 
的 全 部 子 群 ， 通 过 验证 86.1 给 出 的 这 个 群 运 算 的 定义 ， 我 们 找 
到 了 全 部 真子 群 , 每 个 子 群 保 拌 下 列 八 种 构 形 中 的 一 种 不 变性 : 


一 对 角 线 一 加 一 而 
LI, D, D,E] LI. H, V, R] [I, R, R', R") 
一 轴 和 一 对 角 线 顶点 1( 或 3) 顶点 2( 或 4) 
[ZR] CD] LI, D'] 
一 化 直 边 一 水 平 边 
[£, H1 (Vj 


(D 当 集合 9 仅 由 零 组 戌 时 , TC r -= 0, XC AE IEEE, 
» 170 。 | 


这 里 保持 击 不 变 的 变换 , eT TER ISCU TE JI TE DL REG IEE, 
所 有 这 些 子 群 可 以 在 一 个 表 上 按 它们 相生 之 间 的 关系 表示 出 来 ， 
其 中 每 个 群 用 向 下 的 线 或 一 忠 线 问 它 的 所 有 子 群 连接 起 来 ， 如 图 
3 所 示 . 

G 


| 
[7,D,D'.R'] [R.R R" CI H.V.R!] 


| 
noi L pj n le uah pes 
OU 一 一 一 一 


| 
I 


图 3 


不 用 几何 方法 我 们 也 可 以 找 出 所 有 这 些 子 群 ， 事 实 .E， 把 群 
的 元 素 看 作 纯 抽象 的 元 素 ， 可 以 最 有 效 地 确定 一 个 畦 定 有 限 群 G 
的 全 部 子 群 , 如 下 所 述 . 

首先 注意 , TUR G Ba TRES [rgo a WILS Mer da a 的 所 
ARARAT e) OBET). ELERT h, 这 个 
JRE UM 90] HA RO E AA TRESORA TE, 其 次 注意 , 任何 子 
BEC GL PRATER TRE YMO), Pf ELA Gur a fn b MEAS PRI 
TERR Cm a?b 7a) BB ES t os 6), 〈 用 定理 11 证 明 这 个 
集合 构成 一 合子 群 1) 在 上 述 例子 中 , PNRA TA ETR. 
CE $6.8 我 们 将 看 到 ， 为 什么 这 些 子 群 都 是 含有 2 个 或 4 个 元 
素 .) 一 般 来 说 ， 我 们 还 可 以 进一步 对 由 三 个 或 更 多 的 元 素 生 成 的 
THÉ as b, 叶 进行 检验 , 但 是 这 时 群 中 元 素 的 个 数 应 至 少 是 四 个 不 
同 素数 之 积 , 否则 决 不 会 发 生 这 种 情 沈 . 

两 个 子 群 (实际 上 也 可 以 是 任意 两 个 集合 1!) 他 和 严 的 交 5 们 了 
是 由 既 属 于 咏 又 属于 了 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 . 

定理 13 SRG oq omRSGÉ STO x INTEG ATR, 

证 明 根据 定理 10,a 在心 NT 了 中 意味 着 a 在 中， 因此 a-! 
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fg Sh; 同样 可 推出 ea HET rh, BEA a7 FE SOUT h, K a 
fn b BUE SNT 中 意味 着 ob EES PRE T h, REEL ob dE SOT 
中 .因此 根据 定理 10, SNT 是 一 个 子 群 ， 还 有 , SNT 包含 e， 所 
VA SDT 是 韭 空 的 . 证 毕 

显然 ,SNT 是 包含 在 号 和 了 中 的 最 大 子 群 ， 对 偶 地 ， 存 在 包 
含 S 和 了 的 最 小 子 群 ， 它 由 如 和 了 中 元 素 的 正和 宇和 负 畴 的 所 有 有 飞 
积 组 成 , 称 它 为 S 和 守 的 并 ， 记 作 有 8U2， 在 第 十 一 便 中 我 们 将 再 
WiexcEm E. 


习 m 
l. 在 正六 边 形 对 称 群 中 , 保持 对 角 线 不 变 的 子 群 是 什么 ? 
2. 证明: in TG IEBRÉ SEGATE HAT EG Dom E, 
3. 在 四 个 数字 1,2,3, 4 的 置换 群 中 (置换 记 作 办 , 找 出 下 列子 群 : 
(a) BEEE GS 0,2) d 09 0, 站 的 置换 dis 
(b) 所 有 适合 "对 集 台 1 2, 3, APHPAEARDU HERE a. b, d amb 
(mod 2 可 推出 ad 254 (mod 2) "fS Aih p. 
1 WEE 当 全 是 无 限 的 , [BG f BUROCSECTECRR AR. 定理 11 仍然 成 立 . 
说 明 Zr[z] 的 加 法 群 就 是 这 样 一 个 群 . 
9. 列 出 下 列 各 和 群 的 所 有 子 妊 : 
(a) E12 XE UE dE. 
Cp》 正 五 边 形 对 称 群 ， 
(c) 正六 边 形 对 称 群 
*(b 四 个 字母 的 置 搞 群 ， 
"6. Haeo 是 两 个 置换 群 @ AC ZI, ESEG HER-4 
字 防 固定 的 那些 置换 组 成 的 集合 。' 中 与 所 有 ac 对 应 的 那些 元 素 组 成 的 
Res, -EEC ATED 集合 S -- 定 保留 一 个 字 其 固定 吗 ? 说 吓 
— F, 
7. WEH: EXETEG (sno REG or RE, 
8. RE PAARE T: 
(a) 下 方形 对 称 群 ! 
172-7 


(b) "ib — fA EX EA, 
“9， 找 出 正 %# 边 形 对 称 群 的 中 心 ， 
tlo. WH: 任 党 交换 群 日 中 的 争 体 有 限 阶 元 素 构 咸 上 的 一 个 于 群 . 


$6.9 拉 格 朗 日 定理 

我 们 现在 来 讨论 抽象 群 理论 中 一 个 具有 重要 意义 的 概念 ; 3X 
G HEETE S oA G AiE, 

EX FRAUEN dS ACE LEA AS GUESS RREG e — 
个 子 群 ,G 是 如 中 一 个 固定 元 素 ， SSH LX sáHaxQkos 
95r (E) f& Sk aalas) 所 组 成 的 集合 Sa(aS) dE Gh TuSEQ 
中 的 一 个 太 { 诺 ) 陪 集 .六 的 不 同 右 降 集 的 个 数 称 为 子 群生 在 安 中 
的 “指数 ” 

因为 Se — S, 所 以 5 是 它 本 身 的 一 个 右 陪 集 ， 此 外 我 们 有 . 

引 理 1 SARH, 则 态 的 每 个 十 陪 集 Sa 中 元 素 的 个 
KE Se XX RE, 

这 是 因为 , 变换 osa EUM: 右 陪 集 Sa MEDEE t= 
sa i S BUTLER s= ta 的 象 , 这 个 元 素 是 唯一 的 ，( 参 见 定理 8. ) 

SIM? 3S 的 两 个 右 陪 集 Sa 和 Sb, 或 者 相等 ,或 者 没有 公共 
元 素 ， 

这 是 因为 , 假定 Sq 和 55 有 一 个 公共 元 素 e= sama" bls, a" 
Æ Sh), 那么 Sb 包含 Sa 的 每 个 元 素 sa— ss "Islas ssl" b — 
(ss'7ía")b, 3&ÍDHHb, Sa 包含 Sb Mg SC. 所 以 Sa— Sb, 

PAI A Ses BRELZRELOS, DAR, 如 果 避 是 正方 形 对 称 群 ， 
则 子 群 S— LI, Hir NAGIE: 

LI, HH =[, H], 

[4, H J|R—-[ E, HR] - LR, D], 

[f£ H ]R'—- [R', H£' |— LÆ, F], 
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ET, HR = CR", HR" ]=:LR", D]. 

每 个 陪 集 有 两 个 元 索 ， 并 且 对 称 群 中 的 每 个 元 素 都 落 人 这 四 个 右 
障 集中 的 一 个 . | 

得 有 , 如 果 吃 是 整数 加 法 狼 , 则 由 5 的 俏 数 十 5% 组 成 的 子 群 
它 的 所 有 右 障 集 就 是 模 5 的 不 同 剩余 类 . 最 后 , 设 人 是 数字 1,2,…， 
6 的 所 有 田 换 组 成 的 对 称 群 ， 而 3 是 保持 数字 1 固定 的 置换 组 
RETE WAH Iak 可 推出 ， 对 所 有 的 V€S, dr1(- 
Q4)6—1ó-k. 因此 陪 集 84 只 包含 51 个 把 1 变 为 6 的 置换 ( 根 
据 引 理 1， 这 是 S$ 的 全 部 元 素 )、 所 以 的 右 陪 集 是 G 中 分 别 使 
1l, 12, 5,1298 ATES, 

从 上 述 这 些 引 理 我 们 得 到 一 个 经 典 的 结果 ， 这 个 结果 对 有 限 
群 的 理论 来 说 是 基本 的 和 重要 的 . 因为 任意 右 陪 集 Sa 总 包含 a= 
ea， 所 以 任意 群 的 每 个 元 素 部 包含 在 某 一 个 右 陪 集中 ， 因 此 G 
可 用 8 分 解 成 一 些 不 重 选 的 子 集合 ， 每 个 子 集合 的 元 素 恰恰 同 台 
的 元 素 一 样 多 ， 如 果 G 是 有 限 的 @, 这 个 结论 就 是 

定理 14 ( 拉 阁 朗 上 日) 有限 群 他 的 阶 是 它 的 每 个 子 群 的 阶 的 倍 
A, 

G 的 每 个 元 素 4 生成 一 个 循环 子 群 , 它 的 阶 就 是 a 的 阶 ( 定 理 
9 的 推论 )， 因 此 我 们 有 

推论 1 有 限 群 好 的 每 个 元 素 的 阶 都 是 @G HANH, 

推论 2 只 有 素数 阶 也 的 群 是 竺 环 群 

这 是 因为 , 在 有 限 群 中 ， 由 任意 元 素 ose 生成 的 循环 子 群 4 
的 阶 not, 可 整除 p， 而 这 就 意味 着 a= 了 因此 G=4 是 循环 群 . 

更 一 般 地 ， 拉 格 妆 日 定理 可 以 用 来 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 任 
意 低 阶 的 抽象 群 ， 例 如 ， 四 群 是 定义 为 由 四 个 可 交换 元 素 : 。 


O ”推广 到 无 限 的 情况 , a UR TP SER RETE p GERD FIR. 但 这 并 不 重要 - 
| [74 


Gl fir 7638) 0 a. b, e —ab 组 成 的 群 ， 后 面 三 个 元 素 的 阶 都 是 2. 
$ 6, 9 中 我 们 将 证 明 这 个 群 与 短 形 对 称 群 同 构 ， 我 们 现在 证 其 

推论 3 wp de ONE nS e» ir dE FE fo en EF S Ar, 

换 名 话说 , 每 个 由 阶 群 或 者 同 构 于 四 阶 循环 群 , 或 者 同 构 二 四 
Tf. 

EA 当 相 阶 群 包含 一 个 四 阶 元 素 时 ， 这 个 群 是 循环 群 ， 否 
则 , 由 推论 1 知 , G 的 元 素 除 e 外 ， 它 们 的 阶 一 定 都 是 2， 记 它们 
ža, b,c, WEB EIE, ab 不 可 能 是 aea, 6b —b W oase, [Eg 
ob 一 c， 类 位 地 ,pa 一 ce, ac =ca=b, be—cb—a, Mid ETA E 
一 二 0: 二 sg， 和 对 一 切 x， 有 ez 一 we 一 zy 一 起 给 出 四 和 群 的 乘法 
K. 

拉 格 朗 日 定理 也 可 以 应 用 到 数论 中 ，, 

推论 4( 5) X a AE p tR, WMA gq? 二 altmodp)， 

”证 明 Area ( 零 除 外 ) RERA ?一 1 个 元 素 ， 那 么 根据 

推论 1, 这 个 群 的 任 党 元 素 & 的 防 是 2 一 1 的 因子 ， 所 以 对 任何 元 
3€ 4 在 0Cmodp) 有 aa?! 三 1tmodp)， Au EH a RARA, 
我 们 就 得 到 所 要 求 的 同 余 式 ， 对 于 4 三 0 (mod 了 的 情况 ， 结 论 显 
然 正 确 . 


可 题 
1， 对 p—7, 81a-—2,2,0 验证 费 马 定理 ， 
ta) 列 出 26 Wr—iüi dE (8 0.6 SIE 10) DATE., ASPT 


B 


(b) 推广 你 的 结果 . 
8. WEW: TiBRGERO4T GE GE EE ES TAS TERARI IS IA. 
提示 : 简 用 对 应 zx.) 
4. Bi E; HRAT, DIOSES E. 
8. a REGATI, XE Sas 表示 由 所 有 乘积 sas (5, s EE 
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中 ) 组 成 的 集合 ， 证 明 ， 对 任意 a, DEG, 或 者 Sas [| Ss 是 空 集 ,或 者 Sas 
-S8b8. 
6. XHEXLT- BE S, 设 smyGnod S) HB syes. 
(8) 证明: xk XXGRIÁOEE EHE ERE IOXB HE ray 
(mod 52 4 B [9 24 2 $0 y Ze S HAARR Herb. 
(b) iE: 由 x 三 ygtmod 8) THEN, 3£—9] ay za yatmod8S). 
7T. 设 人 是 正太 边 形 对 称 铬 ， 人 是 保持 一 个 项 点 回 定 的 耶 群 ， 录 出 如 的 
右 障 集 和 左 陪 集 . 
8. 证明: p" 阶 群 (这 里 为 素数 ) 一 定 包 含 一 个 p 阶 子 粹 . 
9, G0 RAGER ERAT marth Gh a0 和 为 实数 ) 构 咸 的 
群 ， 而 与 是 s=]1 的 所 有 这 样 的 变换 梅 成 的 子 群 ,描述 3 在 好 中 的 者 障 集 和 
ZR. 
(b xd TE b-0BBCEIXTÉOCESREDEDO THEE, die T qe G ip f 
右 障 集 和 堪 陪 集 . . 
*10. (30 EN: TEÍEGRZEMRGI R ch, BE de dir GEL SEDE EE XE e 
3D EE MEG. 
(b) 证 明 : mR R—Z, 3A OA HB Ss EKES Pe kan 
58 X. 
( Æ R=, HRF, GEHATE g. FiS 欧 拉 函数 ， 证 
Bo H an=p AREN, =p]. HA 402,606), $(30. 
(0) RIBEMEBH HA EEEN: mR m) =1 那么 m= dod à). 
*11. 证 明 : An Ros Ku Top MH RE REG s pom 6 阶 子 群 ， #ESAT fü 
SUT EOS uPA o, NEZ siszuv. 
"12. 证明: 6 阶 抽象 群 只 有 65 阶 升 环 群 和 三 字母 的 对 称 群 . 
*13， 设 2: 十 1 是 素数 p 
ta) VEHI: HE p 整数 乖 革 群 中 ,2 的 阶 是 28. 
(0 利用 费 马 定理 推 证 24 可 整除 p-1-2* 
(o) Wifi A2. 


$69 * 换 m 
里 换 是 有 限 集 合 到 自身 的 一 一 变换 ， 例 如 ， 由 1, 2, 3, 4.5 五 
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个 数字 可 以 组 成 一 个 集合 。 一 个 置换 可 以 是 变换 4; 


16=2, 26—3, 36=4, 4$=5, 5$=1, (10) 
另 一 个 置换 可 以 是 变换 $ 
16'=2, 24'—3, 34-1, 44's 5, Bo =4. (11) 


BEARR, 计算 出 g6 和 6. ER 60 dd EARM, 
一 个 置换 , St. ETE E SCIO EE o I aR UA RARE n 
一 个 循环 排列 (图 4)， 那 么 这 个 置换 称 为 5 
CLIE PD ENELII LITE N 
一 个 含蓄 的 记号 一 仅仅 把 字母 写 到 括号 f 1 
里 边 , 首先 写 出 所 包含 的 任何 一 个 字母 , 然 \ | J 
后 写 出 它 变换 后 的 字母 , …, 最 后 写 出 能 变 。 下， p 
换 成 原来 第 一 个 字母 的 那个 字母， 例如 ， -一 
(10) 式 表示 的 转换 几 可 以 写成 下 列 等 价 形 图 4 
式 中 的 任何 一 个 : 
(12345), (23451), (84512), (45122), (51234). 

定理 15 %%* 个 符号 的 糖 环 置换 的 阶 是 大 

WEB AREH y= (maso) 把 6 变 成 ms Ele y? 的 效 
果 相当 于 ?作用 两 次 , 把 每 个 a; 变 成 w+e， 一 般 地 ,y* 把 a 变 成 
auo 这 里 所 有 下 标 都 按 模 ?# 化 简 了 ，?* 为 单位 元 素 工 当 且 仅 当 
aa ET as BIDS ELO Em0(mod )， 因 为 使 得 y* 一 了 的 最 小 
回 数 万 是 有 本身 ,所 以 ?的 阶 是 %( 见 86.6 中 的 定义 )， 这 时 我 
ATUS ARR Y WERE n, 

循环 置换 的 记号 可 以 推广 到 任意 置换 的 情形 ， 例 如 ，(19) 式 
中 表示 的 置换 ,把 数字 1, 2 和 3 循环 排列 ， 并 且 把 4 和 5 循环 
HEA FÆ 是 这 两 个 循环 的 积 

(1235 (45) = (45) (122). 

这 个 莱 积 可 以 按 两 种 次 序号， 是 因为 由 (1, 2, 3) 置换 过 的 符号 在 
C177 


(4, 50 fEIH FRITTE, XX OR BE A Au FR AE HD IA I a, 
其 结果 一 样 , | 

定理 16 任意 置换 儿 可 写成 几 个 循环 的 梯 积 ,这 吝 箱 环 分 别 
作用 在 不 相交 加 的 荐 号 集 上 【(〔 和 更 简洁 些 说 ,任意 置 次 丰 可 写成 几 个 
Td E d dip cde) 

证 明 AREARE a, ME as dem o6. 用 as 表 
示 034 … 用 a, 表示 0, 10, 直到 a,4 — a; 是 前 面 某 一 个 已 经 命名 
了 的 元 素 。 因 为 任意 a. G7 1) BITRI— 763 01a, BEL mo 一 
Eea, FE p HAPE a, an …, aa 上 的 结果 是 循环 (Bido 
an), MESE. M maread 351 Bn Ar CEXECE RE a 时 就 一 定 包含 前 
APR acus ME ó EREM m MERRTE, 现在 
对 符号 的 个 数 用 归纳 法 就 可 推出 定理 的 结论 ， 特 别 ， 光 个 字 担 的 
全 等 置换 训 表 示 成 训 个 循环 之 积 , 每 个 循环 的 长 诬 为 工 

有 反之， 显然 任意 不 相交 锋 环 之 积 是 一 个 置换 ， 此 外 我 们 可 以 
证 明 

定理 17 任意 置换 办 的 阶 等 于 症 的 不 相交 入 环 之 长 度 的 最 
小 公 入 和 数 . 

证 明 把 置换 几 写 成 不 相交 循环 ?yb …,? ER 6 — yu 
Pe WMR EJ W y A y; 是 不 相交 的 ;因此 yp; 一 yyy, FER 
了 ?可 以 在 攻 和 它 的 等 中 重新 排列 , 从而 对 所 有 整数 w， 得 到 0n 
?9 PA g= I MARIES y EE R 而 根据 定 
H i5, HEHHE, ó"— I SERS n JE vsu y 的 长 度 的 公 倍 
数 , 由 此 立即 得 到 定理 17 的 结论 . 

根据 $ 6.5 的 定理 8， 每 个 有 限 群 同 构 于 一 个 或 多 个 置 模 群 . 
特别 , 这 对 于 由 几何 图 形 的 对 称 构成 的 有 限 群 是 正确 的 , 我 们 现在 


O 两 个 集合 不 可 交 是 措 它 们 没有 公共 元 素 ， 
i7 


用 两 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 1 2 


BIEOBOEADERBEQGR SO. frik ffe. HB 
TAVIT EB 


I—-QODODODO44 R= (14) (23), 3 4 
H — (13) (24), V— (12) (34) Hos 

来 变换 它 的 顶点 ， 这 个 群 BDBROUUUEE, WEEB, ehar 
Hi RE 

$1= G) CR) C) OD), $a 7 UR) (HY), 

Pa — GID CRP), br — QV) (LH). 

类 似 地 ， 正 方形 对 称 群 186.1) 可 以 起 示 为 四 个 顶点 的 置换 
群 、 利 用 定理 8, 我 们 也 可 以 把 它 表 未 为 八 个 符号 的 置换 群 ,， 共 中 
每 个 符号 代表 正方 形 对 称 群 的 一 个 元 素 ， 倒 如 ， 其 中 符 导 玉 对 应 
Coe EAR, XXE BO DECR Rx AES R ARGAIA W 
元 素 ， 我 们 从 正方 形 对 称 群 表 ( 表 1) PARA ERM — y Eh, 
这 个 置换 就 是 CORBUUS)CGIDVD) 类 位 地 ， 符 号 吾 对 应 于 置换 
U H) (RD) (RY) (R" D'). 

相同 长 度 的 两 个 循环 有 着 密切 的 关系 , 例如 , 如 果 y= (1234) 
Ty —(0143, 38 dx IR ELTE =g, Hp g= 
(12) (3 是 … 个 置换 ， 它 把 循环 7 中 每 信 数字 变换 成 y 中 相应 
的 数字 ， 这 是 下 面 结 果 的 特殊 情形 . 

ERIS 设 风 和 ?是 名 个 字母 的 置换 ， 其 中 站 是 御 环 置换 y 
一 《Gan ,并 用 y'= (14-044) JR X — A MEXRLUE ARR Y ek 
式 中 每 个 0; 在 而 作用 下 所 成 80 & au) S dX A a; 而 得 到 的 ， 那么 
= 

证 明 3516 v6 把 每 个 字母 9,5 AR ad =a, FERE 
成 asy 一 gi Ri B o1. gb $7 vé RR a.d 上 的 效果 
与 六 s 作用 到 ad ERARE GE 8.4100. A, 我 们 计算 
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Hi, 97 vé n v' 都 把 任意 不 是 形 为 ap 的 字母 5 变 为 自身 ， 周 此 
$7 !yó-y', nir PER. 
推论 EERDER Ó de udo X TE LE RE d om yp 
Yo 那么 我 们 有 
中 用 用 一 
式 中 证 是 从 ?得 到 的 ,如 定理 18 所 述 . 


习 ES 
d. EFAA H g Arp Rp 
(a) 1$=4 2d —6, 3ġ=5, 4ó—1, 54-8, 66 —2, 
(D i$-5, 20-3, 36-2, 44-6, 56-4, 66-1 
(c) 16—3, 2á—5, 346—868, 4j-—4, 5$=1, 64—2. 
求 出 每 个 器 换 的 防 . 
2. 把 下 列 乘积 表示 成 不 相 空 循环 之 积 : 
(1234) (557) (261) (47), 
(12345) (67) (1357) (183), 
| (145 (123) (45) (14). 
求 出 每 个 乘积 的 阶 ， 
3， 求 置换 taBedef) (ghé D (kim) 3n (abede (gbed) tabe?) (rfr. 
4. ERENER KE TB PLATS PL E. 
5. -描述 由 所 有 那些 把 {7T,, c CARI ELER m e, om, 的 置换 构成 的 
TERDA AAR Sen A piod. 
5。 哪些 对 称 群 是 阿 贝 耳 群 ? 
7. 设 如 是 由 保持 一 个 顶点 固定 的 立方 体 所 有 对 称 杞 皮 的 群 ， 殷 如 表 示 
JR XX V TRE PL EE HR EE CR IL 8 6,3), 
8. (3) ER: & ^ Wi RICE SD 2 8E SE CORTO cem 《一 般 来 
说 , 不 一 定 不 相交 ). 
*(b) xfi" eb-ba WEB] —APSEQRAET LDA FAX ES 
939， 把 靠边 二 角形 对 称 群 表示 成 
(a) 三 个 字母 的 置换 群 ; 
tb) 六 个 字 香 的 置换 群 ; 
* 150 * 


*(c) FPE TP E EN RESI OR b). 
"10. 证明 : sR REE BEER O2 e DO 30( — 1) 0) d Bg. 
*11， 在 什么 意义 下 , 定理 16 的 表达 式 是 唯一 的 ?证明 你 的 回 管 ， 
$6.10 偶 置 换 与 奇 置 换 
当 我 们 考虑 齐 次 多 项 式 形式 
P= IL e-e Gb i, j JA 1 BERI n) 
时 ,就 会 发 现 置换 的 一 个 重要 分 类 ， 当 m 一 3 时 ， 
P= (21— £3) (11—23) (ro — Es) 
—a1zs + aas -Heie — vim, — ad eit, 
而 且 是 8 5.5 中 讨论 的 判别 式 ，-- 般 地 , P ut C Due 多 项 


R. 显然 ,PP 中 下 标的 任意 置换 使 的 这 组 因子 保持 木 变 , 因此 除 
符号 外 ,PP ESERE MENR Gaa) 把 (zi 一 z) 变 为 它 的 负 值 
Gara), Ea epim H3& (22), 3EDUES CREE TR 
变 , Pd UE (rn; f Poe 9 — P. 
因此 余 体 下 标的 w! A ERERAYIUPAOE. 保持 P( 或 一 户 不 变 的 
置换 称 为 偶 置 换 , 把 了 和 一 PP 互 换 的 置换 称 为 坷 置 搁 ， 由 此 推出 ， 
当 我 们 考虑 相继 实行 这 两 类 置换 的 效果 时 , 有 下 列 法 则 
个 置换 x 个 置换 = AERE CEPR EHE 
(BEER CERES ATEM x 侦 置 换 一 奇 置换 
我 们 用 公式 02) 和 定理 11 得 出 一 个 推论 ;全 体 偶 置换 构成 部 次 
对 称 群 的 子 群 4.。 这 个 子 群 通常 称 为 = 阶 * 交 错 群 ” 
此 外 , 如 果 如 是 固定 的 奇 冒 换 , $ 是 变化 的 奇 置换 , WA d 871 
EREK, SIL 4= (60-08 是 在 右 陪 集 ALB 中 ， 概 括 地 说 ,全 
ERER A, 的 单个 右 陪 集 ， 因 此 根据 拉 烙 妆 昌 定理, n ARTE 


号 的 “交错 铬 "刚好 包含 号 个 元 素 . 


(12) 
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n PREJ 31 tttm, 的 多 项 式 920 e m). 如 果 在 它 的 下 标 
置换 的 对 称 群 作用 下 它 是 不 变 的 , MER g Gris 2 为 “对称 "多 项 
AS 特殊 对 称 多 项 式 是 (对 ?= 3) 


OV Gd. HEt Ea, Oa = Lug aug. arg Ca mr PE SES. (13) 
它们 是 下 面 展开 式 的 系数 
(E— x) (tg) (£— 2x4) =E — 0,1! --ost- 05. (14) 
一 般 地 , RIRC RDZA a PEMEX On TER "ei 
是 


o — Mum, 0,— Prax, 
i isj 
(15) 


G= > ) CEGgE., "t, Ua 5E En, 


sjek 
HAI & CO - [E ad EA t i6 n C RES 


PC DS XXE XA X o. 给 出 pOO 的 系数 ， 这 些 系数 为 p(t) 
的 根 的 基数 ， 从 所 谓 * 对 称 多 项 式 基 本 定理 "可 推导 出 初等 对 称 多 
项 式 的 很 多 重要 性 质 ， 现 在 我 们 不 加 证 明 地 吕 斤 述 这 个 定理 ， 

定理 19 任意 对 称 多 项 式 paneto 可 表示 为 初等 对 称 多 
项 式 的 多 项 式 . 

例如 ,在 两 个 变量 jw 和 的 情况 下 ， 

+ gt — (x -y)5—2xy :- oi—2a5. 

s-h y= (zx y) 3ay(riD —oi(oi—3a, 等 等 
HIS EX, 43 不 是 对 称 的 ,我 们 至 少 也 可 以 要 求 提 出 保 
持 多 项 式 不 变 的 所 有 那些 下 标 置换 组 成 的 介 音 ， 显 然 这 个 集合 是 
—A iiis RU ELE 


© æL OL. Weisner, Introduction io the Theory of Equations (New 
Yorr: Macmillan, 1938), p 108. Wag E $15.56 定理 15 pEi. 
- i82. 


z 题 
Vo(a) 列 出 三 个 字母 的 青 盟 换 
(b) ARAA *r Reg ES. 
2， 对 瞩 些 正 整数 A, EED n HAREAN? 对 哪些 正 整数 m, Kum 
Z a HAREE 
3. (a) 征明: ETAM CR— ETAO DREE NA aE 
E HC Fe HE ob GE f 0 RF 
(b) 3450123) (246) (5432) 4012) (345) (67) (89D. EXE TEUER. 还 是 
4838 Bet 
4. (2) 构造 11 个 字母 的 14 MAERA RAT. 
Cb) 证 明 每 个 8 个 字 尽 的 10 ERR RE ERE 
5， 证 明 : 一 个 置 济 是 惕 丑 换 当 填 仅 当 它 可 以 写成 倍数 个 对 换 ($65.99 
题 3) 之 积 . 
*6， 证 明 ， 每 个 偶 置 换 可 以 写成 长 认为 3 的 循环 之 积 . 
?， 求 出 下 列 每 个 多 项 式 的 多 项 式 群 


Lita xr. £a HEt crm 


ait tari Ta H Eti 
8. MAAA m o F FEE N: 
mp wy Hy’ Ram dx] by mdr ay. 


$6.11 B Lr 

MEGAR G' 的 单 值 变换 可 以 保持 乘法 ， 但 不 是 一 一 的 (也 
就 是 培 , 这 个 变换 不 是 网 构 ), 

fan, BE n 次 对称 群 和 土 1 在 莱 法 之 下 构成 的 群 之 间 的 对 
应 ， 这 个 对 应 把 候 置 挽 上 映射 到 十 1， 把 奇 置换 映射 到 一 1， 贞 公式 
(12), "E TEE TRIER RRI, 

或 者 考虑 对 应 nr， 其 中 i :=v 一 I， 这 是 整数 加 波 群 和 四 
次 单位 根 的 滋 靶 群 之 站 的 对 应 . 它 也 保持 了 群 的 运算 im” 
三 名 六, 但 这 个 对 应 是 多 一 的 . 
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ya He (0-3 REC 865 FSHA T ERES. 

EN 把 群 仓 映射 到 群 G' GE KE p dR mox, dX Gp— 
rey x) ry, 则 称 这 个 变换 为 群 日 到 群 GF' 的 同 态 . 

定理 中 ”在 住 意 同 态 人 -> zT, Ghika 
的 单位 元 素 ,G 的 冰 元 素 映 射 到 OG! 6g o. 

证 明 因为 e2 二 6, 所 以 。 的 象 满足 下 一 一 fe， 这 里 e 是 
G' 的 单位 元 素 ， 因 此 根据 消去 律 有 了 = e*， 所 以 如 的 单位 元 素 一 
ERA AG 的 单位 元 素 ， AE kE a tkg Eo, a gral 
(za 那么 aa^! = e — ERR SEI] a (a7)! —e', PELA Ca Ji o fg 
. NC 

推论 1 dorGbgy db up A DUE Fe e Rt 

因为 根据 定理 20, R16 m JE IE SEO, 零 或 负 整 数 ,都 有 (a")'= 
C9)”, 因此 , 3n ERE G ARA R a^ 构成 , 那么 群 G' 也 由 ww 的 所 有 
TF (0) "= (a")' 构成 . 

推论 2 ARGUE 的 同 态 之 下 ， 人 好 中 映射 到 G' 的 单位 
Zoe 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 本 是 个 的 一 个 子 群 . 

这 个 集合 交 称 为 这 个 同 态 的 核 . 

因为 ee， 所 以 广 是 非 空 的 ， 再 根据 定理 20 和 假设 条 件 , 由 
ame’ d boe! jE H a7 (a) 7 — (e) !ue' 和 «b —a' b' = e'e' 
-—eV HENE- TFE, 

AR EGRPPATEG RII: m Q« HQGx H 的 元 示 都 是 有 
FEREC, 8), 其 中 gEG, REH; G x H rp RSS EE HC B AE X: 

(g, P (g', R) = (gg', hh). (15a) 

显然 ， (e, £g Go H pE (roc BO EN; (97, à) RE Cg. lO f 
逆 元 素 , 并 且 莱 法 满足 结合 律 ; 因此 Gx 万 是 一 个 群 ， 此 外 ， 函 数 


全 ”同志 上 映 上 有 时 称 为 满 同 态 , T RH EZ Hi ds i 2o Fe s e 
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alg, h) =g SEX, — JG H $)G EREA os. 国 煞 Bg. 00 — og 
iM GHEE EAEE B. 

EELER, EAA NB Ee] D RETE 5s p 29 a8 SURE ARER 
直 积 同 构 ， 我 们 这 里 内 需 用 下 面 比 它 更 弱 的 结果 . 

定理 咒 impen AË, Umi mde n Mp4 rcp Bode 
是 一 个 omn Erf 

证 明 设 4 和 5 分 别 生 成 循环 群 4 和 B, 共 阶 分 别 为 品 和 %. 
那么 ,在 C=AxB th, (a, b) ^ GI, b) ER brc Ce, 8) 当 且 仪 当 
ke0(mod m), k=0 (mod mm) ,根据 3 1. 9 3E PRI, 这 就 意味 着 k= 二 0 
(mod mn), BN JE Ca, 5) — e REC H mn 阶 元 素 ，C 只 包含 mn 个 元 
ak. 所 以 它 是 循环 群 . l 证 中 


习 E] 
L ERA nei CH de — d, a€Z) r, 求 出 同 态 核 . 
2. WEH: 8 Bri d nas S 
(a) 4 Brif ert, (b 2 Eri sr 8t. 
3. pf c hRE)ES ED ett pfo Pr dE BU SE e JL n zs EE S 
AHE: 如 果 是 , MAECENAS REA HYATT AI 
4 WEGE n THEBE 3,2, …, 关 的 某 些 置换 组 成 的 群 , Gd RETE RO IE 
字母 1, 2, …: 关 的 子 储 合 瑞 射 到 自身 , Mik GT 是 字母 1, 2，…, 久 的 全 体 置 换 
SUL BS SE, IEH G HE ST EG. 
5。 在 正方 形 中 , EP A E78 E289 d 40 d', PAE hoa e. 证 而 : 存在 
一 个 同 态 die, EAE T, IEEE SERRE ST nu o ERR ILORT d. 
d ,下 和 4# 的 置换 gt ERAH gegt "mmn ER Z1 
6. 征明 : fn GRHZETG,.G pio.) 2GlhizTG. 
7， 下 到 这些 对 应 中 ， 哪 些 是 所 有 非 零 实数 的 莱 法 群 到 自身 的 同 态 ? 旭 
VP EE SEE 指出 它 的 同 态 象 G mea. 
(a) xe |zl. (b) x 2z, 


(c) rra, (d) zl, 
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(ej rT, rex, 
(gm) s (h) zz. 
8. WEB]: GEENI 2 阶 御 环 群 的 家 积 . 
*9. 证 明 : 所有 非 零 复 数组 成 的 续 法 群 是 单位 加 的 旋转 群 和 非 零 实数 的 
RERE. (Eme 设 z=rei?.) 
10. WEB: GHAEEEHEG, US K, 4 GxHIigHxGIMGx (HX K)t5 
GXH) xK lis. l 


86.12. Bsig-3t SEE 

EX 群 避 同 它 自 身 的 同 构 称 为 好 的 自 同 板 .于 是 如 的 自 同 

物 多 就 是 避 到 自身 之 上 的 一 一 交换 (好 的 双 船 ), 并 满足 
(xy)a— (zx) (yo), 4 GP — 5 v, y, (16) 

定理 器 任意 群 好 的 全 体 自 同 板 构成 一 个 群 A, 

证 明 (参看 定理 6 ) 最 然 , 恒 等 变换 是 自 同 构 , 并 有 卫 任 意 两 个 
E| IRL RS SETA hE BL IE, — Ax Jr. 如 上 虹 exa 是 一 个 自问 构 , 3 ZA 
rg O6) A, A 

(xy)a = [ (xala) (ya 710) 1&7! 
= (Ga D (yo aa! 
= (xa D (ya D. 

所 以 a 是 一 个 自 同 构 . 证 毕 

一 个 平行 的 定 关 和 定理 可 用 到 整 环 上 , 实际 上 , 上述 内 容 一 般 
可 应 用 到 抽象 代数 系统 上 ， 我 们 可 以 把 一 个 抽 保 代数 系统 4 的 自 
同 构 恰恰 看 作 委 的 对 称 . 

EX ASG P, o sa RR ALÓK m hah dk AAIOT 
6H. 4g LA (AD WA cr dac r9 XE). 

在 定理 18 中 我 们 已 经 看 山 , 在 置换 群 中 , Ea MiA 
男 一 个 具 右 相 问 长 度 的 牢 坏 ， 朽 任意 变 措 群 中 也 有 一 个 类 似 的 说 
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法 , 例如, Ape a Ad TAN SAA Er Effg— 2E P. 则 y= a $a 
与 由 的 关系 如 同 定理 18 中 所 说 的 那样 ， 特 别 , S 中 的 任意 所 qw 
L3 79 q— pa, 3X HL p XE S mde s A 
(pa) y = px (a. 14a) = (pao 1) 6x— Cpé)a. 

十 是 是 变换 pary (poo: 换 句 话说 , d dE Z FER 9 —a da 
EH eik TENRA: A pE r= ph 30H pa fU ra 
EE, flin ESER t, VRCUHR 表明， 英 于 垂直 轴 的 反 
射 是 关于 水 平 轴 的 反射 在 于 之 下 的 共 固 ， 这 因为 旦 把 水 平 轴 映 射 
HEEM, 

定理 3 AAG dtd ECL Ka, 96 ER Teroa ea 是 
好 的 一 个 自 同 45, 

证 明 EUG z, y, A 

(a lea) (a7 !ga) - ac! (xy) a. 

H rea lra h A RHA T: 称 为 内 自 同 构 ， 所 有 其 他 自 同 构 
称 为 外 自 同 构 ， 

可 以 验证 , 止 方形 对 称 群 有 四 个 不 厅 的 内 自 同 构 , 有 四 个 外 直 
同和 构 ， 另 一 方面 ,三 阶 循环 群 除 了 醒 等 变换 之 外 设 有 内 自 同 构 , 但 
是 它 有 外 自 同 构 rer’, 

定理 24 — 4t PEG MARE B IL 3 LG o AS] dS 3E 65 — 
DES 

证 明 AA 5'(a''za)b-(ab)"'z(ab), BrEXVIE Io 3 Ta 和 
T, HRR EE VALER E Tas WHE, Duo (a 7) ' (a ra) (a7) 5a, 
BrEAdE S835 fh Gk E] [8] AT", HEE Tar, 

3EX (Ue y A (Galois) SG 582 SXGwqvrsaqsn 

e JgEG S HL HB BSTEHZTCIEQEILÓEGLSfESà3 
LEXITILEOEEEIQEEEILLETEESS 

JEMUT- EUR IE PR H JE T RERO E CHIE, 
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Piin, EXE i) ME FERE AE IE ZEE REER T- ES FEEL, 
BUABJÉGEJEROCAN. MA, BIUUHGÉDGART T RERDEIEJECIES A 
为 对 所 有 的 zz 和 有 la 一 ar19z 一 和， 还 有 ,平面 的 平移 群 是 平 
面 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 的 一 个 正规 子 群 ( 参 看 第 九 章 )， 

定理 25 性 意 同 态 0:G— H e HN JG wp 3E SLE RE, 

证 明 根据 定理 20 的 推论 2 知 , NEGATE REN. AE 
a€N, bCG, Wi 

8(b-lab) — b'-10(a) b' =b leb =e, 
dup 5-005, e—0(0, 这 是 因为 ,根据 定理 20, 有 
8(5b ) = EOL 

— für Hb, YE aSa Kn ARH an sax Bis 在 仿 中 ) 的 集合 ， 
MAKTER, S RRGEHUDTOPOH EL OCDE G dap a. JJ 
a Sa ET S. 

定理 中 — 3 EROS AGE GA ES 35 Ld b C 65 Pe OG E RAEE 
的 左 倍 集 . 

证 明 ”如果 昼 是 正规 的 , 则 对 所 有 的 a 有 

eSa l= (a71) -18a71—,8; 
A dk sa (SES) 的 集合 Sea 同 由 (asa Da=as(tsES) 组 成 的 集 
(aSa Da 一 群 ,于 是 对 所 有 的 o, A Sa-- oS, milk. 如 果 右 陪 集 
Sa TEESE DS, Mai Sa=a bS EER eaea, 而 左 陪 集 
eS -= 信也 所 含 元 素 e dg $6.8 2|8 2, ML a 8a— 8, 

这 个 定理 的 ~- 个 推论 是 ， 共 有 一 个 陪 集 的 任意 子 媳 总 是 正规 
FPE 不 在 态 中 的 全 体 元 素 构 成 态 的 右 陪 集 和 左 陪 集 ， 因 此 交错 
TEE n 次 对 称 群 的 蕊 规 子 群 . 

+O ABRG AE a WE eH EI TIT. IR 的 
Mz, JRiBGERB24 BENZ], 有 ,Ts 一 人 Tw, 这 保 锁 了 乘法 和 运算， £A 
而 , 如 正方 形 的 对 称 焙 中 那样 ， 这 个 对 应 首 常 不 是 一 一 的 (和 
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诱导 出 同一 个 肉 自 同 构 ); 它 是 一 个 同 态 ， 我 们 容易 验证 ， 这 个 辐 
d Ee EEG mto. l 


习 题 
J. p LURERAEGH Bb BIER spe iis i er Xk Hop. e ECRIRE BU 
素数 ， 


， 列 出 四 群 的 金 部 自 同 构 , 哪些 是 内 肖 同 构 ? 

， 求 出 8 阶 循环 群 的 全 部 自 同 构 . 

TEIL: m EHETHHD D RHSEOU RE ao XE rE Za AAE. 
证 明 : 在 任意 群 中 , "x Cj oy JE SE" XE — I B p R. 

. BEBE: EATE a VEHI SEI A RS HL C24 ade BE Bg mon 


(0 0 & c N 


*7. (a) 求 出 正方 形 对 称 群 的 一 个 自 同 构 a, 适合 Ra = B, Ha — D. 
(b) REB] a 是 外 自 间 构 ，( 提 示 ， 正方 形 对 称 群 器 用 $65.5 中 讨论 
过 的 生成 元 于 各 求 表 示 .) 
8. WA: 如 果 避 和 吾 是 同 构 群 ， 邦 各 如 和 再 之 间 不 同 的 同 构 个 数 等 于 
G 的 自 同 构 个 数 ， 
9. 列举 正方 形 对 称 群 的 全 体内 自 同 构 , 共 辊 元 素 集 合 和 正规 于 和 群 . 
*10. EGEREN AEG HEREA I Atha (CO. p E 
中 atd, gEG) ER (a, g) la’, g) = laa’, (Ga0g 之 下 构成 一 个 群 ( 称 为 
G HEE”. 
*11. (a) 证 明 ， 3 ETIR MUI RS EAE 3 R. 
(b) 证 明 : 4 MiA E EEA ERE. 
12. pU: Ap MON HS ALAEG AEMT, XP CCSIÉSUSS444 GE 
规 子 群 . 
13. 证明 ; Sp M mn NIBIRSEGOGGEMULT HS WANA GSETHary(GcM, 
ENRI UMEN REG pae BILT- IIT. 
l4. 证 明 : ERRO guck 73 BL IRLEIZE G ES Prot Er TR] ES ES CER RE D IE UL 
T. 
"15. (2) ME: oA diSRXE c-0, HAE wee 是 有 理 数 加 法 群 的 自 
H+. 
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(bj HH]: &208 HAUA Hie me. 

*16. GE pa brip g rs HO RE, MIEI: G RAR- CRR ERR 
含 一 个 p (或 如 Brock. TALAREN, GRABA -AEM 
mdp g Apiri taah 证明, pg —g0p— D — e dE n 
Ereg AR EMT. dh C AA ENAT. 


*17. (a) 证 明 :- mẹ kS limod m), MATL XRat-—bt—e, bab - 


一 METARA mEIEXUPIRE)ms BERE. 
(bò 4H 212 16 找 册 全部 6 防 群 和 15 阶 群 . 
*18. AHATE 16 找 出 全 部 10 阶 群 和 14 阶 群 ， 
*19. 适用 习题 16 8 Br, 证 明 : 阶 数 为 性 间 给 定 素数 的 有 平方 的 群 中 只 市 
两 个 不 同 构 . 
* 6.13 商 群 

现在 我 们 将 指出 怎样 构造 基 一 特定 的 抽象 群 日 的 所 有 同 态 象 
会 f ps] 353. 

诚然 , 设 xzrzz RECAE EMERSA E WENGÉXk 
GER, du adu bIERGÓfEoxX MRTE bat, 因此 

b'ca, BERRE di =o SERA =e, WAEA 
RHEN, AA, b =o BM baat OGEN), 

引 理 1 G 的 两 个 元 素 在 他 中 有 同一 个 象 当 且 仅 当 它们 是 在 
AN E—THETENr-zN T. 

记 就 建立 起 人 的 全 体 元 素 与 棱 入 在 中 的 全 体 陪 集 之 间 芍 
一 一 对 应 ， 因 此 GG 的 阶 等 于 核 尺 在 人 中 的 陪 集 的 个 数 (或 称 指 
$D. 

DIE? ita 4ey AG Ck. Lay 可 接 下 述 方式 求 
ds dE Na 4e Nyga Ed t doy, NaeN AM A A d uut 
Nae EN Za i 65 3E RE xy! 与 包含 着 集合 NrxNyMNHOCR 
一 ) 降 集 相对 应 ， 

1 WE u= as, v= byta, BC ND, 那么 
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(uv)'—a!'zx'b'y' = e'g ey —a'g'. 

于 是 在 同 构 意 义 下 , G' wd G4 Now E. BIG 同 构 于 六 在 
G 中 的 陪 集 的 集合 ， 这 个 集合 的 和 溢 法 运算 法 出 是 : WARRE 
Bi NzoNy 是 包含 所 有 乘积 uv (uE Na, vC Ny) ffs GEO E. 

RASAN EAE EUSREG HMG: [e a, b, ci (8 6.8) 
之 间 的 间 态 来 说 明 上 述 的 讨论 ， 在 这 个 同 赤 之 下 , U, Re, 
[R, R] a, LH, V]eb, [D, D'] ee, (从 正方 形 群 表 可 以 验证 这 
是 一 个 同 态 1)e 的 原 象 [I，BR] 构 成 正规 子 和 群 ， 而 其 他 元 素 的 原 象 
AL, RRT, Rm GXRXDIPEEGERBI[RH,RV, EUH, RY], 
"TUM E B —4- BS RA abse, KERRE O pm EE 
构成 )e 的 原 象 陪 集 .D, D' | rb. 

反 过 来 , 设 入 是 的 任意 给 定 的 正规 子 群 , 它 与 任何 同 态 都 没 
ARENE RATAN ARAE HAGE G, m TME. 

j8 G' MEREANA ARE IN n, N 的 任意 两 个 陪 集 
Nx 和 Ny HRR NaeoNy xe LAM A EIH ue QIEN, v€ Ny) 
的 集合 NeNy HRR, WE usar, o= by EP a BEN, Wl us— 
arby=ab'xy, Xx E b = rbr! EN h, 3XINDU N ERTA A 
此 (zy) 是 一 个 包含 NeoN y 的 陪 集 ; 此 外 ， 因 为 不 同 的 陪 集 起 不 
相交 的 , ERA NzNy 基 非 空 的 , 因此 不 存在 两 个 不 同 的 都 包含 
NzNy 的 陪 集 . 

了 是 我 们 就 对 C 的 全 体 元 素 ( 又 是 如 的 所 有 障 集 ) 定义 了 一 
个 单 值 二 元 运算 , 它 可 以 写成 

NaoNy— N (xy). (17) 

日 水 上 说 就 是 ， 任 党 两 个 陪 集 的 滋 积 可 以 通过 在 他 中 把 任意 一 对 
“代表 元 素 " 和 3z AR 并 构成 包含 乘积 ry PURETROKGORIB, Hii 
公式 (17), RR NeoNg = NC) — Ny, URE IN — Ne 是 这 个 
陪 集 集 合 的 左 单位 元 素 , XCINFE E ON so N D oN a 和 Nzo CN go.N z) 
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二 者 都 包含 (x 办 z=z(yz), 所 以 陪 集 的 乘法 满足 结合 律 。， 最 后 , 陪 
E No oN: B Gh e rs e, PAHA NacleNmz—Nec-N, H 
UEREd RU E RIO GEPXE, AA RAEE 4 一 起 可 以 证 明 下 面 的 

BIS G M4 RR E33 8CNT GAERA- ARER, 

XX NOM m REOS G ANGERA EBD AAGIN A 
zD, | 

由 (17) 式 知 ,对 应 XPNz 是 位 到 G/N 上 的 一 个 辣 态 , 并 且 这 
Ard ERE N, 

反之 , 我 们 已 经 看 到 (根据 引 理 2), REG SIRE G" Ef tex HI 
d, 如 果 同 态 核 是 W, SA Fd zs t C" 与 商 关 GIN LED, GRUT EH 

ERN —Adcésdb G5 DA SRGDUSMCR EE 
B pG Sd EEGIN,N m EGER ERAT) Ax X, 

注 _ 从 群 和 正规 子 群 来 构造 商 群 类 似 于 从 整数 环 来 构造 模 m 
SÉREER(S1.9,81.10), N 的 陪 集 类 似 于 模 %* 的 剩余 类 ， 如 果 把 
a—y (mod N) ELAK Ray EN, 则 这 个 关系 与 关系 x 二 jy (modn) 
E. «y^ EN 等 价 于 断言 : “和 在 加 的 同一 个 陪 集中 ( 见 $ 6. 8 
718 6), 


习 


1， 列 出 所 有 抽象 群 , 它们 旺 正 点 形 对 称 群 的 问 态 象 ， 

2， 列 出 上 谨 有 抽象 群 , 它们 是 正六 过 形 对 称 阁 的 同 态 象 . 

3. WE: EAR GATOZ EGERT G/Z 5 GWAA aiat 
同 构 . 

4. UEWI: dE 86.2 的 习题 中， 由 三 # Cmod 50 可 推出 对 所 有 的 有 
azzayimod 8) 54 [L[2 23 8 XE UT BF. 

5， 设 安 是 所 有 形 为 2375" 的 有 埋 数 档 成 的 群 ， 这 里 指数 B. m, ngke 


四 如果 你 是 周志 开 群 .这 个 群 中 的 二 元 运算 用" 十 " 玫 寺 ， 那 各 每 个 子 群 克 是 宫 
中 的 正 禾 子 群 , 这 时 商 群 常常 称 为 差 群 , 并 记 作 G — N. 
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deo S DUE E29 构成 的 乘 尖 群 . 
(a) Hii 6 dde HRER dE. (b) WEGA. 
6. IW GG EAAS, WEBB: G 的 任意 子 群 8 的 所 有 原 象 的 集 各 
AGBS EE S, JFE, 如 果 S ERRER, Dna Smau. 
"T. VESGETEGHE-- 4M TOHÉ, ngoN GGG MUGEGE DRE, 证明: 如 果 
SnN-eH SUN-SG. 那么 G/N 5 S fa] Kg. 
"B. WEG RSEN GEO z yc e 的 元 素 称 为 换 位 子 ， 证 明 : 所 有 这 样 
的 换 位 子 的 冬 积 组 成 的 集合 0 Rau G roo NU RE. 
*9。 在 习题 $ 中 ,证 明 : G/C ERRER, RAER: WENNEG AN 
ACTGE GB G/N EAE, WANES C. 
"10. REGRAT SI T, 如 果 对 某 个 EF 有 a7 58a T, WERTE 
H. 证明: G KEETE S HU ETE WE P8 48 AG Fo ERE RE. 
"li. (a) 证明， 如果 娃 和 加 是 如 的 正规 子 群 ,并 有 MÜN-e, Hhzx— 
H aiM, bEN, 有 8= bmn、 (dicm. 证 明 aba ibc'6 M [| ON.) 
*(b) 证 明 ; 在 (3) 中 , 如果 于 UN=G, 那 如 9 二 xN. 
"12. ORERE, 8 EG EXE RE, IER aca, it T, 是 3 的 生体 
CREER Sr EREM Swe^Sxa. BEBE: 
(a) 对 应 aT, EMB. 
(b) HARRIA 1 所 说 的 正规 子 故 . 
*13， 证 明 : dET HUP RED ec DER EE HE O17) REL E RE DRE RE. 


*$6.14. 等 价 关系 与 同 余 关 系 . 

在 定义 整数 之 间 的 关系 a=5{modn) 时， 在 通过 数 偶 的 同 余 
RRG, =la, DH (这 个 同 佘 关 系 的 意思 是 ab —a b) 来 构造 有 
理 数 时 , 还 有 其 他 地 方 , 我 们 曾 断 言 过 , 任何 满足 自 反 律 , 对 称 律 和 
传递 律 的 关系 可 以 看 作 与 粗 等 是 一 类 关系 ， 我 们 现在 系统 地 讲 这 
个 断言 的 意义 , 

为 方便 起 见 , 把 满足 自 反 律 、 对 称 律 和 传递 律 的 关系 BB， 即 对 
集合 号 的 一 切 元 素 a,b, c, 有 性 质 

afia, 


. 1937 


由 a Rb 可 推出 bRe, 

由 anb $1 bre 可 排 山 aRe, 
称 为 8 上 的 等 价 关 系 ， 如 果 象 在 陪 集 的 情形 (3 6. 13) 中 , 我 们 把 8 
的 适当 子 集 当 作 元素 处 理 ， 这 样 管 价 关 系 玉 就 变 成 了 通常 的 相等 
关系 ， 事 实 上 ， 如 果 = 是 仿 的 任意 元 素 , 我 们 则 可 用 (a) 表示 与 
a 等 价 的 所 有 元 素 5 ufi; b€R(a) 4 BL 28 bRa, 这样 一 些 
R-3- Ri 48h IR PER 

引 理 1 由 aR5 pus R(a) -R(D, ALTA, 

证 明 ”首先 假定 aR6, 并 设 c 是 她 (a) 的 任意 元 素 ， 那 么 根据 
定义 有 cRa, 因此 再 根据 传递 律 得 Rb, 这 就 意味 着 ER), 反 过 
来 , 由 对 称 律 得 BRe, 所 以 由 CER (D) EN ER, KARAM 
个 集合 C0) 和 RO) 具有 相同 的 元 素 , 因此 (a) =R), 

现在 假定 R(a) — R(5), ARR EI Etfi A bb, Bi 以 BER(B)， 
RH R(a) — R (5) 这 意味 着 5ER{a), 于 是 aBB， 这 就 完成 了 引 理 
的 证 明 . l 

XE R RR Ra] f BE n HARARE, HEA a 确 
定 的 集合 RQo) 就 是 包含 整数 a 的 剩余 类 ， 这 里 , 引 理 1 转 别 给 出 
上 断定: a=b(modm M HRH a 和 5 属于 模 % 的 同一 个 剩余 类 ( 参 
3 51.100, 其 他 的 说 表 留 作 习 题 ， 

再 有 ， 模 有 人 金 部 剩余 类 把 整数 的 上 整 个 集合 分 成 不 相交 的 子 
类 , 因此 可 以 说 这 构成 了 名 的 一 个 “分 划 "，. - 般 地 , B S DA 
是 把 号 划分 成 子 类 A, B, C,…, 使 得 如 的 每 个 元 素 属 于 一 个 且 仅 属 
于 一 个 子 类 ( 子 集 合 ). 下 - 子 集 总 提供 这 样 的 一 个 分 划 ， 

81$8 2. 两 个 吾 - 子 集 或 者 四 等 ,或 者 它们 没有 公共 元 素 , 并 且 
所 有 也 - 子 集 的 全 体 构 成 妨 的 一 个 分 划 . 

证 明 nA) I ROO rZ de sos e. FÆ cRa JE B. 
cRb, JAAR do E dea (b dei ano, BHRSIE 1 这 意味 着 
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R(a) -R(b), MIA 如 果 R(a) ARO), 这 两 个 类 不 能 重 选 最 后 ， 
集 人 台 癌 的 每 个 元 素 e 在 特定 的 R-P RO) 中 , 这 是 因为 ， 根 据 自 
反 律 有 cBe, 所 以 € RCo), 

引 理 2 的 族 命 题 可 直接 证 得 ， 如 果 集 合 态 被 分 划 二 分 成 不 相 
交 的 子 类 A, B, O, e, WARA ab 可 以 定义 为 各 和 五 属于 这 个 - 
分 划 的 辣 一 个 子 类 中 , 这 就 给 出 仿 上 的 一 个 抽象 的 等 价 关 系 忌 此 
外 , 通过 每 个 元 素 4 HOX S XR BE B. RUE IE EA NI o fn 
的 包含 a 的 子 类 ， 这 些 结论 可 以 概括 如 下 : 

定理 28 集合 避 上 的 每 个 等 价 关 条 下 确定 与 的 一 个 分 划 开 ， 
它 把 加 分 成 不 相交 的 至 - 子 类 ， 友 过 来 , 妨 的 每 个 分 划 开 产生 一 个 
FAXE R, TEA- TASLAR A A Ro 5p e43 7-X| 
x zOH—-—stpEReu, RES» Ed adeb AT uxspm6B—4 
SROEGB Hom 5 aRb. 

在 讨论 一 个 可 容许 的 相等 关系 (3 1. 11) 的 必要 条 件 叶 ， 我 们 
还 需要 某 个 与 二 元 运算 有 关 的 * 代 换 性 质 "， 利 用 集合 号 上 的 等 价 
关系 召 和 二 元 和 运算 acb = c, 这 个 性 质 可 写成 形式 

由 aa' $R b RD 可 推出 

(aob) R(a' cb), (18) 

这 个 条 件 有 着 确定 的 理论 含义 . 

事实 上 , VLROGEOS LRUTEXRORUDXSIA. KBEa 是 相应 的 分 划 ， 
它 把 8 2 RR—F 5E A, B, C, s 辐 陪 集 的 情况 一 样 , 我 们 把 ER- 了 于 集 
看 作 新 系统 ESIR HTE ARRE vL x ED 8 ir — 
FE, 我 们 可 以 由 总 中 的 二 元 运算 来 定义 了 中 的 二 元 运算 ， 

TEN p, ASB— C 当 且 仅 当 
TE S rh, t aC A dH 5C B fk (as b) CC. 

TERR CIS) 是 说 ,如果 a a 两 个 元 素 都 在 R- 了 千 集 4 中 (好 , aRa')， 
HH b 和 六 都 在 BR- 子 集 B 中 ,那么 (qo8) 和 (a'o8) 都 属于 同一 个 
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(19) 


R- 子 集中 , 于 是 , 这 个 运算 得 到 的 R—T3RC fl d AO B PE BIDE, 
并 且 在 (19) 式 意义 下 , C 就 是 4 和 五 的 溢 积 4oB3， 换 句 话 说, 代 换 
性 质 (18) 鱼 价 于 断 音 : XE (09) 72k —A- RT E CILE) EA yA 
二 元 运算 ， 这 就 证 明了 

定理 29 已 知 集 会 如 上 的 一 个 等 价 关 系 吾 ， 定 又 在 总 上 并 站 
有 代 接 性 质 (18) 的 任意 二 元 运算 产生 一 个 六 的 下 - 子 集 上 的 如 (19) 
AGE OP Xd ons X. 

Fan URGERE EBUPR n PAKA 加 法 和 对 法 都 具有 
代 换 性 质 (18), 于 是 定理 29 产生 出 Z,(8 1. 10858 SL I) PARE 
的 加 法 和 乘法 . 更 一 般 地 , 定理 29 可 以 应 用 到 关系 4 一 站 0 上, 这 
星 如 是 任 淮 交换 环 中 的 任意 理想 , 其 至 可 以 推广 到 其 他 代数 系统 ， 
这 个 系统 的 运算 不 一 定 是 二 元 的 .一 般 说 , 满足 定理 29 条件 的 关 
系 称 为 “ 同 余 关系 ”， 类 似 地 , 同 构 . 自 同 构 和 同 态 等 概念 可 以 应 用 
到 一 般 的 代数 系统 ， 例 如 , 如 果 忆 各 是 具有 三 元 运算 ta,8, e) fr 
RO, 302; G 3) H Egli] is R6 BUG Pit PERI G SA EARI 0, 
这 个 性 质 是 , H G PH a 5, efi 

(a, b, c) 0 — (a8, bO, c8). 


3j E 
1. 下列 美 系 互 中 , 哪些 是 等 价 基 系 ? 如 果 是 , 描述 一 下 R-TGR. 
{a) GE, S TIY, a Rb. 意味 着 a hes. 
(b) G, S su (a) rr Hr, ago DA boeg. 
(c) 区 是 整数 环 , 985 EK a— b 是 素数 ， 
(d) Z 是 整数 环 , a85 EG ab EET Er. 
(e) Z ERNE, GaBbGERURGPa—b iTA. 
2. BARFA penda ERI, ME rRe EERTE eG dior 
=r, 加 是 等 价 关系 吗 ? 日 是 怎样 作用 在 每 个 RT E: 
3， 设 和 是 由 全 体 平 面 的 变换 Car, peleta DR Gn 0 ROXL ^) 
1965 


意味 着 对 某 个 dea 有 (x 的 中 = (x. y. EKAT, 五 - 子 集 是 什么? 
4， 设 4 和 是 实数 , 设 aB$ 喜 味 着 a—b 是 360 BEES. 
(a) i ERRAR, 
(b) 它 是 加 法 同 余 关系 吗 ? 
(c) "EX GERI GAS 
(dj HER REB ui use Ds. MOX I RT EL E e 
S. (0 CIEGO PEREN, EN: XX abet 对 王 In Bw 
HERRA. l 
(b) 如 果 五 是 突 换 环 E 的 芷 意 同 余 关 系 , 那么 , 当 加 法 和 乘法 用 公式 
(9 定义 时 , 全 体 R- 和子 集 构 成 另 一 个 交换 环 . 
65， 在 习题 1(a)"n, WEH: 代 换 性 质 (18) 的 一 半 对 任意 子 群 8 都 上 立 
PIA (18 f 8 —op arch BL 23,8 XE TEX 2B, 
T. EO iSS 是 二 元 运算 , RES EBNUUURJGA. 证 明 ， mE h aRa' 
HEN (a b) a! » b) fü (boa) R(boa'), 那么 (18) 式 成 立 ， 
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SLE ”矢量 与 矢量 空间 


$7.1 平面 区 是 


在 物理 学 中 出 现 一 些 称 为 秋 量 的 物理 莉 , 它们 不 单纯 是 数量 ， 
它们 除了 有 数量 天 小 之 外 还 具有 方向 ， 例 如 ， 平 面 上 的 一 个 平行 
移动 ， 它 的 效果 不 仪 依赖 于 移动 的 距离 ， 丽 县 述 依 赎 于 移动 的 方 
向 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 可 以 把 平行 移动 表示 成 共有 道 当 长 度 和 方 
向 的 箭头 % (图 切 ， 两 个 这 样 的 平行 移动 5 和 及 表示 做 完 一 个 平 
移 之 后 再 接着 做 男 一 个 平移 , 它们 的 联合 效果 就 是 “总 ”位 移 y. 


如 果 先 做 平移 a 后 做 平移 B, mA FK 0 77 ? 
端 位 于 箭头 x tts WAE via pa je 
就 是 连接 & BANTO A DARWINA KE M 
EL o 和 用 为 边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 ， 这 个 图 1 
R at f 的 法 则 就 是 所 请 的 矢量 加 靳 的 平行 四 这 形 法 则 ， 

一 个 位 移 & 可 以 放大 三 倍 得 到 新 的 位 移 3a, 或 者 取 半 得 到 位 
Bla 我们 甚至 可 以 构成 它 的 负 伴 数 ， 例 如 一 2a 它 表 未 一 个 天 
小 是 a 的 两 倍 , 方 向 与 a 相反 的 位 移 .一 般 地 , & 可 以 乘 上 上 任意 实数 
e 构成 新 位 称 co, 25 c 为 正 数 时 ,ea 的 方向 与 & 相同 , ea 的 大 小 是 
a Mo e 僧 , 而 当 e 是 负数 时 , 方向 必 相反 。 数 e 称 为 标量 (或 绝 晤 》 
3t Bt ca oo Rin 

FHEAE N D RRRA, D 2 EU e 
Xs 在 所 有 这 些 情 形 中 , 矢量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 和 ( 实 ) 数 乘 
运算 , 具有 同位 移 情 形 一 样 的 酒 义 ， 这 就 说 明了 “各 种 不 同 的 物理 
状态 可 以 有 相 问 的 数学 表示 ”这样 一 个 原理 . 
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解析 几何 提出 了 用 实数 偶 来 表示 平面 矢量 的 方法 ， 我 们 可 以 
用 始 端 在 (0, 0), 终 问 在 相应 的 点 (a eg 的 箭头 < 表示 任何 这 样 的 
矢量 , 其 中 坐标 a, qs 是 实数 ， 那 么 矢量 的 和 及 “ 数 乘 " 积 的 坐标 可 
LUATE Ap D AGREE Fr ZEE EE: 


(81, 03) + (bi, b) = Gai -tb as 52), 0) 
e Ca, aa) = (cay, c5). (2) 

从 这 些 流 则 我 们 容易 得 到 舌 量 代数 衬 的 各 种 定律 , 例如 
ac B—fH-a, a+ (Gv) — (QUE B) vs (3) 
ciat B) — cac efl, 1-a—«, (4) 


等 等 ， 这 些 当中 有 很 多 (特别 是 矢量 加 法 的 交换 律 ) 还 对 应 着 几何 
原理 . 

矢量 运算 可 以 用 来 表达 很 多 熟悉 的 几何 类 念 。 例 如 , 矢量 a= 
Ca， 由) 的 终端 到 矢量 A= (bi ba) 的 终端 之 间 的 过 线 中 点 可 以 用 
Ass ( 3s, 87b ) 给 出 , pi pco e RR Aic (a f th 
所 得 到 的 儿 量 也 可 以 称 为 矢量 a 和 有 的 重心 。 矢 量 代数 的 一 组 完 
整 公设 将 在 8 7.3 中 给 出 ,我 们 先 描述 矢量 的 其 他 一 些 例子 . 

习 ”是 

.ORUBIERIOOTRODBESIA RRA ERGMA), 
- HARRIE). 
证 明 : ARBRES RIA RF. 


证 明 :; dEACFIED AE a YUE- RETREAT REZ 和 a= 有 十 y， 
ycb B ABI 加 方 向 的 矢量 ， ?是 沿 # 轴 方向 的 舌 量 . 


$7.2 推广 
上 和 揪 述 的 例子 可 以 在 两 个 方面 推广 . 第 一 个 方面 ， 维 数 


MP X DE TJA P EDII EINE Rah rosi mi I P E 
工 字 苹 来 袁 示 标量 . 
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(87.1 的 矢量 是 二 维 的 ) 可 以 是 任意 的 ， 首 先 , 从 以 下 事实 我 们 看 
出 维 数 可 以 推广 ， 按 照 §7.1 中 处 理 平面 位 移 和 平面 力 的 同样 的 
方 灶 可 以 处 理 空间 中 的 位移 和 力 ， 唯 一 的 差别 是 , 对 于 空间 的 情 
形 ， 矢 量具 有 三 个 分 量 (zu s, v3), 而 平面 矢量 具有 两 个 分 量 . 

其 次 , 在 药力 学 理论 中 我 们 可 以 看 出 , 作用 在 刚体 上 的 力 能 鱼 
分 解 成 六 个 分 莽 : 作用 在 重心 上 沿 三 个 互相 履 直 方向 的 拉力 和 缠 
这 些 便 直 轴 的 三 个 序 转 力矩 ， 两 个 力 的 合力 的 分 量 还 可 以 通过 名 
力 的 分 量 来 计算 , 而 数 乘 运算 (用 实数 去 乘 ) 的 含 允 同上 面 一 样 

更 一 般 地 ,对 任意 止 整数 n. 全体 %- 数 组 a= (a, ,am 构成 
—^r n EX ERI 可 以 把 它 看 作 % 维 几何 空间 ， 例 如 ， 直线 是 形 
36 a+ tB Cos D 固定 , 5-05 £ 是 变量 ) 的 元 素 的 集合 ; eus o, Aa 的 


重心 是 二 (ai ttan), 等 等 (这 将 在 8 9.18 PRR. 为 了 得 到 


完整 的 几何 理论 , 我 们 只 须 如 在 $ 7.10 中 那样 引进 距离 的 财 念 . 

第 并 方面 的 推广 来 源 于 下 面 的 观察 : 就 涉及 的 代数 性 质 而 论 ， 
矢量 的 分 县 和 标量 都 不 一 定 是 实数 , 而 可 以 是 性 章 上 成 上 的 元 素 . K 
际 上 , 含有 复 分 量 的 矢量 在 电路 理论 和 电磁 学 中 常常 被 用 到 , 而 在 
第 十 四 章 中 , 我 们 是 以 研究 含有 有 理 标 量 的 矢量 作为 代数 数论 的 
基础 

前 面 两 段 所 描述 的 推广 合并 起 来 租 述 就 是 ， 对 于 任意 正 整 数 
3#《【 维 数 ) 和 任意 标量 域 下 推广 都 成 立 ， 

例 deri] F 是 以 所 有 n- 数组 as (8, 8 62, 8-7 (5i, 

b), "(其 中 分 量 au b, 在 不 中) 作为 它 的 元 素 . 严 中 的 加 法 和 


Bos V CRI: 
(a1, rer, S) T (bi, "t. 5.) = (aitb, MEE a, 5,), (5) 
CCa 7, On) — (09, t, 60,). (6) 


定理 1 在 关 量 室 间 VP 二 J" 中 ， 关 量 加 法 和 数 来 运算 具有 下 
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5|TE ffi: 


dibdmóhgiE XKECTY VOAOHD BD GE (7) 
c(a--B) cade, (c c)a— cad e'aC BOTE) (8) 
(ee')a—c(c'a), 1:a-—a. (89) 


WEB] 我 们 首先 验证 关于 群 的 公设 .矢量 加 法 满足 结合 律 ， 
这 是 因为 对 任意 人 象 上 面 闭 样 定义 的 和 失 量 & 和 有， 和 任意 矢量 ?一 
(eu s 69 我们 有 

(at B) +y — (ai 4- b, 63, 7, Grt bt on =at (B+ y). 
上 式 是 根据 域 中 加 法 的 结合 律 (3 6.4) o dg), f Tb) re, 
二 6 十 (Bi 十 6;)， 特 殊 矢量 0 (0,…,0) 起 着 单位 元 素 的 作用 , 而 
—a- (—8,,*, —a,) f£ a+ (—a) - (7a) taU 的 意义 下 是 & 的 
wE, Eg, —e— (— Dade 与 标量 (一 已 的 乘积 ， 而 
0 — 0a, X EE o, 

Ed 35x44 C208 a. 5; — bi ta, 所 以 上 述 群 是 可 交换 的 . F 
样 地 ， 定 六 (5) 和 和 (6) 将 分 配 律 (8) 的 两 边 化 为 分 量 所 在 域 中 的 分 
配 律 . 


3 题 


L 设 <= (1 1,0)， 8-(-3.9 1) v-( ， L, 2), 计算 : 


(3) at 28 3y, 
(b) 3(a 4-8) 28 y), 
(c) a, 及 了 的 重心 是 什么 ? 
(d) RAR SP 5i-a. 
2. VW a-(1,i4,0,8-2(0,1—420/, y 2 (,2— 5 D. VE: 
(a) 2a- tf, . 
(b) iat ORL- CE 3)y, 
(c) 解 方程 — i£ B. 
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3. Wan incikd 1 402] 2 所 述 , VL IPUREE B y X) 2:1. 
*4. Via B 102] BL 2 所 还 , Mee IER BE a B oy 3) 1:21 3o 并 加 以 说 明 ， 
5. ER Z5 Ah n fk RIBUE.UCO I ECT HE RAR. Ai 
(al ZU Sp x BE 
(b) FZ Ph atatea, WEE Re Hr zz 
*6. MIERES ZI PRIGEPHOUNTRIBU PS” G 能 定义 任意 三 点 {或 四 
点 ) 的 重心 吗 ? Gk 试验 数值 例子 .》 


87.9 矢量 空间 与 子 室 间 


我 们 卉 在 米 定义 矢量 空间 的 一 般 概 念 ， 秋 量 空 间 实 质 上 就 是 
一 个 代数 系统 , 它 的 元 素 在 矢量 加 法 和 数 乘 运算 之 下 组 合 在 一 起 ， 
这 里 的 数 { 标 量 ) 是 属于 一 个 适当 的 域 R， 对 十 这 两 个 运算 ，8 7.2 
中 列举 的 法 则 都 成 立 . 

定义 FOR AkGCTHVOLGEAX TH RE 集 合 : 
V 中 诗意 两 个 矢量 & 和 月 确定 一 个 (唯一 的 ) 秋 量 好 十 五 作为 和 ; dE 
€ Xd a€V 和 任意 宗 量 ceE 玉 确定 一 个 * 数 来" 积 ， 它 具有 性 广 (4) 
de(7)^- (8), | 

《法则 (8) 和 {多 对 于 所 有 矢量 和 ,以 及 所 有 标量 c Rn e HR 
By 

定理 1 实质 上 表明 , EA EEM ”和 任意 域 E,F" RR xU 
兽 ， 还 有 很 多 无 穷 维 美 量 空间 ， 它 们 在 现代 数学 分 析 中 起 着 基本 
的 作用 . 

例如 ， 设 总 表示 所 有 实 变 量 x 的 函数 fom. FOE 
W sasl 上 单 值 连续 ， 果 个 这 样 的 困 数 (xz) 和 iG) Fg EL (a) 
=f) +g) S hA, PEL FOOD Scd C e pg Ee" 
Bicf(ao483& — Tr HERAA, ixghpR NU TRE HIE esce, 4H 
A. "EDS WERA RER Ht obo Tn xs OL T IL EEJE S 89 fe i 
人 性质， 直至 可 以 认为 ， 这 个 集合 8 中 的 矢量 在 线段 Osei 的 每 
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— BEAR A di CHP eR LIRE), 
再 有 , AERAR f, CHERERE A Seimi, ERE 
面 区 域 ), EARR ER F, AME STEA cS 一 个 值 
FEF, fgg f h— fg R BRIR h = of 是 用 方程 (x) 一 了 (x) 
tg(x)E h'(x)ssefCaYuEBRA x€S 5 mx Sci, 352. Brot XX FEES 
数 王 的 集合 构成 上 的 矢量 空间 . 
为 了 与 我 们 所 用 的 群 的 加 法 记号 相 一 致 ， 我 们 用 09 表示 这 个 
ERU DIC. 它 是 满足 
&40-—0-r«—«, H— E a (10) 
(MES "E IedR, PARO 与 零 标 量 0 不 应 被 混淆 ， 然 而 ， 它 
人 两 个 却 都 着 单 位 元 素 . 
事实 上 , 对 所 有 的 6 和 a 由 (8) 的 两 个 分 配 律 得 到 
€x -0x— (ti+Oa= ca— ca-F Q, 
ex 4- c0 e (a 4-0) — ca ea 4-0. 
TWAA LO ca, 我们 得 到 两 个 公式 
0x0, 和 对 一 雪 o: c0 — 0, 3$ — 13] c, (31) 
BUS. "Sae" fH C7 Da 在 群 中 充当 任意 给 定 舌 量 a ioc. 
这 因为 


&c-(—1)2—1:a4- (—1)a—[14- (—1) 1a — 0x — D. 
因此 | 
在 (如 法 } 群 中 , 任意 矢量 的 道 矢量 是 (一 由 a (12) 
由 (11) 和 (12) 得 出 ， 任 意 笑 量 的 “ 圳 "的 循环 子 群 是 由 不 同 整 数 友 
和 mde P e, 
TE TER B — 18 7s 8] R 中 , 位 于 一 个 国定 平面 上 通过 原点 
的 所 有 矢量 构成 一 个 一 维 矢 景 空间， 它 是 整个 室 间 的 一 部 分 ， 娄 
伺 地 , 位 于 一 个 国定 直线 上 通过 原 虚 的 所 有 作 量 的 集合 S, 在 加 法 
和 数 生 运算 之 下 古 封 闲 的 , 因此 这 个 集合 也 是 R? 的 “ 子 空间 ”. 
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EX REZAVAFAA S, apet V PRE mk 
dadk iE Wo — AEZH, HRS RORV By Tou. 

F EATE S ETERA ERA S REFERRI P ACCIUS 
(Sc, JEB.S BUE XE RES E REDGSREBUE YES H MEHE 
可 以 很 容易 地 验证 这 个 命 古 。 很 显然 ， 子 空间 的 定妆 同 以 前 子 域 
和 子 群 的 定妆 相 类 似 ， 从 几何 上 讲 ，“ 子 空间 ”只 不 过 是 通过 原版 
O 的 线性 子 空间 (直线 ,平面 等 竺 ). 

例如 , 对 任何 域 ， 形 为 (0, 25, 0, 4) 的 金 体 笑 其 构 成 F* 的 子 
Au. EA, 单独 一 个 等 估量 和 是 任意 矣 量 空间 的 子 空 间 . 

再 有 ， 次 数 最 高 是 7 的 多 项 式 集 合 是 所 有 多 项 式 构成 的 矢量 
EHHEZ, 这 里 不 管 多 项 式 的 基 域 是 否 是 实数 起 、， 类 拟 地 , 定 
LEKKR 0 所 w 志 1 上 的 爹 体 连续 畏 数 的 集合 是 定义 在 同一 个 定义 
域 上 所 有 函数 的 线性 空间 的 子 空间 . 

ERRAN V 中 , 给 定 矢 量 G o onus 所 有 o 的 线性 组 会 

£105 T. rr + Cu 《每 个 e; fO 
的 集合 是 子 空间 , 这 是 因为 对 所 有 矢量 w 和 所 有 标量 Coe Re", 
恒等式 


(era H H es.) > (e1 H H Cnn) a3) 
= (evt ela t n SV F Em) ns 
eleta H + Cnam) o (eea Hk C Cna (14) 
HP. REHAT 

EH? Xa FocPd4tid—cinGk) 所 有 线性 组 会 的 集合 
是 下 的 子 空 间 . 

这 个 子 空间 显然 是 世 含 所 有 给 定 矢 基 的 融 小 子 空间 ， 因 此 称 
ob n ed cb CE AO 的 子 空间 ， 由 单个 笑 量 % 寺 0 张 成 
(tj x74 BDE Bof R eol 组 成 的 集合 Su JL E, S 就 是 

通过 原点 和 的 直线 ， 类 似 地 ， 由 两 个 非 共 线 的 矢量 m 和 os 3E 
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成 的 子 空间 实际 上 是 一 个 通过 en as 和 原点 的 平面 ， 
定理 3 xd cw V edge x SOTAV e 
TE Gu. 
WEB] ”两 个 络 定 的 子 空间 含 和 下 的 变 ， 定 六 为 既 属 于 总 又 才 
于 分 的 所 有 矢量 的 集合 SP 门下 (参见 8 69 定理 17， 关 于 两 个 子 群 
的 奖 )， 邵 果 台 和 及 是 两 个 这 样 的 矢量 ， 则 它们 的 和 ar B 一 定 在 
S RORSDSS ERA a MAATA, 同样 也 一 定 在 全 中 ,因此 它 
duds SAT 中 ， 类 似 地 , 任意 矢量 & M RRR ex E SNTE, 
WEBB 
再 有 , 舌 量 空间 下 的 任 痊 两 个 子 空 间 恕 和 了 确定 一 个 集 人 台 呈 十 
T, 它 是 由 所 有 和 o BRE Hiper S, RTT. Amat 
律 , 结合 律 和 分 配 律 (3) 和 (4), 集合 SHT 是 个 半空 间 , 称 为 8 和 9 
Bg f, Ee PX pe RON, LER. EP SAT, 而 共 他 任意 阿 时 包含 
仿生 的 子 空间 五 都 包含 它 ， 因 此 线性 和 的 概念 类 似 于 两 个 半 群 
的 并 (参见 8.6.8). SAT 的 这 些 性 质 可 以 叙述 为 
SETS+T, TCSiT; (15) 
用 SCR d$ TCR, 推出 S TCR, 
这 里 SCR. DA ERU Tx BIS AAETH Rph, 
习 题 
L EA: 在 任 什 舌 量 空间 中 , 由 ea =0 可 推出 或 者 c=0, 或 者 a=0. 
2. i$ a, Ay dpg7.2 习题 1 中 所 述 , 计算 
7[2(a—38) T4 GB-6y) ]-3«-» +58+2a. 
3. Wb c. 8 2m 87.2 可 题 2 中 所 述 ， TEE CIE 20 (Ga 38) -8a — 8B. 
4. FA Q*G2 的 子 集 全 中， 哪些 组 成 子 空 间 GERTA A 
(z,, t nS 
(a) ri a 为 整数 的 所 有 Es 
(b) 2E z,—0 的 所 有 各 
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(c) 或 者 分 量 n 0 或 者 分 量 2;=0 的 所 有 所 
(d) jd AE 3x tie =l 的 上 所 有 i 
(e) WEA Tx,—2.—0 的 所 有 5. 
5， 下 列 定义 在 Srel LARRE f o0 的 集合 中 ,哪些 是 ea 上 
所 有 实 函 数 笑 量 空间 的 子 空间 ， 
(a) Bra Pix ux. 
(b) BÀ rk skr E rea xs CES f 6) 一 0 
(c) Wü A Fe 2f00) = fOORSBUB ERG 
(D Hk ABpOCfQü)-fo0-18pBCUREAG 
(e) PA IE: 
E) 39) z iR O = 了 (1 一 中 的 所 右 函 数 ， 

6. 5 DIESE F Hb, $3.3 21886 3 BEI RI ER EC SE AB. EBUE SE EE 
空间 ? 

7. VES RE QS 的 于 空间 , 它 是 由 所 有 形 为 40, m xm IL RERB RR, mL T XE 
HRE, 2, 0)30](3, 1, DRTE., MAREE SAT A, MERE 
在 S--T on 

8. dE Zich, 有 过 少儿 量 是 由 (1, 2, DA, 1, 1) 张 成 的 ? rb E 
E Bi, 2, 1) 3062, 3, 2) 2 

9， 证 明 ， 在 Qt, EH z—0 可 以 由 下 面 每 对 舌 量 张 成 (10,0) 
(1, 1, 0); (2,2, 0) 和 (4; 1, 0); (3,2,0) 有 I(—3, 2, 0). 

10. WA: WE SEA i Aé 张 成 ， 人 是 由 F933，F Wy ER, MA 
IHT EE Én S nun 和 93 IKR SE) RA R 

11. 构造 Zi WHEA 其 列 出 它 的 子 空间 . 

12. 构造 Zi 的 加 法 表 , 井 列 出 它 的 子 空 间 ， 

13. 证明: 一 对 前 尝 线性 方 各 amm l e l aa, bini tH e t bata = Ò 
{ 共 中 a, b, x, 全 部 属于 RR A Ge w DE A F BT IR. 

*14. EN: REZAR esa RAEM at EM. GET: 在 平 
m RIE REH ca, EE ea EB D £X Ld xS. 

*Js. ER: 4TA mixt RES mv. Em: 用 两 种 方法 
BERG DGEÉ.) 
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87.4 iXX SHE 


ABS iE io -F- 8 (] P AERE — 38. 3E JL fn BC R 
的 定义 ， 它 将 被 描述 为 张 成 这 个 空间 (或 子 空间 ) 的 矢量 的 最 少 
个 数 . 
例如 , 普通 空间 R? 可 以 由 三 个 矢量 (1,0,0), (0,1,0) 和 (0,0,1) 
张 成 ， 它 们 分 别 是 说 三 个 甬 标 轴 的 单位 矢量 (长 度 为 1)， 和 但 是 民 ? 
不 能 由 两 个 矢量 张 成 (两 个 非 共 线 矢量 张 成 一 个 通过 原点 的 平 
面 )。 轩 比 R’? 的 维 数 是 3. 
更 一 般 地 , 任意 FF" Bn AY 
a= (1, 0,-"*, 0), 
£5— (0, 1, 7,0), a6) 


en = (0, 0, =, 1) 
张 成 ， 实 际 上 , 到 中 任意 父 量 是 这 些 单位 矢量 的 线性 组 合 ， 这 
本 为 
(ar, n, Kn) = Bah ntt SER. (17) 
我 们 将 在 定理 5 的 推论 2 中 证 明 ， 玉 不 能 由 少 于 % 个 笑 量 张 成 ， 
因此 有 理由 称 FERE ER nA sr. 

不 仅 sl ns en 生成 整个 空间 ET, Hj B, tie tetee =A 24 
HIL Gr, i 24.) (0, 7,0),. RIPE HAE ——23.—0. EC 
味 着 单位 思量 在 下 述 意 义 之 下 是 线性 无 关 的 . 

EX 关 量 ol，…，wm 线性 无 关 ( 在 上 ) 当 且 仅 当 对 下 中 一 
AE cu 

击 et dor beue — H k c 0,0. 8) 

一 组 笑 量 如 果 不 是 线性 无关 的 , 则 称 它们 线性 相关 ， 
线性 无 关 的 矢量 组 的 任意 子 集合 还 是 线性 无 闫 的 ， 这 是 定 光 
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的 明显 的 结论 ， 然 而 ， 下 面 尖 于 线性 组 合 与 线性 相关 之 间 的 关系 
更 为 重要 ， 

定理 4 AAV PRERE …, om 线性 相关 当 且 人 奴 当 这 
此 关 量 中 的 某 个 笑 量 是 它 前 面包 个 矢量 的 线性 组 合 ， 

证 明 在 矢量 mw 是 它 前 而 几 个 矢量 的 线性 组 合 aL ea dr nn 
Ferit 的 情况 下 , 我 们 立刻 有 一 个 线性 关系 

Cit 十 入 Ee, 10, -1 十 (一 De 一 0 

其 中 至 少 有 一 个 系数 {一 四 不 为 零 . 因此 根据 (18)， 这 些 舌 量 线 
性 相关 . 

反之 , 假定 矢量 an oo 线性 相关 ,于 是 dion 4-1 da, — 0, 
选取 最 大 的 下 和 标 如 使 得 d, 2-0, 然后 把 a, 表示 上 成 线性 组 合 

a= (=d; d) 4- -- -- (—d;'d,: ) , 

BRT k=1 bzh EAJ Ae RAEDT EJL A S REB £R E dH. 
fr, dEdi —0 Gk dE fl Eh, H o1 0, 这 回 我 们 给 定 
的 矢量 流 有 一 个 为 零 矢 量 的 假定 矛盾 . 

例如 , 三 个 矢量 B = (2,0,0, 8;— (1, 3, 0) 和 ;= (0, —2, 0) 
不 能 张 成 整个 空间 RS, 因为 它们 位 于 同一 个 平 而 上 ， 我 们 可 以 用 
XR8:I—-20,—38,— 08 x gu POR B1— 20, - 8B SEE 
这 个 线性 相关 ， 于 是 集合 (8,, B. £3) ER — TATED, Bs) 
张 成 同一 个 子 空间 ， 这 就 证 明了 

推论 1 一 组 关 便 线性 相关 当 且 仅 当 它 包 会 一 个 真 ( 即 最 T) 
TX 5/R AG ing S —4 3E dg. 

这 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 从 这 组 矢量 中 , 删 去 任意 一 个 笑 量 ， 它 
是 0 或 考 它 是 它 前 面 僚 显 的 线性 组 侣 ， HERR P sje fna e e 
RS TRASAR- IB ^c Rr a Po Bp IRL. MER US A Ds 
我 们 得 到 

推论 2 任意 有 耻 的 夭 晤 集合 包含 一 个 线性 无 关 的 子 集合 ， 
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它 张 成 的 子 空 间 和 与 原 集 合 张 成 的 陡 室 间 相同 . 

现在 我 们 可 以 叙述 线性 相关 的 基本 定理 

定理 5 设 世 个 关 量 张 成 和 失 量 空间 FF， 它 包 合 7 个 线性 无 关 
kE, AA nr, 

证 明 设 由 = Ea, owj 是 张 成 FF 的 % 个 矢量 的 序列 ， 并 设 
和 一 1，…， 引 ] 是 了 的 > 个 线性 无 关 矢 量 的 序列 ， 因 为 4, 张 成 
V, 所 以 所 是 ou. n &n 的 线性 组 合 , 因此 序列 BiS Léo es 0s 0 
张 成 PF, 而且 是 线性 相关 的 ， 根 据 定理 4 B 的 划一 个 矢量 必 与 它 
前 面 的 基 量 线性 相关 .和 这 个 手 量 不 可 能 是 所 ,因为 é 属于 线性 无 
AREA X, MEER P, ARE 上 依赖 于 它 前 面 的 党 量 &1， 
dy cy Ga. 象 推论 1 那样 ， 删 去 这 个 矢量 an 子 序列 AD [E 
Qis Gas aas 1s G1 IRIKA F, 

现在 重 疏 论证 ， 和 构造 序列 Bs=[&z， A411 一 [8éz £e € es 
O6 1,0541, ad A] Bl 一样; Bs 张 成 VF, 而 且 它 是 线性 相关 的 . 因此 
和 前 面 一 样 ,B; 中 类 一 个 笑 旺 是 它 前 面 拓 量 的 线性 组 合 . 因为 这 些 
E 是 线性 无 关 的 , 所 以 这 个 矢量 不 会 是 或 各 ,法 一 定 是 某 个 as 
其 中 下 标 了 二 比如 说 , Jai, MRA ci MEERY Hn 
矢量 的 新 序列 

Aa = [En £i, Ois tty Kil Qa s Ajis grs t 98] 

这 一 论证 可 以 重复 * 次 , 直到 三 的 元 素 都 取 完 ， 每 一 次 失去 ASH 
ATR., AE A; 最 初 就 一 定 至 消 包 含 了 个 元 素 ， 这 就 证 本 了 
nz, 证 毕 

定理 5 有 几 个 重要 推论 ， 虽 然 它 们 包含 的 “基底 "和 ”* 维 数 " 等 
概念 的 完整 诅 义 直到 7.8 才 变 得 显然 ,然而 为 方便 起 见 , 我 们 现 
在 还 是 证 明 这 些 推论 ， 

定义 生成 { 张 成 } 整 个 关 量 空间 的 一 组 线性 无 关 关 量 丈 为 统 
个 矢量 室 间 的 基底 ， 一 个 夭 晶 空间 是 有 限 维 的 当 且 仅 当 它 高 一 组 

* 209 * 


有 限 基 底 . . 

例如 , (16) 式 的 单位 矢量 eue ss 是 FA 的 一 组 基底 . 

推论 1 ESAME EAV e—a DEAE 38 9 dk 
目 ( 有 限 个 ) 的 元 素 . 

证 明 因为 FF 是 有 限 维 的 ， 所 以 它 有 一 组 有 限 基底 

A=}, 1t 05], l 
设 吾 是 亚 的 任 淮 另 一 组 基底 ， 因 为 4 张 盛 VF， 并 且 B 是 级 性 无 关 
的 ， 定 理 5 表明 B 是 有 限 的 , 比如 说 有 r 个 元 素 , 于 是 nr, 另 一 
方面 , BSE M, V, ij A 是 线性 无 关 的 , 因此 rzn, 所 nr, 

有 限 维 矢量 空间 下 的 任意 一 组 基底 中 元 素 的 个 数 称 为 了 的 维 
数 , 并 用 3[F] 表 示 . 根据 定理 5 我 们 有 

推论 2 EREZA MARRE n, KA, (OV b ER 1 
个 元 素 是 线性 相关 的 ; Ga 1 4E ED RT SERE, V. 

定理 6 有 限 维 关 量 空间 依 的 任意 一 组 线性 无 关 关 量 是 人 的 
基底 的 一 部 分 . 

证 明 Hike EEEE RAE ER. 6.28 Qu ocn LE 
F 的 一 组 基底 ， 构 成 序列 CT VE, 5 o, LaL]. FLA C 
HARIH — AEREE KRT HA CREE. 4 的 推论 2)， 它 也 张 成 空 
间 YFt 因 而 它 是 玉 的 一 组 基底 )， 这 合子 序列 是 通过 删 去 那些 是 它 
前 面 矢量 的 线性 组 合 的 估量 而 得 到 的 . 因为 这 些 所 是 线性 无 闫 
的 ， 所 以 没有 一 个 所 被 其 去 ， 因 此 所 得 到 的 这 组 基底 包含 每 -- 
个 £i 

推论 和 % 维 关 量 空间 玉 的 吕 个 笑 量 Qs -…， Gn 是 一 组 基底 的 充 
分 条 件 是 : 起 者 它们 张 成 空间 下 ,或 者 它们 线性 无 关 。 

证 明 AR 4=[@,…, am] 张 成 下 ， 则 它 包 含 一 个 子 千 合 AT, 
这 个 和 4 碟 玉 的 一 组 基底 (定理 4 的 推论 2; 因为 下 (dE E up n, 
所 以 44 BA n ARZÉSE GERI 5 的 推论 D, 因此 A'—A, TEARZRV 
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的 一 组 基底 ， 再 有 ， 如 果 4 是 线性 无 头 的， 那么 根据 定理 6, 和 是 
基底 的 一 部 分 ， 根 据 定 理 5 的 推论 1, CHEESE n josh. 所 
以 4 本 身 就 一 定 是 一 组 基底 . 


习 题 
l. HER: 在 Firp.oódk(n 00 HI CB, b k tE EC ELIC H a5, — a.b, 
zz. . 
2. d, 1, 000 (0, 1, DAR Q: ff; 8 Sce e 为 什么 ? 
3. 证明 : 如 果 户 不 在 下 空间 总 中 ,而 在 由 信和 a 张 咸 的 子 空 间 中 , 那么 
a 在 由 及 和 器 张 碟 的 子 空间 中 ， 
4。 证 骨 : 如 果 Én Én Éa E RT hit, MA fi tén EA. ES A 
也 线性 无 闫 ， 这 个 结论 在 每 个 了 "中 都 正确 吗 ? 
5。 由 Zi 中 四 个 线性 无 美的 元 素 张 成 的 每 个 子 空间 中 有 多 少 个 元 束 ? 
推广 你 的 结论 . 
6. EX XE SR D Ef oc EE ES H, 在 这 个 更 一 般 的 情形 中 , 运 仿 所 讨论 的 公 
设 和 定 现 中 有 了 哪些 不 能 成 这? 
*7， 证 明 :; 具有 有 理 上 坐标 的 三 个 拓 最 在 Q 中 线性 无 关 当 且 仅 当 它 们 在 
R? 中 线性 无 关 ， 按 两 个 方面 推广 这 个 结 玉 ， 
&. BAE misses au EIEE, EB: AREE HE au ce au 的 线性 组 合 
当 且 仅 当 舌 量 ar am 局 线 性 相交， 
*9. WEM. X nz ^75 在 有 理 数 域 上 线性 元 关 . 
10. CAREN TAE, 它们 一 起 张 成 二 维 子 空间 ,并且 它们 之 中 在 
BEES TAE ER TEX, 
11. WW: 如 果 eate tert, 其 中 oo6s 壮 0， 那么 & T0 P AE IR BS T 
空间 与 上 和 生成 的 子 空间 相同 . 
12. ER: WERE V ANTARA S ATRAER, MA 
h Scr aH sS=T. . 
*13. (a) A 中 有 有 允 少 两 元 素 的 线性 无 关 组 ?9 有 允 少 三 元 素 的 线性 无 关 
组 ? 有 多 消 四 元 素 的 线性 无 关 组 ? 
{b》 把 你 的 公式 推广 到 ZR ZP.E. 
*ila. Z; fob ask Tul. 
Zli. 


87.5 ”矩阵 与 行 等 价 

与 F^ 中 含有 数值 坐标 的 矢量 集合 有 关 的 问题 , 首相 多 总 可 以 
撕 述 为 联 立 线性 方程 组 问题 。 这 样 , 它们 常常 可 以 用 82.3 rx 
述 的 消去 车 求解 ， 我 们 现在 就 开始 系统 地 研究 这 个 方法 ， 这 个 方 
法 是 以 年 阵 及 其 行 等 价 竺 基本 概念 为 中 心 的 ， 我 们 首先 给 出 和 矩阵 
(xg SX. 

定 党 ”在 域 吾 上 ， 阮 行 和 只 列 元 素 组 成 的 长 方 阵列 称 为 如 上 
的 mxmn BP. f 

注 显然 , 任意 域 玉 上 的 全 体 mxn HEERA T 
构成 ma EREZA: 人 用 同一 个 标 最。 去 乘 矩阵 的 所 用 元素 ; 
( 记 ) 丙 矩阵 各 对 应 分 量 相 加 . 

我 们 现在 运用 和 矩阵 的 概念 来 确定 , 在 什么 情况 下 FE" 的 两 组 所 
B os, r, am 和 Pi,…, BL 张 成 向 一 个 子 空间 . 显然 ， 矢 量 %,…， 


Own 确定 一 个 TU 矩阵 


Hl 6,5 LI 
Ga Ga 0 ct Drp 

A= (19) 
Gmi (uar 0 Oma 


EHE i THRE a 的 多 个 分 量 ab e nus R, ERODI 
WEA. BEERATIER—TUBIEF' MRR, RAITRE, n 
We fT R EIRA 瑟 "的 子 空间 称 为 矩阵 4 的 行 空间 ， 我 们 现在 要 
问 : 什么 时 候 两 个 mxn EREA HAHI E er 4px, dT 
么 时 候 它 们 的 行 笑 量 在 P 中 张 成 相 沁 的 子 空间 呢 ? 这 个 问题 的 
部 分 答案 是 通过 我 们 现在 爱 定 义 的 行 等 价 的 狂 念 给 出 的 . 

我 们 现在 考虑 下 列 称 为 初等 行 运 算 的 三 个 典型 步骤 作用 在 
(19) BRE A BG 2: 
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G) 任意 两 行 互 换 . 
GD 某 一 行 元 素 乘 以 玉 中 任意 非 零 常 数 6. 
did 某 一 行 的 任意 借 数 加 到 其 他 任意 一 行 上 . 
Ai m x n ERE B TELA mx n ABE AEA RUE Sp fe ERE 
到 ， 那 么 称 吾 与 4 行 等 价 ， 因 为 每 一 个 这 样 的 运算 的 效果 可 以 通 
过 另 一 个 同类 型 运算 抵消 ; 使 移 阵 不 变 , 因此 我 们 有 下 面 引 理 . 
引 理 ”任何 初等 行 运算 的 送 仍 是 初等 行 运算 . 
因此 , 如 果 B 行 等 价 于 A, 那么 4 行 等 价 于 B, 也 就 是 说 , 行 等 
价 关系 是 对 称 的 ， 显 然 还 具有 自 反 性 和 传递 性 ， 四 此 它 是 一 个 等 
定理 了 54g MERC emu, 
证 明 ”用 wb am 表示 mxn BE ATE ESAE. IMAA 
的 行 空间 是 所 有 形 为 ao 十 … 二 engm DURS BE ERR En, 并且 初 
等 行 运算 变 为 
G) oa, 5j a 互 换 (天 力 . 
Gi) 对 任意 标量 07-0, 用 co; 代替 xi 
Gi) 对 任意 ji AERE d, H o cda; 代替 os, 
只 须 考虑 每 种 类 型 单个 初等 行 运算 作用 在 行 空间 上 的 效果 .因为 
类 型 (i) 和 GD 的 运算 显然 不 改变 行 空 间 ， 所 以 我 们 只 注意 类 型 
Gi) 的 单个 初 葡 行 运算 的 情形 ， 李 一 个 典型 的 情况 ， 即 把 第 二 行 
的 倍数 加 到 第 一 行 上 ， 这 就 是 把 4 的 各 行 矢量 分 别 用 行 等 价 和 矩阵 


吾 的 各 新 行 矢量 

B 04 27 dà, B= tay, Bn = dm (20) 
来 代替 .BB 的 行 空间 的 任意 笑 量 YY 具有 形式 y= 忆 61:8;， 因 此 把 
(200 C A,, 我 们 有 


P=] (et, +da) + n ex Cum, 
这 表明 ?在 4 的 行 空 间 中 ， 反 过 来 , 根据 引 理 , 4 的 行 矢 量 可 以 通 
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xb Bü fi Et oOE 
= f —dfh, a — fis, Gm m Ba 
所 以 同样 的 论证 指出 和 4 的 行 空 间 包 含 在 8 的 行 空间 中 ， 于 是 两 个 
行 空 河 相 等 . 
上 述 证 明 立 即 得 到 
推论 deg Ade 4T d ERE Bx A fei 
Xp 9498 Wonede Borj dp X €* Aon AG X498 ma. 
联 立 线性 方程 组 ”下面 我 们 应 用 行 等 价 和 矩阵 的 概念 重新 说 明 
一 下 82.3 所 描述 的 “高 斯 消去 法 >， 考 虑 联 立 线性 方程 组 
Gui Hart o e Binta — ntl 
0319, F-82392 tt E Oo, — O2, ts 
(21) 
aa Hamta F rr ea Cm ntis 
这 里 系数 qij 是 域 了 中 已 知 常数 ， 我 们 想 要 知道 什么 样 的 解 矢 时 
É S= (a1, 25, Ka) (如 果 存 在 的 话 ) 满 是 已 知 方 程 组 (21) . 
容易 验证 ， 宝 足 (217 的 一 组 解 矢 量 点 在 下 列 各 种 运算 之 下 是 
不 变 的 ; 
O 任意 两 个 方程 互 换 . 
(ii) 一 个 方程 散 上 五 中 任意 非 零 常数 c, 
ii) 一 个 方程 的 任意 倍数 划 到 其 他 任意 一 个 方程 上 ， 
但 是 这 些 运算 应 用 到 (21) 中 的 m x GE D E B (GR. 它们 
恰 是 前 面 定 头 过 的 三 种 初等 行 运算 ， 这 就 证 明了 
推论 2 4X ABARA F Ei mx intl) Ee 
BE. 那 和 名 联 立 线 性 方程 组 (21) Bp y da 
bx bud ee + Dinfa = Dis nii 
bam, EF boss E b but bu phla 


QU) 
box 十 buo; 十 bur bm, ari 
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Ti B] Ag Ace E= (fp zw 集合. 


习 题 
1. XAGO B ETE BER, VEDI: A STAR RELIER EB, 仅 B i 
fi Je LEER. 
2. EW: mgA GIDORCF m GHO defe, 3E HH SEUH GU HE. 
Gi) 任意 一 行 和 到 共 他 任意 一 行 . 
*3. VEHI. HR CD 类 初等 行 运算 可 以 用 由 次 《这 iD 类 运算 来 完成 . 
(提示 : H2x258RR DRE ) 


87.6 线性 相关 的 检验 


现在 我 们 的 目的 在 于 使 用 初等 行 运算 把 已 知 的 m x s 481A 
尽 可 能 简化 。 在 4 的 任 疮 非常 的 行 中 ， 第 一 个 非 零 元 素 称 为 这 一 
行 的 “ 首 * 元 素 ， 如 果 和 矩阵 4 满足 下 列 两 个 条 件 ， 则 我 们 称 4 是 行 
简化 矩阵 : . 

(a) 每 个 首 元 素 ( 非 零 行 的 ) 是 1, 

(D) 包含 这 样 的 首 元 素 的 每 列 中 , 其 他 元 素 都 是 零 


4x6 行 简化 华 阵 的 例子 是 
Ü . Q 1 T14 Tis Tis 1 dis Ü di Ü di; 
1 O0 0 r r Ü 0 1 d 0 d 
24 26 Tag 26 26 . (22) 
0 1 0 ra ra5 Tue 0 0 Ü 0 1 dia 
0 o o 0 p 0 iU 0 0 0 Ü 0 / 


定理 8 任意 矩阵 4， 可 通过 (ii 类 和 (iii) Edo HR XE 
它 行 等 价 于 行 简化 矩阵 。 
证 明 RESALE o: 的 已 知 矩 阵 4, 它 的 第 一 行 非 零 ， 共 
首 元 素 是 as EFE iA, Aal 乘 第 一 行 , 这 行 的 首 元 素 变 为 
1， 现 在 对 每 个 i 二 1, 从 第 守 行 减 去 第 一 行 的 a fü. 这 就 把 第 +t yl 
的 其 他 每 个 元 素 化 为 零 ,因此 对 士 第 一 行 ,条件 (a) 和 (b) 满 足 . 
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现在 按照 同样 的 方式 逐次 处 理 其 他 各 行 . 在 处 理 第 开行 时 ， 
TAF L ek- 各 行 首 元 素 的 列 中 的 元 素 不 灾 ， 这 是 因为 这 些 
列 和 第 龙 行 交叉 的 元 素 都 已 变 为 零 ， 因 此 当 处 理 完 第 上 行 之 后 ， 
我 们 得 到 的 撼 阵 其 前 开行 满足 条 件 (a; 和 (by， 对 天 用 归纳 法 就 推 
出 定理 8, 


通过 行 的 置换 ( 即 相 继 进 行 疏 类 初等 行 运算 ), 显然 我 们 可 以 


重新 排列 行 简化 替 隆 召 的 各 行 ,使 得 

O 五 的 每 个 零 行 都 排 在 卫 的 所 有 非 零 行 的 下 面 . 

假定 有 ?7 IPAE F 61,2, ne, r, 第 主 行 首 元 素 出 现 万 
t 到 ， 因 为 所 有 这 样 的 列 中 其 他 元 素 都 为 零 ， 所 以 当 i 二 7 时 我 们 
"onset, 再 通过 行 的 置换 , 我 们 可 重新 排列 及 使 得 

(d) (im OR P TECRA 6 APh. 

du e EREME OMAD, MERAT f ORE e Be 
《 首 元 素 位 于 “ 梯 ” 上)， 我 们 已 证 明了 

推论 ”任意 短 库 辐 简 化 梯形 给 阵 行 等 价 . 

例如 , (22) 8858 — 7 SER D Zo Re i fe ep TE AB EE; (22) 式 的 第 
一 个 和 矩阵 却 不 是 , 但 是 , 把 第 一 行 放 在 第 三 行 下 面 就 可 化 成 简化 梯 
ABER. 

定理 9 设 四 是 合 有 非 索 行 yit. y, 的 行 障 化 矩阵 , 各行 首 
元 素 工 位 于 第 二 ，…， 吉 列 ， 那 么 对 硬 的 行 空间 中 的 任意 矢量 月 
有 

B= yit yevn 

其 中 四 的 系数 8 A B 95 Xi, PI US OR, SEE B 69, 个 分 量 . 

证 明 AAFKE 列 元 素 除 了 YY; 行 讲 个 元 素 是 1 外 , 共 余 
都 是 0, 所 以 B. 的 第 二 个 分 量 一 定 是 -1 

推论 1 行 阐 化 经 阵 的 会 体 非 索 行 关 量 线性 无 闫 , 

这 是 因为 如 果 有 = 由 则 根据 上 述 定 理 每 个 y= 二 0. 
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推论 号 mxr at A ST HT RTE, JR LR 
4d dESEdTAA E Mud A ag dp um ga] at — a6 XE, 

证 明 ”根据 推论 1, Rp i RETER, JERR f 
空间 ， 王 是 它们 是 这 个 行 空间 的 一 组 基底 ,根据 定理 ?, 召 的 行 空 
闻 与 4 的 行 空 间 恒 等 . 证 毕 

HEREA WIT A eR ERE A tk, 记 作 rank (A). 因为 
这 个 空间 是 由 4 的 全 体 行 矢量 张 成 ， 这 些 行 矢量 一 定 包含 张 成 行 
空间 的 一 组 线性 无 关 的 行 失 量 , 所 以 我 们 看 到 , A 的 铁 思 可 被 展 述 
成 4 的 线性 无 关 行 矢量 的 最 大 数目 , 根据 定理 7, Ei ERRA 
相同 的 秩 . 

特别 是 , nx n SERE BIO 4 的 秩 为 有 % 当 且 仅 当 它 的 所 有 行 尖 
量 线 性 无 关 ， 主 对 角 线 (从 左上 方 到 志 下 方 ) 上 的 元 素 都 为 1， 而 
其 他 元 素 都 为 0 Bü nx n ABPESEOU nx n Æ Gg e, WAR Ia 

推论 3 -enx Ekan SERE bnr $i 
pEOI,GTÓ E, . 

证 明 VRA fS n ILHERBEEETISÜL, WIABEEETI 
n HERTE, ESL m AEE 1E n AI e B pr, TEX BEI 
hik TETRA m IRTA 这些 列 包 揪 所 有 的 列 ). 适当 
.调整 行 序 , LE 3 Je S br A e 证 毕 

在 检验 矢量 线性 匹 关 时 ， 或 更 一 般 地 ， 在 计算 子 空间 的 维 数 
CF ASIE RO Ie. 布 一 定 使 用 简化 梯形 符 隆 , FLUE PE A TE 
E WJÉBEESERTULT, 例如 下 面 的 4x7 矩阵 的 形式 

0 1 dig dua di di dy 

O 0 1 da du dz 

0 0 0 O0 1 dy er 
0 0 0 0 O 0 oi 
于 是 梯形 年 阵 可 以 通过 下 面条 件 素 定 叉 : dE dE BOSE 
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1, $8 —fr Sk trh, Hoe 1 ng T CK T Bm Spe tr 
元 素 前 零 的 个 数 . 

这 样 ， 化 成 梯形 矩阵 之 后 ， 利 用 下 面 的 定型 可 直接 求 出 集 阵 
IIR, 

定理 10  4£oEEPROA £pARGL AE GETOR V A b i ip BE 89 
3E XE 3 08 d X 

证 明 将 留 作 习题 . 

A 检验 a= (1, 一 1,1,3), c= (2, —5,3, 100 和 s — (2,3, 
1, 1 的 线性 无 关 性 . | 

通过 (iiib 类 初等 行 运 算得 到 新 的 行 拓 量 Bao Bo 0s 2a 
= (0, —3, 1, 4), B=0—3%= {0,6, 一 2 —3). 最 后 , Me y= Pb 


yi — Boys Bs 6yi— Bi 28507 O HEC ALTE HE MIE v 


/'1 —1 1 i| 
-|o 1 -4 -$ , 
o ol 
因为 有 零 行 ， 所 以 原来 的 笑 量 cl oss os 线性 相关 ， 把 前 面 的 关 
ACA ys= Op, 我们 得 出 os 之 问 明 显 的 依赖 关 承 
0— p= aH 25 7 (04 — 305) + 20a 2x) = — 7o Bet H a- 
行 等 价 的 附录 PHLEUUBEOSTISEUP MED Ex Um te UU Y 77 
便 的 方法 . 
定理 11 只 存在 一 全 mox ADRE FUIT EL ko 12 Ud 
Scr. 
证 明 REHATI S EEEE VESTRAE ITA vo 
"n Ys 这 里 ys 的 首 元 素 是 1 WTA UI, HARTE QD UN tite 
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Yn Y3 B EIJE E EE C, 


, 0 0 


e. E B—iyeted gy IRERumiIe xu 
根据 定理 9, A RE B SIE OU gus 如 果 gs Mus ns y 中 第 
—^dEX Cx, WMA BS yyt Ype Bip hee, BA 
剩 下 行 矢量 penes ve 的 首 元 素 在 第 4 列 后 面 的 那些 列 虫 ， 因 
IELA y. 作为 它 的 首 元 素 ， 们 于 第 t 列 中 ， 换 名 话说 , 中 的 每 
个 笑 量 8 共有 首 元 素 位 十 第 tent 列 中 的 一 列 . 这 些 列 的 每 - - 列 
UB E Cy, f rre SR BE V ID 因此 行 空间 S 确 定 了 指标 dun 
i. 

E ff35eE yu cns pe H, 每 一 行 都 有 首 元 素 l 在 第 68. 
列 中 (对 某 一 行 而 言 })， 除 一 列 外 其 佘 各 列 部 是 零 元 素 ， 如 果 甩 是 
SHERRE 它 的 首 元 素 LEE- IGAD, EI AP CE 
5; 列 ) 的 元 素 为 零 , 那么 根据 定理 9， 月 一 定 是 vu 于 是 行 空 间 和 
这 些 列 指标 唯 uu Y Ed vecoye WEEER, 

证 毕 
推论 1 任意 mxn mA —4nd4dxJ5 A (i Ge A ag DE 
irr für, 

TEARRE. CET OAT: EREE 
BESAIBTTSRURGE S T MUABIKHOR woo AEN, meae 
EL 5j —A- BERI ene PRL RR I Sir. 

推论 号 ”两 个 kx 3B BRA de B Pp xS Box SEA A 
个 行 空间 , 

证 明 如 果 4 与 8B 行 等 价 , 那么 根据 定理 7， 4 和 B 有 同一 个 
行 空间 ， 反 之 , 如 果 4 和 BB 有 问 一 个 行 空间 , 它们 分 别 行 等 价 于 简 
化 梯形 矩阵 召 和 如 、 因 为 吾 和 如 有 同一 个 行 空间 , 根 拒 定理 11, 
EE WE, DAE OH MR E—-E'D, 4 确实 与 B 行 等 价 . 

这 些 结果 再 次 表明 ， 撼 隆 的 行 等 价 恰 是 研究 F" 子 空间 的 另 
一 种 语言 . 
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13 题 


5 2 7 10! . 
1. WEB. (^ 4 so 1 i Jism, 
-1 -2 一 3 000 


2. {EFAA EREE iE r RE: 


] —1 3 -5 6 一 3 
(a) (: —4 i) (b) ( 8 1 路 
0 3 2 4 —23 8 


19-2 58 2-132 
40 4 — 0 2 1 4 
(c) id) ， 
72 0 2 4 -3 3 ?| 
-6 3 -3 3 2 -345 


2 i Zi 3i 
3， 在 习题 2 中 ， q538 JE R34: t9 de Tr e iR NLIS Rel e f R Bb Brod 
性 组 会. 
4， 检 验 下 列 各 组 从 量 是 否 线性 相关 : 
(a) (1,0, 1), (0,2, 2, (3, 7, D fe Qí FRE C? H, 
(b) (0,0,0), (1,0, 0, (0, 1, DE Ri qi, 
(6) (0, ilti), CZ, 71, 2— 3), (0,0, 3) dE C? H, 
(D OG, 1,0), (01,0, D, C0, 1, DÆ Zi p Ai Zi 中. 
在 线性 桐 美 的 各 种 情况 中 , 取出 生成 相同 行 空间 的 线性 无 关子 集 ， 
5。 在 总 s 中 检验 下 列 各 组 多量 的 线 竹 无 闫 性， 并 找 出 张 成 子 空间 的 
AE: . 
(a) (2,4,3, —1, —2, 1), (1,1, 2, 1, 3, 1), (0, — 1, 0, 3, 6, 2). 
(b) (,1,3, 21,4, CD, 71,1, 2,2, —8, 3), (1,5,0,4, — 1,7. 
6. ju21E 6 中 丙 弓 估量 区 在 一 起 , 找 出 张 城子 空间 的 基底 . 
?， 求 出 下 列 矩 阵 的 白 和 生 阵 行 空间 的 基底 : 
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1 2 3 
(a3|[2 3 4| 
3 4 5, 


1. 2 4 5 7 
of: 2 3 4 s) 
-1 —2 02 1 


8 AAS ARIER ER ox ARE TCRROE IE BE PU PIER RT BETE GR. (这 
267 HEPI SE CGrassmann) ii JE". i5 Pria. Sx RERO CEU AE 2 
间 中 通过 原点 的 平面 . ) 

9， 证 明 : mon ERER, BETTE m Alo d 

10. 3nJ mx QE EE B EI mx m AE Pun 才 个 新 的 列 构成 
的 , 那么 rank CA) «rank (CB). 


11， 直 接 证 明 ( 不 用 定理 S): 任意 所 阵 Ad) P—4 8 ERE (不 一 
定 是 简化 梯形 矩阵 ) 


$7.7 矢量 方程 ， 齐 次 方程 
当 我 们 想 要 求解 形 为 
A 2-3, | EnEn (23) 
(an 7, Gn 25 F^ 中 国定 矢量 , 4 PERSA RO 
的 一 些 矢量 方程 时 , HH AB EE AC ERES TE Jj $3. ER (21), 并 对 和 矩阵 使 用 初 
等 行 运算 , 这 样 做 是 特别 方便 的 ， 
例如 , 设 cb os, ms 8 7. 6 的 例 中 给 出 的 矢量 ， 设 4= (2, 7， 
—i,-—6), i£/BEE AIEA BEE ARES C, 我 们 先 解 方程 
A= PP y+ Faysm iyd gays 
比较 等 式 两 边 的 第 一 个 分 量 , 我 们 得 o2; 比较 第 二 个 分 量 , 我 
们 则 得 7— — y ty 即 gz 二 9， 因此, 如 果 1 确实 是 oo, ao, om 的 线 
性 组 合 , 那么 我 们 一 定 有 
ÀA— 2y + 9p = 2a, —38,;— 2a, 7 3(2, —2a,) = 80, — 3a;, 
2215 


计算 8a 一 3 的 第 三 ， 四 分 量 ,我 们 看 由 4 的确 是 a, aa as 的 线 
性 组 合 . 

因为 ?3= 一 一 7al 十 20 十 as 二 0， 所 以 在 上 述 情 识 下 (23) 168925 — 
些 解 是 

ÀA-(8—7g)a, + (—3-F 2y) a3 + gas, 

其 中 y 是 任意 的 、 这 确实 是 (23) 的 最 一 般 的 解 ， 如 果 儿 量 A 换 成 
À':(2,7,1, 一 6)， 则 上 闸 过 程 指 出 A 根本 不 可 能 表示 为 cl, oz， 
om 的 线性 组 合 . | 

事实 上 ， 当 含有 上 几 个 矢量 时， 常常 最 好 是 把 含有 行 矢量 
On s Ga 的 mcn SERERE ADR AERE T RE vas ns Yr 的 简化 
梯形 年 阵 2、 因 为 矩阵 的 每 个 萎 等 行 运 算 只 包含 有 限 次 有 理 运算 
Cii dn, a, R E50, 又 因为 经 过 有 限 次 初等 行 运算 之 后 可 以 把 给 定 
HERET Bh ux E e BE ABE, 所 以 经 有 限 次 有 理 适 算 之 后 , 可 以 把 
给 定 的 矩阵 变换 成 简化 梯形 矩阵 . 

那么 ， 应 用 定理 9 我们 可 以 得 到 -- 组 唯一 可 能 的 系数 gno 
y. 使 得 Asy 十 gyr， 如果 这 个 方程 不 是 对 + 的 所 有 分 景 
者 成立, 那么 4 就 不 在 和 4 的 行 空 闻 中 , 因此 (23) 就 没有 解 ， 如 时 这 
AHRR poe y 的 所 有 分 量 都 成 立 , 那么 , BIOS C f REGE 


WAR wb …，am 的 线性 组 台 yi S ceca) 所 以 我 们 得 到 (23) 的 解 
1-1 


为 4= S peut RERI t= heitt tyre 这 就 证 明了 
定理 J 对 丽 中 已 知 矢量 A. Ua. = am 关 量 方程 A 
amos db ruo 可 以 通过 加 中 的 有 限 次 有 理 运 算 解 出 【如 果 解 站 
在 的 话 )， 
推论 it ST 3E hR È tt, Oma Po Bin, BLEUS 
EAF, WAARA SDI TOS 4e S—T pznih bp UK 
: 222* 


AGRO deam, 
这 是 因为 , 我 们 可 以 由 wb --… em 经 过 初等 行 运算 来 构 渴 - -组 
韭 零 矢量 yp,…, yr, 它们 就 是 简化 梯形 矩阵 的 行 矢量 , 而 生还 张 成 
83， 然 后 我 们 象 上 上 面 那样 检验 Son, A EREE vince y. 的 线 
性 组 合 , 显然 这 是 SOT 的 充分 必要 条 件 ， 把 前 面 的 过 程 反 过 来 ， 
我 们 可 以 确定 是 否 了 二 8S， 这 两 个 过 程 结合 起 来 可 以 检验 S TE 
否 成 立 ， 另 外 还 可 以 拒 以 an …， Om HIT Je REB RE BERTA. Bs n 
Bi 为 行 笑 基 的 第 阵 都 变换 成 简化 梯形 年 阵 ， 来 检验 S— T 是否 成 
立 ， 因 为 SST 成 立 当 且 仪 当 它 们 的 简化 梯形 矩阵 具有 相同 的 非 
4. 
(LE BOXE E PESE «T DAI E UE TEL 2U 
112i t hat H raum, — 0, 
51474 aa do asy, = O, 
(24) 
Gai, T Batat (s tanta — 0 
it dc ELE REIBIGAR, BINE S REF" 中 所 有 满足 (C 的 矢量 
£— (an 2) B) 6. RARES RT xd. EH 
何 确 定 这 个 千 空间 的 基底 | 
首先 看 到 , 同 § 2.3 一 样 , 用 初等 行 运算 作用 在 方程 组 (24) 上 
可 以 把 它 变 换 成 等 价 的 方程 组 ， 特 别 是 ， 当 作用 到 mx% 答 阵 4 
《 它 的 第 纪行 是 (24) 的 第 i 个 方程 的 系数 (qi 0) MH, 这些 运 
算 把 4 变 成 具有 相间 * 解 矢量 "= (ns m) i46 S 8 —^4- B 
BE. 现在 把 4 化 为 简化 实 形 任 阵 ,其 中 首 元 素 都 为 于 位 于 第 h, 
t 列 上 .相应 的 方程 组 有 * 个 非 零 方程 ， 并 且 第 i 个 方程 是 含有 
未 知 数 x,, 的 唯一 的 方程. 
为 使 记号 简单 ， 假 定 首 苑 素 出 现在 前 > 列 ( 事 实 上 , 只 要 对 玉 
知 数 zu …, nu, 也 就 是 对 44 的 各 列 , 作 适 当 的 置换 ， 这 基 可 以 办 到 
1223-5 


ED. 3BZ 6E nm P BEER BOR TÉ X 


b EriTrti o Cinta O, 


Wr Cmr T tt Cons 0, 


(25) 


Er F 0, pap a pde rnb erum, 0. 
在 这 个 简化 了 的 形式 中 ， 任意 选取 Tq, ttt d mfi, 并 对 Wis tt ds 
解 方程 组 (25), FARE 


n" n 
CE C158 5, 7*7, 一 他， C, jj, Prti t5, n) (26) 


j=r+I j=r+] 


最 然 我 们 战 可 以 得 到 方程 组 (25) 的 一 切 解 . 特别 , 在 参数 mrb …， 
mz, 中 令 其 中 一 个 为 1; 其 他 为 0, 我们 就 得 到 % 一 7? 组 解 


Eri CS Ert rts — Cp reis 1, 0, 777, o, 


Bao (Cn s — Cre 0,0, 7, 1), 

xk nr 个 解 矢 量 是 线性 无 关 的 (因为 前 ” 个 华 标 全 都 和 忽略， 它们 
ERLER), 公式 (3267 表明 ， 一 般 解 扣 刚 好 是 这 一 个 基本 
MOREA ES 2 十 … 十 oo 有， 于 是 我 们 就 找到 了 已 知 方 
程 组 人 24 的 解 矢 量 空间 有 的 一 组 基底 , 因此 证 明了 

定理 18 含有 名 个 未 知 数 的 7 个 线性 无 闫 的 齐 次 线性 方程 
组 , 它 的 所 有 解 (Zi e, m.) $8 06 05 AE E I)" 65 PE 3E X n— m. 

推论 OE n DR ERa Wn RTRA X OR AR 
方程 组 的 叭 一 解 是 

人 一 2 一 … 一 人 0. 

例 设 呈 是 由 方程 mt e= wt e 和 PARERE a 
的 . us ULT. S AE V3 ZEE Za] rj ed Tr — 4 EE T HO E 
方程 的 矩阵 化 简 如 下 
,224 。 


1 1 —1 -—1 "| 1 一 1 =r 
(i —2 1 ELM -3 2 B 
1 4 一 3 0 
-( 0 -3 2 4) 
Tr EE GR T AEN ERER E ERE. t 
PIRH z H- 42; — 325 — 0, — 325 1- 22—25 0, CRA RRD 
E= (8x5 — 4t, do, Y, — 323-223), 

4 m= 0, 239—152: 1, 04 — 0 18 LEER] 60 — 2H X (9, 0, 1, 2) 
$1(—4, 1,0, —3), 

根据 对 个 原则 ， 我 们 可 以 得 到 由 任意 子 空间 的 一 切 笑 量 所 满 
是 的 线性 方程 组 的 基底 . 例如 , 设 了 是 F^ vp ECL 1, 一 1, 一 1) 
和 (1, —2,1, 一 2) 此 成 的 子 空间 ， 那 么 齐 次 线性 方程 Da0 对 
T rh BUR A E (wis wo Vus 20 是 恒等式 当 且 仅 当 a1 a= data 和 
a,--a4— 2(a; +a), WE ix 08 7; PRU) GIU SE (al ea os 04) 的 从 
全 的 基底 前 面 已 经 求 骨 , 把 那里 的 xz 用 a PORE, 

上 述 例 子 的 线性 方程 mp gme O 和 0,722334 t 

322 一 0 等 价 于 矢量 方程 

2, 1, D + xs(1, —2} +t æ{—1, 1) tatl, 2) — (0,0), 
它 的 解 是 二 维 空 站 到 中 四 个 矢量 (1, 1), (1, 一 2), C71, D. C71, 
一 2) 之 间 所 有 线性 依赖 关系 , 它 还 可 以 象 87.5 那样 ， 把 以 这 四 个 
矢量 作为 行 矢量 的 4x2 3B BEER BERE E ORE, 这 个 矩阵 可 

-KAM rii 2x 4 3EPEZS XL SE BL (T RATE EE. 
习 题 

1. f £i (GL, D, é= (2, 1,22, &= (3, 4, — 1), £0 (, 6, 7), 求 出 不 
全 为 零 的 数值 ci 满足 e£ t erfa HesEa Hei D 

2. ME g—(1- i 2i), a= (2, — 30, 9,— (23, 344i), GEHE IE 
ci 十 cz 好 十 sm 一 由 的 复数 ci， 
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3. RUBBHA MAE. EIR d DIA RE nu bx 2,7 0,2 RR R 
Gr, Yu, Far Ei) EH RICE T- 2 l. 
A. GR IHR I Ait, in ELA Fl PEU P 
3a,— 22, d- Ar, Ez, — 3,73, — 32, — 2r, 20 
A) Hb Cx, San mx 组 成 的 了 空 亲 . 
5. RI P FLA A EHA A da 8 [8] P AIC : 


(a) z+ 十 35 一 0， (b) xy z—0, 
22-29-62 20, yzi-0; 

(C) zT29—42—0, (d) z+ 2 十 2 十 $—0, 
Sad g—222-0; ` 2z-Fàg— 2+ t=0, 


3x 十 53 +250. 
6， 把 习题 5 中 的 方程 式 换 成 模 5 同 合 趟 , 求 同 余 式 组 解 秋 量 空间 的 基底 ， 
7， 确 定 下 列 各 估量 方程 (有 有理数 域 上 ) 是 否 丰 解 。 如 果 有 人 和解， 就 求 出 它 
的 一 组 解 ， 
(a) Cl, = 2) 5 11, D + æt, 3), 
(b) (1,1, D 8a, — 1,22 8-2 (2, 1, 8) +21, —1, 0), 
(c) (2, —1,1) 22,02, 0, 3) F5 (3, 1, 22 xs (1, 2, — 1). 
8. dE QU, 30,7 0, 5,2,2, a= (1,2,3,4), = (0,1, 3, 2) fü 
g,u(—i1,1,—1, D. dE FE dr BEAR HUE tdi Htt, T aaa, mas 
(a) (1. 0,1, 0) (b) (3, -2,1,—1D 
(c) (0,1,0, 0) (d) (2, 2,2, —2) 
9. JEU]: Xm REPE E ubfr mt meds Ek nr LH "de Ro. 
fri eR, | 
10. EH. 对 4X5 姑 阵 至 多 进行 56 次 羔 法 ，42 次 和 减 突 和 4 RH His 
BOR as i=l, a—a—0 dz 0-a—O 都 浴 有 计算 在 内 ) 就 可 变换 成 行 简化 箔 
*]1， 对 Xz HPESGGRJEUERR2ETLT 2188 10 的 结果 . 


$7.8 HEDERA 
RECAER EAA V. 86 — E ER RE JG 2 A iE 320 8 Fd 
的 基底 ， 基 底 的 实际 意义 在于 , [pU 的 任意 基底 的 矢量 在 适 
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SEXES He En XP RIDUETESE IRE RE IURGE, AEREE 
iBE T) XE PR, 

定理 14 如果 al 如 是 的 一 组 基底 ,那么 全 的 每 个 关 量 
Ss 可 唯一 地 表示 成 uno, 的 线性 组 合 

E= EG | mua, (27) 

WEB] 因为 @;…, 6s 是 的 一 组 基底 ,它们 张 成 PV 所 以 中 
的 每 个 矢量 至 少 有 -种 方式 表示 成 CD WES. mikte 
ECV 有 第 二 种 这 样 的 表示 式 芷 = 1o dr vues SZ C27) a 
去 它 , 重新 合并 一 下 就 得 出 

O= É E= (—a2))aj 4- T (,—25)0,. 
因为 &.,…, Oa 是 一 组 基底 ,它们 是 线性 无 美的 , 所 以 从 上 面 的 等 式 
推出 2 一 z= 二 入 一 各 二 0, 因此 每 个 x 二 #1, 于 是 表示 式 (27) 是 
唯一 的 . 

我 们 把 (27) 式 中 的 标量 ww ROKE E 关于 基底 on, ne, 的 

Æ+. du 
= a db aua, 
是 了 中 第 二 个 矢量 ， 共 从 标 鸭 gu cs gs MARE Pe hom 
式 , 有 
Éta = (a Hya d d gas. (28) 

H3k EHME AREAS T REO AGES (0 BREER 
相应 的 坐标 相 加 来 求 得 ， 类 似 地 ， 形 为 (27) 的 矢量 与 标量 。 的 
乘积 是 

có — e (x0 H r A an) = (ez) at H | Cex) Aa (29) 
所 以 c£ 的 每 个 坐标 是 c 和 皇 的 相应 坐标 的 乘积 . 

类 似 于 蓝 环 同 构 和 群 同 构 定 尽 ， 现 在 我 们 定义 同一 域 严 上 的 
HAREMA WwW 之 间 的 同 构 C: VW, BVAW bu 
合 下 面条 件 的 一 一 对 应 ->EC: 
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($=) O = £C cC 和 CE C= c (2C), (30) 
ON FRERE £, m4 F ip - E E o) 
那么 公式 (28) 和 (29) 2H, F Enj4óetbzxip V i546 —2B MC 
0, ns 提供 了 一 个 由 了 到 E" 上 的 同 构 , 3x A LEER AR Ez Cas 
CRRV PETRI E 关于 基底 wb n. os 的 坐标 的 n ER, 即 
(x40; H — mm, 0,— (d, Hn) EF”, (3D 


P528 A CAR: b 0 Ae e Ee rb e IR D AC n 确定 , 而 它 是 不 变 的 ( 定 
理 5 的 推论 1), 所 以 我 们 就 证 明了 

EEI ” 域 记 上 的 性 意 有 限 维 笑 量 空间 与 一 个 且 只 与 一 个 
空间 F" 同 构 ， 

这 样 我 们 就 解决 了 确定 (精确 到 同 构 ) 所 有 有 限 维 矢量 空间 的 
问题 ， 而 且 我 们 已 经 指出 ， 同 一 矢量 空间 的 一 切 基 底 在 同 攀 意义 
下 是 等 价 的 , 即 存在 的 一 个 同 构 , 它 把 任意 一 组 基底 上 映射 到 其 他 
任意 一 组 基底 . 

一 个 多 量 持 间 可 以 有 很 多 不 同 的 基底 。 例如, 根据 定理 7, 我 
们 从 6 7s sr 出 发 逐次 使 用 初等 行 运算 而 得 到 Fr" 的 任何 一 组 多 
E "Eb Fr 的 一 组 基底 ， 特 别 , 对 任何 使 1+1 寺 0 的 域 F, o — 
(1,1,0), œ= (0,1, 1), 105 — (1, 0,1) € 的 一 组 基 床 ， 同 样 ， 
在 普通 二 维 空间 中 任意 三 个 非 共 耐 和 拓 量 确定 了 “人 饼 角 坐标 "矢量 的 
一 组 基底 . 

再 有 , 如 果 在 复数 感 避 中 只 考虑 复数 加 法 和 复数 的 数 汪 (用 实 
Home) 而 不 管 其 他 所 代数 运算 ， 那 么 复数 域 C 可 以 看 作 实数 威 
R 上 的 矢 晤 空间， 这 个 空间 的 维 数 是 2， 因 为 1 和 站 构 成 一 组 其 
V, 它们 分 别人 生成 实数 和 纯 虎 数 的 子 空间 ，1 十 i 和 1 一 i 商 个 数 构 
成 民 上 空间 加 的 另 一 组 基底 , 但 这 组 基底 用 起 来 不 方便 . 

男 外 , 考虑 齐 次 线性 微分 方程 
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dz 
PEE T p2x-0, 


不 难 验 证 , 3X7 77 FR GU 98 I BERI m (0) ms CX E FAR, — 
个 解 同 妊 意 { 实 ) 常 数 的 乘积 也 是 方程 的 解 ， 因 此 这 个 微分 方程 的 
所 有 解 组 成 的 集合 玉 是 一 个 矢量 空间 , 有 时 称 它 为 微分 方程 的 * 解 
a^, 描述 这 个 空间 的 最 容易 的 办 法 是 说 , e dre" 构成 这 个 解 
室 间 的 一 组 基底 ， 这 就 意味 着 一 般 解 可 以 唯一 地 表示 成 彤 式 z 一 
cje + ee”, 

Hn. RF ETRE e 的 所 有 多 项 式 形 式 构 成 的 整 环 
了 Lz] 是 了 上 的 笑 量 空间 , 因为 在 [x] 中 笑 量 空 间 的 一 切 公 设 都 久 
中 .多项式 相等 的 定义 用 王 方 程 a(x) 一 0， 就 普 味 着 所 有 的 短 1 
z, ,9 在 如 上 线性 无 关 ， 因 此 这 些 害 组 成 了 下 [x] 的 一 组 无 穷 
基底 ， 下 鸭 全 赛 多 量 ( 多 项 式 形式 ) 可 以 表示 成 这 组 基底 的 有 限 子 
集 的 线性 组 合 . 

E R' 中 ， 通过 原点 的 平面 8 和 通过 原点 但 不 在 有 中 的 直线 
张 成 整个 空间 ， 所 以 空间 中 任意 矢量 可 以 唯一 地 表示 成 这 个 平面 
上 的 一 个 笑 量 与 这 条 直线 上 的 一 个 外 量 的 和 ， 更 一 般 地 ， 设 恕 和 
了 是 矢量 空间 六 的 子 空间 ， 如 果 玉 的 每 个 矢量 5 可 以 唯一 地 表示 
成 号 的 一 个 矢量 和 允 的 一 个 矢量 的 和 ; 

é—oc--r,cC€S,rCT (32) 


WARR V ERATEN SHAT B e E. 
因为 tr) 二 (zz 一 (ca + Ges), MERR 
(o, 1) e (o v) 是 由 矢量 空间 下 的 加 让 群 映 上 到 全 和 对 的 加 法 群 
的 直 积 ($6.11) 的 一 个 同 构 ， 更 一 般 地 ，F" 是 三 的 加 东 群 的 % 午 
直 积 (作为 加 法 群 ), ipte F= F x F xx Fir AAF), 
反 过 米 ， 如 果 仿 和 了 是 同一 个 域 丸 上 的 任意 给 定 的 两 个 矢量 
空间 ， 那 么 我 们 可 以 定义 一 个 新 的 必 量 空间 了 = COT, 它 的 加 法 
' 229 。 


群 是 人 SS 入 的 加 法 群 的 直 积 ,， 它 的 数 葬 运算 由 公式 em, 5) — Cem. 
cé) Gp --EJ cE 想来 定义 ， 在 这 个 空间 下 中 ， n OO, E) 组 成 
的 子 集合 分 别 构成 与 尽 和 下 辐 构 的 子 空 间 , MELE LERES V 
ERA TFAAR, RAEE SDT HRCA E RS 
T B BER, 
SEGH 10 如 果 有 限 维 关 量 空 间 信 是 它 的 子 室 间 访 年 的 直 
和 , 那 妈 点 的 任意 基底 和 全 的 性 意 基 底 的 并 就 是 玉 的 一 组 基底 ， 
证 明 设 人 8 和 全 的 基底 分 别 是 Bus Pe M Yoto vue 我 们 
希望 证 明 E. s Pe yos Yn 是 区 的 一 组 基底 ， 首 先 ,， SR T 
HR V, RAA V REREH E HER £n Geh n E Rss 
B, 的 线性 组 合 , 是 yes ym 的 线性 组 合 ， 其 次 , 这 些 矢 量 是 线 
性 无 闫 的, 这 因为 如 果 
0— 5,8, 4- --- - 5,8, + Cya te + ums (33) 
TA MRES i REn rh BIT pRE h= By 之 
3n, 但 是 0=0 十 0 E 0 EAS M cst 3 T D de ZU R25 — Ro 
根据 假设 , 表示 是 唯一 的 , MAD =p Eb; p R 0 Eoy 但 是 
By ns Bs RETER, po Ya 线性 无 其 , 因此 太一 … 一 天 一 0， 和 | 
6 一 必 一 cn 一 0， 于 是 美 系 式 (33) 只 当 所 有 系数 为 零 时 才 成 立 , 因 
Jb Bs s Be Yo ya 确实 线性 无 关 . 
这 个 定理 及 其 证 明 可 以 很 容易 地 推广 到 有 限 多 个 子 空间 的 直 
和 的 情形 . 
JE: EAMT ATF EATERS T 的 直 和 ， 
那 名 
d[V]--d[.S] J-d[ T]. (34) 
式 中 如 [四 表示 空间 下 的 维 数 , FF, 
”证 明 因为 空间 的 维 数 等 于 (任意 ) 基底 矢量 的 个 数 ， 所 以 上 
REMA, dus dLS]— 4 d[T]— m, Wi d[V]—k--m. HEH 
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当下 是 总 和 了 的 直 和 了 时， 我 们 称号 和 了 是 下 的 补 取 空间 BE 
ARNE 
S-T-V, SNT=0 (35) 
事实 上 ，(32) 式 带 出 FPF 是 子 空间 六 和 于 的 线性 和 和， 断言 SNT=0 
证 明 如 下 ， du é 是 号 和 有 的 任意 公共 估量 ,那么 二 有 形 为 1432) 
的 两 种 表示 $1 51-0 9 £,—0-E ;因为 这 两 种 表示 一 定 是 一 样 
B ETEA £,— 0, 因此 交 SAT 是 零 估 有 量 ， 忆 过 来 我 们 可 到 证 明 , Au 
HEAR PE C35) 成 立 , WU] V AES PUT f EDRL FAR, 在 这 种 情 次 下 ， 关 
系 式 (3 拉 可 写 为 
dFJ=atS-- T+aSNTI=aLs] --d[ 7], 
上 面 的 后 一 个 等 式 对 任意 两 个 子 空间 情形 也 成 立 ，、 
EEI? 恋 护 和 有 是 夭 量 空间 下 的 任意 两 个 有 限 维 子 空间 ， 
AR A 
d[.S] -dUT1 2 dLS [YT] - d US +T]. (36) 
证 明 E £o: Ea E SOT f — HELENA DER 6, Sdn oc 
Zr BUR EE Eis RS go cts hU ES, nns RS Eu cns Cae 显然 
£y Ëw mors Cu ns 6, RE SHT. Eili E ER 基 
aii mass bb Hh beu Heu C, —0 
推出 22b;9;— —25a,£; De YE T ip, BE SAT H, BEA 
Ebm = Ld én rb d, 是 某 一 组 标量 , 因为 & 和 ;线性 无 关 , 困 
此 每 个 5 必 为 0， 类 似 地 ,每 个 6 一 0, 伐 人 原 式 得 222,86, 一 0 所 
以 每 个 a, —0. XER T nts Ša Mo ts fa Čo eo a ESHT 
的 一 组 基底 . 
证 明了 这 个 之 后 ， 我 们 看 到 定理 的 结论 妇 结 为 算术 公式 
(3 二 7) 十 (8) 二 吓人 (2% 十 ?十 8)， 
231 = 


习 — BH 
l 1E&7.6(52]88 4 p, RAER HEAR Bro T zx I] Ba d RI. 
2. E Q 中 求 出 单位 关 量 st ez ea 54 关于 基底 e= (1,1,0,0), = 
(0, 0, 1, 1), aa = (1, 06, 0, 4), a, (0, 0, 0, 2) f db, 
3. 求 出 矢量 (1,0, D XT C 的 基底 
(2i, 1, 0}, (2, —$4 D, (0,1 i, 1— i) 


WER. 
4. EQ dog 
2G) G5 AE, 2, 1, D HEN 
(0) BASRE, 1,0, 2) faC1, — 1, 2, 的 的 基底 ; 
(c) NARE, 1 0,0), 40,0,2, 2), (0,2, 8, O UE. 
5， 证 明 : 以 右 理 数 a, 6e 为 系数 的 数 
atb 2 Hea av 6 +ew 12 
的 公 体 构成 一 个 训 换 环 ， 这 个 环 是 有 再 数 域 日 上 的 关 量 空间 ， 求 出 这 个 空 
in ff) —£8 3E C, 
6. dE Q 中, 两 个 子 空 间 8 和 宁 分 别 由 下 面 舌 量 张 氏 ， 
S: (1, 1,2, 3, 0,1, 2, 0, (8; 11,6, 一 6)， 
T: (0,—2,0, —3), (1,0, 1, 0), 
RHA ST, SATA SAT HRN, 

*7. EAD Z4 解 习 题 G. 

8. US fü TÉ Fr 中 上 其 在 问 定 维 数 分 别 为 8& 和 的 可 变 的 予 空 间 ， 求 
仿 十 了 的 最 大 可 能 乱 数 和 &f7 的 最 小 可 能 维 数 ， 证 遇 你 的 结论 ， 

*9。 证 明 : HFFR, E ST-—SÜT., S-PT-S--T' 和 TC-T", 可 推 
出 TT. 

10， 设 总 是 有 限 维和 拓 量 空间 下 的 子 空间 ,证 明 : FE FAAR T, 
(eg VARESRqHTH)É. 

HL Bar, S EV Bu-ESSIRI, ARV HETRE ERRE HKE 
sqt tye AA yes, WETV Æ Sn S AR RREME 
XE 3E UE 5; E 10 3838 JUL E. 

12. W: V RES PUT Bo V RC ELI 4 (35) A f, 

*13. fp ATE A hE AR E IT UE] 5; 2] E 12 相 类 似 的 定 起 . 
2324 


14， 英 时 空间 斑 的 自 同 构 指 的 是 玉 同 它 汪 上身 的 辣 构 ， 
(a) WEM: 对 应 (vw 220) Gn, — tp w 是 P? RII BIS, 
(b) WE: FARA B ISITSER REB RARE V. Eu E E, 
i5. Fi —^-BMEO,OomÉmgsO,D, Ig(0, DR SIC—-1, — 1D. 
"ERO AE uoo (HIP E SE IRR ERU 
*|6. foy DE HE Ae dc e [8] (3 ER TRE PRG TE HE ZA S — — EZ CE 
AALO. Z ASAE: £z WES 


$7.9 内 in 

3e X6 2s IB] e cU EB HER REUS, CER. ERA 
IF] P RTEAJH Zv sales XC GG EUR MARZH (WEA 
fED , 这 些 公式 不 仅 顺利 地 推广 到 R 空间 , 而且 还 推广 到 无 穷 维 实 
kag CH, $ 7.10 的 例 20. 这些 推广 将 是 $7.9~8%87,11 中 的 
谋 题 . 

为 了 建立 有 关 的 公式 ,我 们 需要 另外 一 种 运算 ， 为 此 日 的 , 最 
方 鸽 的 是 做 内 积 的 运算 . 含有 实 分 量 的 两 个 矢量 ÉS Gn n n) A 
n= (ye Yn) 的 内 积 指 的 是 数量 

l (E, M) 一 ai 十 taga H E Eafe (37) 
(因为 这 是 一 个 标量 , 所 以 物理 学 家 常常 把 我 们 上 面 的 内 积 说 成 两 
个 笑 量 的 “ 称 量 积 "，) 内 积 有 了 四 个 重要 性 质 ， 这 些 性 质 都 是 定义 
(37) 的 直接 结论 : 
(£-5,0 — (5,0 - 0,0, GE meum: (38) 
(E= mE), €, 00 除非 5=0. (39) 
BL PR P GEHE AUBURET- 4532 ECT RE EME 9; 第 三 个 定律 是 对 称 
律 ， 因 此 同 前 两 个 公式 一 起 得 出 ， 内 积 对 干 左 右 因子 都 是 线性 的 
( 双 线 性 ); 第 四 个 定律 是 正 性 律 . 

例如 ， 计 算 平面 R 中 矢量 & 的 长 度 和 | 〔 也 称 为 "绝对 值 " 或 

“ 贷 ”) 的 笛 卡 乞 公 式 给 出 这 个 长 度 是 内 积 的 正方 根 
f * 233 * 


Iil =v aT E 61. (40) 
三 维 空间 中 的 长 论 用 个 类 似 的 公式 来 计算 ， 再 有 ， 如 果 % 和 8 
是 任意 两 个 矢量 ， 逆 么 对 于 以 wp，» = 一 «为 过 的 三 角 交 
(图 2), 由 三 角 余弦 定理 得 到 

[—al?— a] |£:*—2|u]- | B] cos C, 
(C— Z (a, 6))， 而 根据 (38) R0 (40) 4 
|8—a|*— (8e, 8—0) = (B. B) —2(u, B) + (m à), 

与 上 式 合并 并 消去 一 些 项 , 我 们 得 刘 


cos L(a, £) = E (41) 


BREH, MRR a p EA a B) RREA 
矢量 的 内 积 与 它们 长 度 之 航 的 比 ， 由 这 个 公式 可 以 得 到 ， 几 何 上 
HRE RBS EREE ARHAR 9) 为 零 . 

Fi T ocn iz SUA i SETS DL HE P" SHARE Bo ESN 
中 去 ， 自 然 希望 把 长 度 和 角度 的 报 念 


做 类 似 的 推广 ， 然 而 ， 当 我 们 这 样 推 2 
广 时 却 发 现 , 虽然 维 数 可 以 是 任意 的 ， exe 
o 


但 是 推广 到 很 多 数 感 付 产 生 了 BEH, 
即使 内 积 可 以 由 (37) 定 义 , 但 是 长 六 E 
上 = (E, E)? = Gba ona! (2) 


EBREL, BRdEBRA n ESMAR. HTE Beds e kt 
PRA, 而 角度 的 推广 引起 更 多 的 困难 ， 

由 于 这 些 原因 ， 我 们 现在 具 限 于 讨论 实数 碟 上 基 量 空间 中 的 
长 度 、 和 角度 和 有 关 课 题 ， 在 8$ 9. 12 中 我 们 将 讨论 侣 数 域 上 相应 的 
Z4» 


J3 E 


1， 用 解析 几何 方法 证 明 ， EFH, H ES G, ed g= ny 
加 的 路 离 平方 等 于 15j? 二 17 D— 2 Deo 

Z. HAZET pi A Ha ER pH CE ECHO GER Z4 Uu dX 24 
(E n) —- 0. 

3. dp IAM R 的 长 度 是 由 公式 (42) 定 义 的， 证 明 ， 窑 在 长 庚 为 
FHERR. 

4. ER: 在 成 Y。 和 建 中 存在 一 个 二 平方 和 , ED GEAR. 

8. MEGT, 证明 公 式 438) 和 (39) . 

6， 证 骨 类 似 于 (38) 的 公式 ， 这 个 公式 断言 : 内 积 对 乎 右边 因 闻 是 线 


7. 证明 :， 任意 平行 四 过 形 对 和 朋 线 长 度 的 平方 和 等 于 它 四 个 边 长 的 平 
FA. 
*B. ÆR 中 用 
£x q E Ung. 一 Bfn uM — Pis, WIS 7 2) 
XELISI A Ae d EG n B PER, 
(2) 证 明 : (Cx m, £x O DG 0-—(G DOO. 
(0 i isé n=r, EFR vU RR (Sehwarz) 不 等 式 作 为 
(的 的 推论 《参看 定理 18. ) 
(c) WEHE £x (ox D e C5, Om —- G, mE. 


87.10. 欧 几 里 得 矢量 空间 

对 维 数 不 加 限制 的 几何 过 论 是 建立 在 下 面 定义 的 基础 上 ， 这 
个 定义 是 报 据 S7 9 的 考 虚 而 提出 来 的 ， 

定 尽 ”一 个 具有 实 标 量 的 夭 量 空间 E, REFERATA 
** 540 sb — POR 80) IR CEL T) 它 在 (38) 和 (39) 意义 于 具有 
aE, t PR Efe GE TE, SE LUE AR ERU PEE EIL 

例 1 EER", WERTE m E HE (G7) AoE X, Sz mE n 
维 欧 几 里 得 矢量 空间 ， 

. 233 。 


例 2 ELERA 0<z<1 上 的 全 体 连 续 实 函数 ga 如 果 我 
MELAR v) — Spada, BATHR- TEREKE 


得 矢量 空间 . 
欧 几 里 得 矢 景 空间 吾 的 笑星 Bde EE [EL RTDAGE 3629 [ALB 


平方 根 (6, 03 — (39) I ERRET EE Ue E. 
定理 18 在 任意 欧 几 里 得 笑 量 空间 中 ,长 度 具 有 下列 性 质 ， 
GO) [c£] —]e|-*|£[. 
Gi) |£|z0, map E—O. 
iD [GG pisii- jal (3E R, dk o A. 
GV l£t2l«l£l 4 [ml (三 角形 不 等 式 )， 
证 明 因为 (ct, e£) c? CE, 二 ,所 以 我 们 有 性 质 (i), EMG) 
是 欧 几 里 得 矢量 空间 的 定义 中 所 要 求 的 正 性 条 人 媳 的 推论 ， 
性 质 (ii 让 的 证 明 并 不 直接 ， 如 果 6-=:0 或 者 #9 =0， 那 么 Gi) 
归结 为 平凡 的 不 等 式 OO, TIU, 
0< (a£ «bn, aé +bn) — a^ (£, £) + 2ab (E, m) b? (g, i) 
4 a-]|9|,5—|£|, ik a= (n, 1,0? — (E, D). AEA ESSERE 
-c2|E| «Inl - £m «2(5, 0 (Qm —2]£]? [m]? (48) 
PIBERD 21l- |n] 0, 我 们 就 得 性 质 (iii) ， 
由 ai S ess Cuv), 这 因为 
后 十 可 |? 一 (X m £5) CE, E) 20, m Qm 
s«|£l?-2[£l- [Inl ml? EL- 09137. 
RE, MERITELE cp IEEE Mn ZENE $3 
[£7]. MRTT EATA ERA 3€ ERR TUE LI" FC ER, 首先 
AE Ea SER UH Fréchet, 19060 T dh 38 p. 
定理 19 距离 共有 性 质 : 
(M1) |£—£|20, 6 5 +m |E—n|70. 
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(M2) lé—nl— [n—&l. CR E) 
(MI |é—n| 十 的 一 人 zm |é— él. 

证 明 首先 ， 根据 性 质 O 4515£—£|—[0| 5 ]0-2| 50. [£] 
—0, MRE GD 4 £— 9260 (X £995), AlE nl>, XX BEHEPR T 
(M1), tx, REME O 有 15 一 ?|=|1( 一 D9 一 他 |= | 一 41* 
19 一 引 = [n—él, XELAT (M2). fa, (M3) A GO EE LB 这 
因为 

[£—n| t Iu—&l1z71(£— t 0—01—|£—£l. 
METATA E AESI E, 0. 7 一 1 所 


Dr 因此 在 0 和 180^ ZAA- T - H.DUS —- fü. "E 


Asiae. CoD, Tg TUM Pi XOU A E 0 m 之 间 的 类 


8 Cd C41) 的 特殊 情况 相 比 较 ). 除了 直角 的 情形 外 , 我 们 不 去 证 明 
dnb se 85 facti Fas FEM ORREN Z E, m t ZO, D 2 7 (5,0 
吗 ?) . 

PPTE ES WESSEG.m-—0, 则 称 它 们 是 正 交 的 ( 记 
Je 上 办， 把 这 个 定义 用 到 上 面 的 例 2 中 ， 就 担 到 分 析 上 一 个 重 
要 概念 , 即 正 交 函数 的 概念 ， 容 易 证 明 ， 如 果 £D. 则 ?915( 正 交 
关系 是 对 称 的 ), 并 且 对 一 切 标量 c 和 oc' 有 cs&lcm， 还 有 ,0 是 瞧 

5B fub Adi dE5 AEG, E) == Oh End, 则 
对 任意 标量 co 08 有 

Oh tii tH n 十 已 mo := ea 0h ED bn bes n Ém) 
一 60 一 十 cns0 一 0， 
所 以 了 5 £n, En 的 每 个 线性 组 合 也 是 正 交 的 ， 这 就 证 明了 
定理 20 wR- ES Én, Éa ER, MAE d Ép 
Ém Sox ap E upper dp ExEGXEIx. 
. 237 = 


1. 
2, 


习 E 
1$ £— (0,2, 3, 5, n= 0,83, 2, D, IR, 9. |#|; Im Z 5, D. 
it é Ain 2n21 E 1 所 述 , 求 出 形 为 {1, 1,0, 0 FE eun JE £09 


FH Ax IEIESe RUE, 


3. 


4. 
5. 


(a0 在 正文 的 例 2 Fh, sin2xz 与 cos2xx E Ziy 

(b) sin2m:rz Es sin2nar 1E Ebo 

(c) RHS 1 fn x GERE S RS, 

证 明 : |£—75|*- | £t ni? 2 2C] £|*- ] 2 [D. 

EH: 4E EP cp, f EC HE PT HC HE 29. 1 SR RE IRE T E, An E ICE 


ZEE. 


6. 


证 明 ; EE cb. Xpdg—4ehcG Hg Rab JR e Bb IS LEER Ae B E D 


BUE ERSe jn nc nb um E 


?. 


没 a, 8 二 0 是 欧 几 蜂 得 笑 量 空间 的 两 个 同 定 笑 量 , 求 出 形 为 = a 十 


(D RRR ARRS SEZ MANK. 


*&, 


dE]: 如 时 矢量 < 到 局 的 距离 同 到 ?了 的 距离 相等 , 那么 线段 BP 的 中 


HEM a HEr 的 重 线 的 三 足 . 


9. 


证 明 : 在 欧 儿 里 得 矢量 空间 中 ， 如 果 | 引 = je]. BA E£—ad£-ca. 


从 几何 上 解释 这 个 结论 . 


*10. 


(3) HEB: 二 次 方程 
(5, HCE, m UR (On 7) = [EH 0 |220 


的 判别 式 B5— 4AC 是 4ECE, 203— C5, D (9, 0m]. 


GER: 
11. 
12. 


(b) FILI EXE EE UEER d RO 2 S GR 
HE ug] S 0 RWA UR TRE KAR f, 除非 £=0.) 
证 明 : 在 任意 欧 儿 里 得 矢量 空间 中 , Allé -ini | £— ml. 
证 明 ; 如 时 RS 的 内 积 是 由 
CE, 5) 一 Gr m) Cou 3-9) Haga t Cs 233 CO, H- 238) 


RELH, 那么 R BUE B 7L LER A t n ng 


87.11 REEE 


在 8 7.10 的 例 H "m, 单位 估量 e d, 0, t 0), ta Ea 5 (0, 0, 
238 * 


s D Bot ERE HUGE, BE BEES EU i—i fl 
d. 

定义 -BRE a, o, 0% 满足 下 列 条 件 时 称 为 标准 正 交 的 : 
CD 2b — y d, lou] — 1; GD S ij, oes, 

BIEI EHkJLEBE XEM dE XGEXOAXOG. s s 
线性 无 关 ， 

证 明 如果 roat e + Entin 0, Wr b—1, m dT 

O= (0, a) 2a ti, 4) + i F Erm (gs 04) = Er (Os 04) 

ux HERR SECALAAOEZE Pb BS [SLVR oe Bu. dB di RR Un PLU 
oj, 50, 因此 (aa 0 770, 所 以 00 ur 

' 推论 RATREGRREXATAaIEG— 一 组 基底 CH 
iB goku k EU) 

我 们 现在 将 指出 , 欧 几 里 得 矢量 空间 的 任意 一 组 基 , dm fn Lb 
过 有 理 适 算 把 它 正 交 化 ， 这 称 为 格拉 姆 - 施 密 特 (Gram-Schmiqt) 
3EZE IET HX, 
. 引 | 理 吕 ”由 有 限 维 欧 几 里 得 关 量 空 间 玉 的 性 意 一 组 (有 限 个 ) 
无 甘 英 量 Vis "Pm 可 以 构造 一 HEEZE 


w= Yi S days (G=, e,m), (44) 


它们 同 Pr r Ya EXE 8248 FE 69 E T, 

证 明 mAAR, TARERE RE t, c. 
& «i BAHR CAY s ym-1 张 成 相同 的 子 空间 S. RMA 
在 把 yw 分 成 两 部 分 : P FS AR Pa MERT S KERAY 
Us. 为数 到 这 一 点 , 令 - 


Cm 一 Ya— D C mi 其 中 Gm S — X (resa, (445 


kim 


那么 对 j=1, TU, m -—1, 我 们 有 
. 239 = 


m-1 


(d, &;) = (Pm æ) 一 Dcns (os aj) —D. 
k=i 


这 是 因为 由 正 交 性 , 4 kAj hC 05) = 0, MAUNA es, 85) 

= (y. mp, TRUSIHENIE BUE, (4) 式 中 oi (£91, e, m—1) 365 

式 代 入 (44) 式 中 ,有 l 
—Ym— > Em Ym Zim = Coil, jV je 


km PSkxm 
XX REBEB] T (44) RXT F m A y vr, 其 中 
dmi = Cmi > Cgil i. | 


kajam 
因为 Pa F ys t vaa 线性 无 美 , 所 以 它 不 可 能 在 SS 中 ,因此 o, 
A0, AE. vec Pa RE, ns os 两 级 矢量 者 张 成 由 号 和 Yn IE 
-成 的 子 和 前 ， 这 就 完成 了 引 理 2 的 证 明 . 
33821 有 限 维 欧 几 里 得 关 芋 空间 召 的 等 组 标准 正 交 关 量 
Yn cU ym 是 于 的 标准 正 交 基 的 一 部 分 . 
证 明 根据 定理 6, yp en Ya 是 召 的 基底 po ns yu 的 一 部 


分 、 这 组 基底 可 由 引 理 2 正 交 化 , MAGEN B 使 它 标准 


ft; 而 这 个 过 程 对 原来 的 正 交 矢量 yt rns va 没有 任何 变化 . 

推论 任意 有 限 维 欧 几 里 得 矢量 空间 召 有 标准 正 交 基 . 

格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 方法 还 有 其 他 涵义 , Ain S ERL 
ERREZE Ba FER m Zi Tx In], 如 上 所 述 ,S 具有 标准 正 交 基 
8p c Os. MÈ YEDE S HP IO FERRE. 那么 用 上 述 正 变 化 过 
程 吉 以 把 闻 表 示 成 两 个 矢量 的 和 ?一 ax 十 有 HHE B RES h, 
分 量 % 与 3 的 每 个 估量 恒 直 , 矢量 局 称 为 ?在 仿 上 的 正 ( 交 ) 投 i 

我 们 以 确定 已 知 ( 实 ) 有 限 维 儿 量 空间 FF 上 的 全 部 内 积 来 结 
TH. BAR, 如果 a, …, on 是 下 的 任意 一 组 基底 ， MAEA 
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d ES tyty xx, dH n gie ord gus REKREA 
(E, m (E Tiis Xn )- o mun; o) (45) 
i k hk 


了 于 是 ,性 意 两 个 锋 量 的 内 积 通 过 喇 个 实 常 数 {a，oe — ai 被 确定 
为 坐标 v, 和 的 某 一 个 双 线 性 型 . [5] 3 (o5, 94) — (as, o). BTA 
这 个 形式 是 对 称 的 . 


Miik, F” hE RIRN REH DO atiy (0,,a,,) Wh E 


(38) 和 (39) 式 的 前 三 个 条 件 , 第 轨 个 条 件 尖 明 二 次 型 五 qiswixs 是 
“正定 的 ”， 岂 就 是 说 ， 王 qrizi:>0， 除 非 每 个 x; 一 0， 一 个 方 阵 
是 否 正 定 的 判别 方法 将 在 &9.9 中 推导 . 

对 于 标准 正 交 基 , 我 们 有 (oj, e) —0, 24 i6 ES 《ao 9) =l 因 
IE DHE 


(E, P= omg mong nh Eala. (46) 
由 这 个 公式 我 们 可 以 得 出 结论 
X34 22 TAERE, MWAH ARARA RA" 
A (46). 
这 样 每 个 有 限 维 欧 几 里 得 和 欠 量 空间 就 同 构 于 菇 个 R", 


习 题 
L FAAR RRRA RR LERE ZAHTER, RH NE 
IE AR: 
(a) (1,1, 0, 0), (0, 1, 2, 0) RICO, 0, 3, 0, 
(b) (2,0,0,0), (1, 3, 8, 0) fU (0, 4, 6, D. 
(提示 ; 先 找 出 正 党 基 , 然后 再 标准 化 . 
2， 田 图 说 明和 揪 基 在 一 维 子 空 间 上 的 正 投影 ， 
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3。 求 笑 量 月 = (2, 1, 3)3E HH a= (1,0, 了 ) 张 成 的 子 空间 上 的 正 投影 . 
4. R 8—(0,0,0, 8 fr 51 RB 1 rh Bro rd T ERB ESIESRE. 
9. 设 总 是 欧 几 里 得 冬 量 空间 加 的 任意 子 空间 ， WER: GS PEt 
E ESSI Ae Pe ERREA St XE REC RR (E S T AI. 
SD S^20,.8- St — E, 35H a[81--d[.94] —-dpE] 
CE ZHBpST pk a Ee) 
6， 在 三 维 欧 儿 里 每 矢量 空间 中 , ce HH H4 (2, 一 1, — 2) SK p f FE Fed Bf E 
EE E-E op d. 
7. XRUH 2188 1 中 所 述 的 每 个 子 室 亲 的 开交 补 空间 的 基底 . 
*B. (2) 列 出 Q 中 的 非 平 凡 子 空间 ， 它 不 包含 任何 长 度 为 1 的 其 量 . 
(b) 对 标量 属于 尾音 有 序 域 的 所 量 空间 ， fxh 3t WE RH SE ULT I 2 
的 命题 ， 


87.12 商 空间 


我 们 现在 将 要 指 出 ，8 6. 13 中 的 商 群 的 构造 方法 容易 推广 色 
矢量 空间 中 去 ， 设 是 域 上 任意 矢量 空间 ， 并 设 太 是 让 的 任意 
子 空间 ， 在 加 法 运算 之 下 , 是 一 个 交换 群 ， 而 且 信 是 玉 的 一 个 
(正规 ) 子 群 ， 因 此 我 们 可 以 构造 加 让 商 群 7/5 | 

例如 , 存 欧 几 里 得 空间 R* 中 , 19 5 JR B LA RECO, 1,00 6. 
KERO y, 90) 组 成 ， 则 对 任意 矢量 w= (a, b, c), 陪 集 是 由 全 体 
REG, biy, 0) 组 成 , 其 中 每 个 矢量 与 a AAN eB a 和 和 
同 的 z ibi es 它们 是 矢量 (0, +, c). 这 里 的 加 点 位 置 是 一 个 任意 
JUR. (ERHEER?/S 中 ， 两 个 这 样 的 矢量 的 和 (oa e) +a, «e 
显然 是 (gg eHe’), 

在 这 个 例 中 , 我 们 也 可 以 用 任意 标量 {ER EREA RC, -, 
c I PI BEBE S Cte, e tc)， 显 然 ， 在 这 些 进 算 之 下 商 群 Ra7S 
是 一 全 《 实 ) 矢 虽 空 间 。 我 们 现在 指出 ， 类 似 的 构 壮 能 够 推广 到 
般 情形 . 

已 知 域 环 上 撩 量 空间 了， 我 们 可 以 把 56. 13 的 讨论 移植 到 了 
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EEA ATH V/S X, Pe p HERG HOED TREN. 
商 群 G/N 的 元 下 只 不 过 是 入 在 9 中 的 陪 集 x 和 N， 畴 此， 已 知 先 量 
冠 间 了 的 一 -个子 空 间 S, 每 个 矢量 aEF 确定 驴 的 一 个 耻 集 ， 这 个 
Fix Sg BUS E co GS OBI o6) ELA EA e 8, (ES, 
a=4% 十 0 是 这 个 陪 集 的 一 个 和 失重， 称 它 是 庆 个 陪 集 的 “代表 元 素 ”， 
AARS dp S T OEDI OCA HL (UO a 8C; Mik. 
全 结论 成 立时 , ec dp B deed —- rS GERE W. 几何 上 ， 
子 空间 坊 的 不 同 障 集 恰恰 是 5 在 平移 之 下 的 “平行 子 空间 ”， 

我 们 定 关 两 个 陪 集 的 和 是 一 个 陪 集 ; 

(62-8) + (B= (at 8) -Ss, 
IF] $ 6.13 的 引 理 2 中 所 说 的 一 样 ， 这 个 和 不 依赖 于 代表 元 素 &% 和 
E 的 选择 ， 下 看 定 饼 陪 集 4 十 S 用 标量 2 eiut d m ES fs 
eta) —-cad S. 

因为 a 一 PES 可 推出 ca—cBC€S, Bi EX AT BUS (XT: EG nt 
fkdu[Es3EcC3& Hu MERE, CROXENYWE. AAE aE S EV m BS 
BERRES V/S RA- TREE H, ded V TSmee 
Fl. JEEP. WEE P h Pats E A PRAE 
Ae i [8] de pats Bee 6e S, EREET V/S, x ERE PROS 
V AERE püudckEdtE Taf ubHg T 

定理 23 Ckd4THVUIEETTEHS, HA—A^A2T 
B|X—V/S4e—4 BE d P:V X, E ARES, CM ELA X, 


3 RB 
1. 1&8 Zi] R 中 的 一 维 子 空间 ,证明 : 总 的 全 体 陪 集 感 所 有 平行 于 
S gy E e, 
2. WE V —F*, FILES, S RE gO, 1,0) 0, 1, DEEA N, 
(a) WES]: iP iG y oy, e ES EARR H 
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BC ary! = dy. ` 
(b) Zi F=R, Hit sS Arei E ert ILI E V. 
3. 证 时 : dp RSE KIr hi T E AT, 39A VAS 5 
Fen n] di. 
4. AREH: 在 正文 所 述 运算 之 下 ， 基 量 空 间 下 的 任意 子 空 间 闻 的 全 
传 障 集 构 成 一 个 括 量 完 间 . 
5. WE V-R[z]A Bi S En £OGodaminzsi, 并 说 


$ :f(D PL) tf(-2). 


(a) 证 明 ; ó AERE ADS ab zx 
(b) diB'ER S Rug ZI VS, 


*$7.18. 线性 函数 与 对 偶 空 间 
在 初等 代数 中 , 有 限 维 矢量 空间 VF= F^ 的 变 矢 量 ES (mes, 
T) B) Hes dy, re, mr 的 ( 齐 次 ) “线性 函数 "是 特殊 形式 的 多 项 式 落 
数 


FD — £f — em b boum mme dn des (47) 
这 里 C4, t", Ca EF 中 的 任意 常数 . 容易 验证 ， TEXCXX FE AO ER E 
f iligiutrx 


EHF Ef +f, (a2f-—a(GD (48) 

其 中 所 了 为 了 中 任意 矢量 ; a 为 正中 任意 标 鞋 . 

恒等式 (48) 与 公式 (47) 的 定 闵 相 比 有 两 个 优点 : O) (48) E ER 
数 内 在 的 性 质 ( 即 它们 不 依赖 十 六 的 基底 的 选择 ); 《ii (48) 可 用 
于 大 穷 绯 矢量 空间 (例如 用 于 国 数 空 间 )， 国 此 ， 我 们 把 仔 意 域 五 
上 任意 天 荆 空 间 了 上 的 线性 函数 了 定义 为 讲 足 两 个 恒等式 (48) 的 
AV SVP ig. 
在 第 一 个 恒等式 中 取 9 一 0 MRH, 0f 一 0。， 这 两 个 恒等式 
可 推出 组 合 恒 等 式 
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(aitb faf +n, EnEV, a,b€F (49) 
EIR, 这 个 恒等式 当 取 4=5 一 1 Eh (48) E938 — 1 TEL SR XC, PST 
JE 0/—0, 并 且 当 取 5=0 时， 得 出 (48) 的 第 二 个 恒等式 ， 简 单 地 
说 , 线性 函数 了 是 保持 线性 组 合 性 质 的 函数 . 

刚才 定义 的 “线性 函数 ”概念 实质 上 等 价 于 $7.8 中 引进 的 
“坐标 ”概念 , 即 定 理 14 中 的 每 个 4, 当 点 在 六 上 变化 时 , EAE E IO 
SHEAS. TAARE 14 的 对 侦 定 理 ， 在 某 种 意义 上 , 定理 
14 更 简短 明确 . 

定理 84 a X RA, oos, DAE EAGOEEVSM —iB EJ, 
(4,7, en 是 下 中 的 天 个 常数 ， 那 各 在 正中 有 一 个 县 名 有 一 个 线性 
dd foe HR Bf ol ishon 这 个 函数 由 公式 

(2 Bib n rx B = 十 "二 Tain (50) 


给 出 ， . 
证 明 atn 用 归纳 法 , 对 任意 适合 8:f 一 c(i 一 1,…,%) 的 线 
性 函数 f. (49) 可 直接 推出 方程 (50)， 反 过 来 ,对 下 的 任意 一 组 
基底 fo ens Bn, 根据 定理 14, FA E REMER Em rn 
Erm HOME PEREM os es en， 方程 (50) 定 义 一 个 章 值 函 
数 , 这 个 函数 是 线性 的 , 这 因为 对 任意 和 = 加 Bi 十 … HYB 有 


(a£ bip f [E (amor) Pi] f- Xi by 


=>, Z6; tb» wuei-a(£p t6f), 

因此 条 件 (49) 满足 . 

推论 五 "上 的 此 性 函数 是 由 绕 性 表达 式 {47) 给 出 的 函数 ， 
0 3X b. GDGAZAIBERAE f, BEF 中 单位 矢量 * 上 取 值 
ci、 于 是 每 个 线性 图 数 由 (47? 中 的 呈 个 系数 (co Cr) 所 确定 ;这 
就 天 示 全 体 线 性 函数 本 身 构成 一 个 矢量 空间 . 

对 任意 矢量 空间 ,把 两 个 线性 函数 了 和 9g 的 和 了 了 +9 定义 为 
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由 方程 . 
EG rg) = Éf £g, 3E EEV G1) 


给 出 的 函数 , TOES PEER e. FU b c 的 乘积 of 定义 为 由 方程 
二 to) 一 (全 门 ec， 对 一 切 EEY, c€F (52) 


给 出 的 苗 数 ， 我 们 容易 验证 +g 与 fe 仍 是 FF 上 的 线性 函数 
ERD 设 矿 是 不 上 的 关 量 空间 F* 是 了 上 所 有 线性 函数 
的 集合， 那么 了 * 在 由 (51) 和 (52) 定 义 的 了 +8 do fe 两 个 运算 之 
下 也 是 下 上 的 所 量 空间 . | 
这 个 了 上 线性 函数 矢量 空间 了 F* $6 29 V Bsp n E SEV itas 
元 空间 .在 现代 数学 中 这 是 一 个 基本 概念 ， 
为 证 明定 理 , 我 们 只 须 验 证 ， 对 于 运算 了 9 与 了 fe， 矢量 空间 
的 那些 公理 都 成 立 . DU An. 为 了 证 明 分 配 律 ( 十 分 = fe o go, 我 们 
EK, 对 任意 £€V 根据 定义 (51) 和 (52) 以 及 下 中 的 分 配 律 , 有 
SES 9e1- [£O * g)Je- [ef -£gle 
= (&f)c (Eg) e — ECfe) - £go) 
—é(fe t ge). (53) 
这 个 方程 表明 , ERG CF D e 和 fe 十 ge XEEXE ELE 8 E UAR] 
8318, 因此 它们 一 定 相等 ， 其 他 公理 的 证 明 类 似 . 
推论 1 S 4X Xd oxGVoqp—icQpmo&gB.-.psgta 
的 对 偶 空 间 VV* 有 一 组 基底 ,这 组 基底 是 由 (WB 十 … 十 ww) 了 一 
€; (E—1, n) E 385 n AS ELE A d Fam fa R, iR on AE 
函数 由 公式 


1 N b i j=l, e,n (54) 
叭 一 确定 ， 

证 明 对 于 % 个 已 知 标 量 01,…, Ca 线性 组 合 fici n fue, 
A — TERHES HB IR (54), "E ETE E AE A t D. 上 的 值 是 
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BS fe; )2 3.87 e, 


REITERAR fo nns fa 在 V* 中 线性 无 区， 这 因为 如 果 f= 
ficit tfaa =, MAREA i, Pf 一 0， 因此 0 二 602" 二 Cn 
=0， 还 可 以 推出 一个 线性 车 数 Jo s fa 张 成 空间 V": 根据 定理 
24, 任意 线性 国 数 了 是 由 它 的 值 B. f— o. 所 确定 的 , 因此 了 等 于 以 


这 些 c, 值 为 系数 而 构成 的 线性 组 合 0 fuos. 
i 


这 组 基底 fo ns f 称 为 已 知 基 底 Bon, Aa 的 对 偶 基 ， 

推论 2 部 维 夭 量 空间 下 的 对 人 惕 空间 下 * 8j) GE S] V — Mb, 也 
是 n, 

把 了 的 每 个 笑 量 Eu. RE V* 的 函数 fe; nde TiVo 
V* 是 了 到 了 * 上 的 同 构 ; 然而 , 这 个 同 构 依赖 于 玉 的 基底 的 选择 ， 

设 皇 是 了 上 中 矢量 ， 了 是 对 侦 空 间 V Mm! Sud Ls f 
在 自 变量 .上 的 值 写 成 对 称 的 “内 积 ”" 记 号 好 = 合力， 那么 方程 
(49) 35 R 


taf +bn, FP) —a(£, FP) +b, f). (55) 
i3 Anz fr dote Do) xe xc (53) $n (52) ER 
(£, fe - gd) = CE, e - C£, god. (56) 


ZAFERE m Y BSR— RRAETE. (ECL DH. (RBS 
€, 而 让 了 了 变化， 那么, 由 (56), £ mE f 09—^- 2x TEES C JE HLIH 
(55)， 这 些 函 数 上 的 矢量 运算 丛 怡 对 应 于 原来 矢量 上 上 的 矢量 
正式 地 , V Bá AR EE E 确定 对 侦 空间 FY* 上 的 一 个 函数 Fe 
'*d FQ -G. 万 来 定义 ， 那 么 (56) 表明 F, 是 线性 困 数 . 
定理 26 HEARKEN F, 在 下 迷 对 应 下 与 它 的 二 次 
共 闻 空间 (Fr]* 同 构 ， 这 个 对 应 把 每 个 矢量 EEF 映射 到 由 FLU) 
，247。 


一 上 定义 的 函数 FI 

证 明 根据 (55) 式 ， 对 应 r: 和 +> 丈 ;保持 矢量 加 法 和 数 乘 远 
算 . 我 们 现在 证 明 是 一 对 一 的 , 因而 是 一 个 同 aE EEn, 那 
4 Cc-i—mEU, 于 是 EE 是 六 的 基 廊 的 一 部 分 ， 因 此 , 根据 定理 24, 
在 V* 中 存在 满足 Sfo=1 半 0 的 一 个 线性 函数 fos 使 得 

Ffo = FP, (fo) + FIO = FD MEE. 
这 就 证 明了 是 一 一 的 , 因此 它 是 玉 到 {FP*)* 的 同 构 ， 可 是 由 定理 
25 的 推论 2, 亚 和 (PF*)* 的 维 数 相 同 , 因此 r JE EB, 证 毕 

xkA- I] FA E ex Fu 同 由 推论 2 Zr 9 V 3n V* 之 间 的 同 构 不 一 
FÉ, 它 是 “自然 的 ", 因为 它 的 定义 不 依赖 于 玉 的 基底 的 选择 . 

设 8 是 了 的 任意 子 空 闻 , S 是 V* 中 所有 满足 (o, 内 =0( 对 每 
个 SS) 的 那些 线性 函数 了 所 组 成 的 集合 ， 我 们 把 集合 s" DER 
HS RREK. PRG 是 他 的 零 化 子 ， 显 然 它 是 P* 的 子 空间 ， 这 
因为 由 (o, f) 0 和 (0, g) —0 EH Co, fe 十 gd) —0, V 的 子 空 
间 和 它们 在 V * PARET ZU RS] Br S" 具有 性 质 

车 SET 可 推出 S'OTU (57) 
{包含 关系 是 反 的 )， 这 因为 如 果 JET'， 邢 么 对 了 中 每 个 of 有 
(e, 办 二 0， 因 此 对 每 个 oES8CT iif (o, D -0, Bug 0 一 个 元 
汪 组 成 的 子 空间 的 零 化 子 是 整个 对 蛋 空 间 V 的 零 化 子 是 Fr* 
m BUR TEES CHR XB T 2H]. 

由 对 偶 性 , VER dE Sum [REV * 的 子 空间 , R' REV m Hess 
AG, f) 0G EE FCR) 9 & SHOE RI, EA REA 
R'(CEATEIBSSEAETF, 

定理 吕 ”如果 局 是 为 维 关 量 空间 区 中 的 站 奉子 空间 ， 那么 
镶 零 化 的 所 有 线性 函数 了 组 成 的 集合 S 是 T* nk RPE, 

证 明 选取 总 的 一 组 基底 局, s Bo 并 根据 定理 6 抬 它 扩张 
成 了 的 一 组 基底 Bi, eo Aa EVIRA fo en fat, HU 
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fiit b fae KFS HRA Ad BASTUENHT ST P; 
-P 为 零 ， 也 就 是 说 ， 当 且 仅 当 610,0, 这 恰好 意味 着 
n—k TAR fias s f RS RET S 的 一 组 基底 . 

定理 27 恰 是 关于 齐 次 线性 方程 组 线性 无 关 解 的 个 数 的 定理 
13 的 重 述 , 

qd BR BIS SE IE In Sr Pros FS 引出 % 维 射影 几何 
的 对 偶 原 理 , 在 这 方面 ,下 面 的 性 质 是 基本 的 . 

定理 中 对 应 号 后 满足 

(S')' 28, (S 4-T)' 2S' (y^, CST) —S5'-T'. (58) 

证 明 AARS pH £305 pH f, D -0, BRL S 
dg 8 PES PETRE FP. IR IG SE CGSD PENDS, {E 
XE dRdE P827. (Y Wa Fn (n—E)—k—dLS]; 因此 
(8) 228 是 不 可 能 的 , 必 有 (13 SS, 

这 个 关系 表明 , 子 空间 到 它 的 零 化 子 的 对 应 PS ， 当 作用 
两 次 时 就 是 恒 等 对 应 ; Ddspik op est wE- 因为 
艰 据 57) 它 也 是 相反 的 包含 关系 , 所 以 我 们 推出 , ETE Qo S UT 
的 最 小 子 室 问 有 + 上 映射 到 包含 在 入 和 了 中 的 最 大 子 空间 
SNT. JEFERERSEPERICSTUIT)' =S T". 

推论 1 设 工 ( 门 是 域 上 有 限 维 类 量 空 间 焉 的 所 有 也 空间 组 
成 的 集合 ， 奏 在 一 个 工 (下 ) 到 自身 的 一 一 对 应 , 这 个 对 应 使 包含 关 
$ 38 A H Ei (58), 

WES] 设 FF 中 选取 任意 一 组 固定 基底 foen B. 对 下 的 任意 
子 空间 8， 设 8S' 是 所 有 满足 下 面条 伞 的 矢量 = 有 十 … ys 
组 成 的 集合 : 

mg, dod xg, = 0,5] 8 vU £— Qn be bxB. (59) 
我 们 重复 一 下 证 明定 理 27 利 458) 式 时 用 过 的 论证 , 就 可 以 得 出 所 
需要 的 结果 . 
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注 革 在 有 限 维 欧 玫 里 得 矢量 空间 至 的 情形 ， 存在 一 个 从 E 
到 它 的 对 偶 空间 E 的 自然 同 构 ， 它 可 以 通过 内 莹 内 积 愤 "nk 
X. HETRE NCE, AR Ef = GL MELTE LARA f» 
E 75 C5, v) 是 双 线 性 的 , 所 以 f 是 线性 的 , 容易 证 明 ， 对 应 nerf, 
E E* 上 的 同 构 ， 

注 2 ”对 于 无 穷 维 矢量 空间 V. V 到 V* 的 同 构 一 般 来 说 并 不 
TE. Biin V ERBES] E= (E, in, "组 成 的 矢量 空间 ， 
其 中 各 分 基 EF, 并 且 只 有 有 限 多 个 非 尝 元 素 ， Ani RR Ps A Vi 
项 进行 ， 了 上 任意 线性 函数 仍然 可 以 表示 成 形式 Ef — Xie, 其 中 
的 系数 是 任意 无 穷 序列 p= (er y nn, Cm 2), 因此 对 侦 空 间 
六 大虫 所 有 这 样 的 无 穷 序列 组 成 ， 空 间 了 和 T* 不 同 构 . 例如 , 我 
们 借助 于 更 新 的 概念 , 如 果 王 是 可 数 域 , 那么 玉 是 可 数 的 ， 但 V* 却 
是 不 可 数 的 . 


3 RE 

L REM 25 的 证 明 ， 

3 Ufern fo EAR RERSIRIV. eon AE PIESCSE BS ERPE ERU, Cn cts 
c. EEANN E EMI. 正中 存在 -个 且 只 存在 一 个 补足 f= eli =l, n, 
MRE E 利用 非 齐 次 线性 方程 组 加 以 解释 

3. (a) 完成 注 了 的 省 明 . 

(bi 指出 注 1 与 定理 25 推论 1 的 联系 . 

4 (E Ct m =m — gue duy xus HATAN S, AX 
S WPH C5, n) —0 04 — B) £c) 的 矢量 和 组 成 的 集合 ， 证 明 : (57} 和 
58 成 立 ， 基 证 明 : fni 8 HEIL, 那么 Scc". 
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88.1 线性 变换 与 矩阵 
有 很 窗 广 法 可 以 把 一 个 平面 线性 地 映射 到 日 身 , 也 就 是 说 , 使 
得 矢量 的 任 疮 线性 组 合 被 映射 到 变换 了 的 矢量 的 同一 线性 组 £n. 
用 符号 表示 这 就 是 


(o£ dy) T — e (ET) --d (nT). (D 
号 此 等 价 的 境 法 是 , E TAR DERE IE I 2S0: 
E+tPT =E tT, (cE)T—e(ET). (2) 


例如 ， 考 虚 平 面 图 绕 原 点 转 过 4 角 的 ( 反 时 针 ) 刚体 旋转 R. 
在 几何 上 ， 显 然 Re 把 以 和 + 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 En 变 
HAL ER, 和 o£, 为 边 的 平行 四 边 形 对 角 线 ER +R. 用 图 L dn 
以 说 明 ， 在 图 中 98 一 135"， 并 可 看 出 (十 办 R= ER, RS, 还 有 ， 
AR c d EE E Bb, DU] E 的 倍数 el 旋转 到 c (8 有 RR,), TECER, 
二 ce《E)， 因 此 平 面 的 伍 党 刚体 旋转 都 是 线性 的 ， 此 外 ， 对 于 空 
” 间 围 绕 任 一 镍 的 旋转 , 可 做 同样 的 考虑 . 


图 i 
再 有 , 考虑 平面 离 并 原点 的 简单 扩展 Dus 在 这 个 扩展 下 , ED 
上 每 个 点 着 径 向 移动 到 一 个 位 置 ， 这 个 位 置 到 原点 的 距离 是 原 距 
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离 的 上 信 , 用 符号 表示 , 我 们 有 
£D,— k£, 对 一 切 &. (3) 
KAE EEEE A FAE, AEREE Dx t 
fil. BTE CE 0) D.— ED, + nD,. 此 外 , (CE) D, — ke£ = eké = e (ED); 
因此 D, 是 线性 的 ， 注 意 , 如 果 0 和 8<1， 那 么 公式 (3) 定 义 了 一 个 
朝向 原点 的 简单 压缩 ; 如 果 天 = —1, 那么 公式 (3) 定 义 了 一 个 关于 
床 点 的 反射 (通过 180" 的 旋转 ), 所 以 这 些 变换 也 都 是 线性 的 . 
在 任意 有 限 维 矢量 空间 P" 中 存在 业 似 的 变换 ， 比 如 , VETT E 
R° 的 变换 , 它 把 每 个 矢量 在 = (zi mo 24) EAREN (rs Yo H), 
m Bose dg E BUSEER zi zz, vs 的 齐 次 线性 函数 给 出 ; 
Y1 = 01t d bs e Cigs 
Pa = 52 + baag | Gas, (4) 
3a = Gsit1 + Dado t Cats, 
显然 , 如 果 所 有 x 都 乘 上 同一 个 常数 妈 , HI CA) BUR. y; 也 局 
FÉ3e E H d, BLAUE T —dg =d (ET), AFE KE E 与 = ni, 
T2, 93) EFI ETE — (n a, 2s 十 2 2t 29) BRE PRX, é, 可 以 由 (4) 
计算 出 它 的 坐标 为 
z;caj;(n tgi) Fb; tari + e; (r3 tes) 
= (am, E bas + eua) + lazi d bm tH 0 m1), 
上 其 中 j—1,2, 8, EE c; E EE SET. gr gts CHE gs 由 (4) 式 给 出 ， 
而 y; 相应 于 (4) 的 表示 ， 这 就 是 说 , 十 外 人 T= 十 全， 
反 过 来 ， fER? 上 任意 到 自身 的 线性 变换 具有 形式 (4)， 为 得 . 
到 这 个 结论, 分别 用 
a= (t Gn G), P= b, b), y= Crn ens c) 
Andr de 
£,— (1,0,0), es= (0,1, 0), es= (0, 0, 1) 
的 变换 式 , 那么 变换 卫 一 定 把 Rs 中 每 个 矢量 二 一 Qn, muy t EA 
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p=ET= (tet ases t ages) T 
=x (e7) tx Ce2T) + vs Ces T) 
=p zi T ray 
= (aya, d- x35, Te m 5 H x55 Koto 103 | X303 i Esta). 


因此 , 如 果 了 是 线性 的 , 那么 它 就 有 具有 形式 (4). 

前 面 的 构造 明显 地 结 出 (4) 的 系数 , 比如 , 考虑 装 线 原点 转 过 8 
人 角 的 及 时 针 旋 转 Ru. HUE UE BUBCRO I E EUR E SC. 我 们 得 到 ， 
单位 矢量 esl, OEE (cos0, sing), MARE e= (0, 1) 
旋转 到 


(cos( 0-5, sin(6.12))- (— sin, cost). 
3X FE, 在 (4) 中 我 们 有 a= cosh, b= sin 0, a* — — sinO, b* — cos, 
所 以 R; 9927 £X 
FQ) xm'-—xcosÜ-— ysinO, y'-zsinO-L-gcosD., (5) 
同样 ， 关 于 通过 原点 并 与 % 轴 交 成 a fo EE EX EF. B 
把 极 华 标 是 (7, 们 的 点 变换 到 极 坐 标 是 (r，2a 一 站 的 点 ， 轩 此， 变 
f& 也。 的 效果 可 用 


FQ oc'-gc0s2a4-gsin2a, 


y' —vsin2a—gycos2a (59 
RF. 
关于 线性 的 概念 还 可 以 更 一 般 地 应 用 到 同一 域 上 任意 两 个 条 
量 空间 之 间 的 变换 . 


EX 下 和 全 是 同一 域 现 上 的 矢量 窒 间 ,变换 下 :T-> 俐 如果 
对 下 中 一 切 头 量 扯 和信 AFE ceed, A 
(c£ Fd) T — e(£T) d GT), 


那么 称 开 为 线性 变换 。 
* 253 。 


例如 , 考虑 变换 
Tu (x, y) ex (zc y, Fy, 22) = Gy az) (6) 
GEBE v =rty, y —r—g.2 —2x 定义 的 ， 这 个 变换 把 平面 
RE (1 0) 和 (0, 1) 分 别 变换 到 空间 中 的 正 交 矢量 (1, 1, 2) 和 
(1, 一 二 0, 并 把 平面 线性 地 变换 到 空间 的 一 个 子 集 合 . 
用 下 面 的 原理 处 理 有 限 维 情况 更 为 方便 . 
定理 1 如 果 f, e D. 是 关 量 空间 人 的 性 意 一 组 基底 ， 
Cam 是 矢 重 实 间 全 的 任意 中 个 秋生 ,那么 存在 唯一 的 战 性 变 
换 了 :下 一 全, R PT =a, BmT 一 Gm， 这 个 变 搁 是 通过 
Bi et Enb m) T = FG 二 HE mba (7) 
来 定义 的 。 
例如 ， 在 平面 上 ， i4 AO, 0), B;—(0, 1), œ= (1,0), 
a= (3,1), JRA E PE 11 G7 EUIS DR 
Sa: Gr, y) e Ge ag, y) (8 
是 线 性 变换 ,并且 是 满足 条 件 Sad Pama 的 唯一 的 线性 
wR. 几何 上 ,图形 上 的 每 一 点 都 沿 w 轴 方 同 平行 移动 , 所 通过 的 


距离 与 这 一 点 在 x 轴 上 而 的 高 度 p € pi c 
成 正比 ， 这 个 变换 把 其 边 平行 于 [ |] — L 7 
ius RA E Wh e E fE 14 B A' B' 

( 见 图 2, 可 以 把 它 楚 人 象 成 一 部 . 图 2 

KR) 


WEBB 如果 人 是 线性 变换 ， 并 且 T= G —1, m). 那么 
由 定义 (1? 和 归纳 法 得 到 公式 (7) 的 明显 形式 ， 另 一 方面 ， 因 为 了 
中 每 个 笑 明 可 以 叭 一 地 表示 为 z1 有 1 十 … 十 ZBm， 所 以 公式 (7) 定 
义 了 一 个 到 全 的 单 值 变 换 T; 因此 不 可 能 存在 另外 的 了 到 外 的 
线性 变换 ,使 Bi 一 ww。 为 了 证 明了 是 线性 的 ， 设 ?= Enp EV 
LIMES NUS 
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(g+) P =| esf dp. 


i-1 iml 


-|È (ex; t dg;) Br -5 (ex, Hay} oi 
《= en 


oD so ta Sg m e(6T) +AT). 


i i=l 
因此 了 是 线性 变换 . uS 
AUR V —F", W — P", 并 设 Bo s Bw 是 Vs 的 单位 关 量 6 — 
(0,0, e, O}, =t, 047 (0,0, …,1)， 我 们 得 到 定理 工 的 一 个 非常 重 
更 的 应 用 。 在 这 各 情形 , 我 们 可 以 给 出 每 个 的 坐标 表示 
eT =t = Cfi Gin n Gints 
ejf = 0 = Cito foz s s), (9) 
£y T. = Ou m gis nz, tti ns) 
定理 1 指出 , 刚好 存在 一 个 同 公式 (9) 相 联系 的 线性 变换 . T 
是 , 这 个 变换 是 由 m xn BE 4= (qi;) 确 定 的 , de PA DT d 128 
一 组 坐标 (Gi, su). G EMERE $1328 J 列 上 的 元 素 。 这 样 
我 们 就 证 明了 
定理 多” 线性 变换 TIFU FU doi Fob) mxn Azi 
存在 一 个 一 一 对 上 应， BOXE T ART, ausi aee AM Xi d 
d eT 的 坐标 组 成 ; 当 给 定 拒 竹 4 二 (017), T EA de P" 的 每 个 音 
Xd e; 变换 到 有 4 的 第 主 行 (Qi … Go 的 唯一 的 线性 变换 ， 
我 们 用 T, 表示 F" 到 P" 的 按 上 述 方 式 与 4 相对 应 的 线性 变 
换 ， 例 如 , 在 平面 上 , (5) 式 表示 的 旋转 变换 ，(3) 式 天 示 的 相似 变 
换 , 和 (8) 式 表示 的 切 变换 它们 分 别 对 应 于 下 列 和 矩阵 
p>( cosÜ sin 中 
一 Bin cos 
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k 0 1 0 
D, , S. . 
0 k, a 1 


(9) 式 表 示 的 一 般 变换 外 =T4 把 F HEEG AAR E ES 
(ei 一 0181 十 … 十 mewn 变换 到 W — P" rig E 
ET =E H n d Xu 
=T, (ay, ru) drm bg (gis tts Oma) 
= (qty H F Emam nts maa det d Xu), 
因此 , Zn (n, s v) ERE RT Bock o — ET 的 坐标 , 那么 利用 这 
些 坐 标 通过 一 组 六 次 线性 方程 给 着 T; 


Ji 2103 - 22021 - e H Emam = E 
* 


Y= 45055 Fatt ttt Tuas = D ius, 
' (10) 


Yn =E Bin T doo. + t d ass = DS LO 
i 


因此 我 们 有 
推论 从 PP" 到 GU 的 任意 线性 变换 夺 可 以 用 形 为 《10》 的 一 
组 齐 次 线性 方程 来 描述 . 3:90 X. AATA i mxn ER 
A` laD, EATE EAT ce, xs 的 美 量 二 变换 到 坐标 为 
Joun UE n ET, Xy quos gu 由 (C10) 给 出 。 反 过 来 ,每 
Am xn E A ii pP 2010) 8b x — A SR E TT LFU, 
注意 ，(10) 的 系数 长 方 阵列 并 不 是 (9) 中 出 现 的 矩阵 4， 它 是 
(9) 式 中 行 与 列 对 换 后 的 矩阵 ，(10) 的 系数 构成 的 4x ?mm 矩阵 , "E 
是 从 mxn pE AXE SD Semen, 称 为 和 4 的 转 置 , 并 用 
A RRR, ME 4= (ai 让 的 第 宇 行 第 了 列 元 素 为 wp 那么 矩阵 4 
HRB B-A 是 通过 关系 
b,,—aj, —aj (i1, n; j=l, em) (11) 
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 JÉSUHUEL. BHCHR ES d CLOS HURCRCRUR IER 
bye, — bis 十 bur my, 
55121 — bags + M Dou fos (115 


Omt t bati de but = Yme 
上 述 线 性 变换 公式 涉及 到 全 体 m 数组 的 空间 Pam 和 全 休 n- 数组 
的 空间 五 "， 更 一 般 地 , AUR VOWOREGK LATOEGSACHIRIEGIRUS 
间 , V Emi, 镀 是 % 维 的 ， 当 我 们 选取 玉 的 基底 £i, y Aa AI 
琴 的 基底 yo rs Pa ZI MAERAH E TV >W 可 以 用 外 


EART. BOT CT GR ÉE T= 之 “57; 确定 的 ， 所 以 我 们 说 了 


十 由 对 于 已 知 基底 的 这 些 系 数组 成 的 mx%s d A= (a, 5) 3e xit 
示 ， 这 相当 于 , 在 同 构 ErP (zi m), EHYS a d) 
之 下 ,用 m- 数组 空间 和 n- Aao aAA V ms ja] W. 


zj 题 
1 描述 下 列 各 线性 变换 的 几何 意义 : 
(a) y sag =y 
(b) y =r, z' — a 
(c) y =z x = 
(d) y = ky, x = ket kay; 
(e) y'= hy, x = er. 
2. 考虑 平面 到 自身 的 变换 ， 这 些 变换 是 按 下 面 彼 述 的 方式 把 拇 个 点 忆 
变换 到 与 有 关 的 点 P. 确定 什么 时 使 变换 是 线性 的 ， 并 求 出 它 的 变 接 
方程 . 
l (a) P' EPES BET I Gr. EPH EJ; — hr GERE). 
(b) PUR P (EREISAAEARCS 了 的 直线 上 的 投影 ， 


(e) PEER PARARE OP E, P' 到 0 的 距离 满 是 OP. = 
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4D 把 号 围绕 原点 旋转 30" f8, KAREA T: y Hiiti, 最 后 得 


O PURPOCTR x 二 3 的 反射 
3， 求 一 盾 阵 , 家 示 顶 点 为 (1, 0 和 ( 一 十, 3 js iaa s f yt. 
4， 摘 述 下 州 空间 线性 变换 的 几何 意义 . 


(a) z'—ax, y —by z = ez 
(b) z =0, y =3y, s" = 3i 
(c) T —r-c-24g-52,9 —9,z2 Ea 
(d) z =r- y, yz zx =de. 
5. EXPIAR ERE RS IT AT 
6. RH PABA N ER SP BR BJ ABIRE - 
(a) (, DeO, D, C7 1, Die (3, 25, 
(b) ,OF 05, (0, Die (7 1, 25; 
(€) (G, DrPO, 0, (3, 2i, — 1}; 
(d) (1,0, OF, 2, 1), €0, 1, 00 (3, 1, 15, CO, 0, D) (0, 0, 3). 
7T. V Hg ERIHIS YES TECERR T ZTR. ROES Pi RAR 
最 构成 的 集合 区) 于， BEBHGSO T ZE— A ERIR], 
8. iaf MR TIGBO,10€$/0,1,2,4]8(—1, D2E IQ 1, 0. xum 
T WEHE da 


89.2 矩阵 加 法 


线性 变换 { 上 矩阵 ?的 代数 包含 三 种 运算 : PHARES MEZO PR GERE 
£3 ni, 线性 变换 与 标量 的 乘法 ( 数 习 ), 及 两 个 线性 变换 (矩阵 ) 的 
乘法 我们 现在 定妆 矩阵 的 “ 笑 量 ?运算 , UD PRA BA ms i 
阵 与 标量 的 乘法 . 

两 个 mxn EPE AS (2, 53 B— (bi) it A+B AGB GEAR er 
元 素 相 加 而 得 到 的 , 表示 为 | 

(3,5) + (bi) = Gt bi) (12) 
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这 个 和 遵循 通常 的 交换 律 和 结合 律 ， 因 为 矩阵 的 每 个 元 素 遵 循 这 
两 个 定律 。 在 这 个 加 甘 运 算 之 下 ， 所 有 元 素 为 零 的 mxn EEO 
TES EAR EE, 所 以 
O--A— A--O— A, 3p -— B) m xdg A. 
AB RAE i nis 3 nf DL SD 263 IRL HESIEDA — 1 而 得 到 . 于 是 ， 
TodnhisTELZR,4ABEmxn34BPEE BI DLE, 
REA 与 标量 6 do" SCR eA Je OSEE fee I CREE 
VA cfe, 我 们 可 以 验证 车 通关 量 定 律 : 
1'4=4, c (dA) == (ed) A, 
(c4 d) A— cA dA, c(A4- B) 2cA-- cB. 
定理 3 在 加 法 和 数 素 运算 之 下 , 域 轴 上 的 所 有 moxn 3E p 35 
成 一 个 加 上 的 矢量 空间 . 
任意 矩阵 (ai 可 以 写成 和 SaM 其 中 E 是 一 个 特殊 答 
阵 , 它 的 第 纪行 第 7 列 元 素 为 上 其 余 元 素 都 为 0， 这些 矩阵 至) 是 
£x tEJCOR IA, 所 以 它们 构成 所 有 m x n 矩阵 的 空间 的 一 组 基底 ， 
此 这 个 空间 的 维 数 是 mn. 
存在 相应 的 线性 变换 的 代数 ， 设 TT 和 UU 是 从 笑 量 空间 下 到 和 
若 空 筒 瑟 的 任意 两 个 线性 变换 , 我 们 可 以 通过 
£C cU) - £T EU, V c£ (14) 
AE XESURIT-LU. 31b, HRE eT B ET) =e ET GE 
X. 根据 定义 (1), RETZ THU Ji £2 Pt s 这 因为 
(e£ -F dy) (THU) — (e£ - dq T + (c£ d-d)U 
—c£T + cU - dT --dqU 
—e£ (P +U) &dag(T HU). 
"Ere" Bic 也 是 线性 变换 . 
4 V=", W=, RELOD e (TU) — e, T - e,U. DÀ 
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(13) 


EREM 2 那样 ， 与 钱 件 变换 了 十 5 对 应 的 矩阵 CC 是 与 全 和 相对 
应 的 两 个 矩阵 的 和 .因为 eT) 一 ets, 了 了), 所 以 刚刚 定义 的 线性 
变 横 数 乘 运 算 对 应 于 前 面 定义 的 mox n ABBEDU CES ER, dk DE 
理 2 下面 引进 的 记号 , 这 就 是 
Tass =T +T, 和 和 T. —6T,. (15) 

这 种 新 定义 具有 本 质 的 优越 性 , 就 是 说 , 这 些 定义 与 FF 和 印 中 所 用 
的 坐标 系 无 关 ( 参 看 $7.8). 它们 还 可 以 应 用 到 元 穷 维 矢量 空 酒 . 

最 后 , 应 当 看 出 , 儿 量 空间 六 到 笑 量 空间 仿 的 线性 变换 怡 好 是 
F AFKAST 和 印 都 看 作 是 阿 贝 耳 群 )， 它 们 同样 保持 数 鳞 运 
算 . 由 于 这 个 原因 ， 所 有 从 下 至 证 的 线性 变换 构成 的 矢量 空间 党 
常 记 作 Hom(V, W}, 


习 题 
1， 对 名 8,1 8955]; Ra Dau Sa 计算 28s 十 Ds，258, 一 3D, A Re- 8,2 
5D;. 
2. 证明: (AJd-B)* — dr 十 Br (c4) 7 — c A7. 
3. ERAM. 
4. WEITERHIN: 所 有 线性 变换 TIF-W pka, EDR 
in P0 prx SC B Ani E ds TER x ERE IRL, 


$8.3 iB Er S o 


两 个 线性 变换 外 和 局 的 最 重要 的 结合 是 它们 的 乘积 TU (8i 
8 6.2 那样 , 先 作 用 T, 后 作用 OO, kth, 我 们 只 考虑 矢量 空 
间 玉 到 自身 的 两 个 线性 变换 宇 和 如 的 乘积 ， 那 么 TU 可 以 定义 为 
六 到 自身 的 线性 变换 , 满足 
E(TU) — (GT)U, HF ipii xS E. 
例如 ， 如 果 技 (8) 式 前 切 变 换 之 后 再 作用 一 个 相似 变换 D. 把 
(2, y VEE a^ = 机， 名 = 由， 它们 的 综合 效果 是 把 (z, y) 变 到 
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2" 二 Ex 十 kay —kg. 这 个 乘积 S,D, 仍然 是 线性 的 . 
定理 4 KAERRA RUPEE HR 
证 明 RRE, PTUS E Bep x] £CDU) = EPU. 
HT TRUdSBXiRTES.BIES 
(c£ rdg) TU Z [e (£T) —d(nT) WU 
=e (ETU) Fd(yTU), (16) 
这 个 公式 就 是 说 , TU 也 满足 线性 变换 的 定 浆 条 件 CD. 
这 个 结论 意味 着 ， 对 于 了 和 如 的 两 个 齐 次 线性 方程 组 (10) 可 
以 结合 起 来 产生 对 十 TU 的 齐 次 线性 方程 组 ， 有 具体 地 说 ， 设 对 应 
于 年 阵 44 的 变换 
a! = wa gan, [Hu Uu 
Y'= täy t 62, »" 2.) 


一 (17) 
后 面 有 平面 的 第 二 个 线性 变换 , rn dL C, y RA Ou"), AB 


z" =g b ‘bols b b 
! ^ uty 21 a-( 11 :) (18) 
y" =r bity bans ba Da 
把 人 (177 代 人 (18) ,得 到 结合 后 的 变换 为 
z" = (abi + eada) t+ Cob + aybaay, (19) 


" = (nbi t abet (tabis + toba) y. 

这 个 乘积 变换 的 系数 官 阵 是 由 原来 年 阵 4 和 五 很 据 下 面 重要 法 则 
计算 出 来 ; 

Gp 012 bu bz Gabia b oda Arbis + ba 

C e M "e aub lan) (20) 

这 个 运算 结果 的 第 一 行 第 二 列 元 素 只 包含 44 的 第 一 行 元 素 和 8 的 
第 二 列 元 素 , 等 等 ， 这 种 乘法 法 则 是 个 省 事 的 方法 , 它 避 免 了 由 变 
ERE GR DAIRE mH R HER, 

*PT non ERE, 类 似 的 公式 也 成 立 , 这 是 因为 定理 2 和 定理 4 
指出 , 变换 DL U: FF" 的 乘积 一 定 产 生 一 个 相应 的 矩阵 的 乘积 , 
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我 们 现在 来 计算 对 应 于 了 了 47s MERRE AD, 以 恒 给 出 法 则 
T Ts = Ts ^" (21) 
由 定理 2, eyT,— a8 e;T,— bate 因此 
k 


€; (TaT) = Ce, Ta) Ta = (Dase) Te 一 $ 'asiT,) 
j $ 


= > Gij (D bre) = Prien 
j n * 
其 中 
6,7 P t jb; o a, bye bu ere hub. (22) 
H 


因此 , 为 使 (21) 成 立 , 矩阵 乘积 C= AB 必须 由 (22) 式 来 定义 , 我 们 
采用 这 个 定义 ， 

EN nxnd&l£ Adenxnogm Beide AB yx Hna 
K C, ETAR YR PIE en 由 (22) 式 给 出 . 

两 个 矩阵 的 乘积 也 可 以 用 语言 来 描述 : RR AB ME LIEN 
列 元 素 ca 是 通过 4 MAE à 4349 BISAE k P BR” 而 得 到 ， 行 与 
列 “ 相 滋 ” 的 意思 是 把 它们 相应 的 元 素 相 乘 然后 再 把 结果 相 加 。 

从 怎 阵 乘法 和 变换 乘法 之 冯 的 对 应 关系 (21) 直接 推 出 ， 矩 阵 
乘法 满足 结合 律 ， 用 符号 表示 就 是 

由 (DO = CAB)C. (23) 

这 因为 等 式 两 边 的 矩阵 分 别 对 应 手 变 换 TL UP TU) 0 C747 5) Te. 
但 根据 变换 乘法 的 结合 律 (8 6. 分 , 它们 是 相等 的 

矩阵 乘法 不 仅 满 足 结 合 律 , 而 且 还 满足 对 于 和 矩阵 和 的 分 配 律 ， 
XX [8 28 S CA - B) C. 的 元 素 di. 8 (220 那样 的 公式 给 出 : 


da= 2 Gabios — 2 auta + 2 bon. 
XR dB dis 分 成 AC 的 元 素 gu du BCRA ha 之 和 , 于 是 就 证 明 


了 了 下面 两 个 分 配 律 中 的 第 一 个 ; 
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(A-- B)C— AC -- BC, ACB-F- C) -= AB 4- AC. (24) i 
对 于 与 4 的 “ 数 乘 " 积 , 我 们 也 可 以 验证 下 面 定律 
(LA)B-d(AB) 和 A(dB) —GCAB). (25) 
把 定律 (24) MODR ERRE, 矩阵 乘法 是 双 线 性 的 , 这 是 因 
为 这 些 定律 的 前 一 半 公式 结合 起 来 得 到 (4 -d* A*) B—d (AB) 
-Fd* (A*B).. X Meet, TUBE BASSRALBIAS nxn Asp X ER 
的 矢量 空间 上 的 一 个 线性 变换 XO-XB. (24) 和 (25) 的 另 一 半 公 
式 断 言 , AREE A ce db LER ME d 
与 到 AEREE T: 对 应 的 是 %xn Aae T, 它 的 主 对 角 
线 上 (从 左上 方 到 右 下 方 ) 的 元 素 ei; =1, 而 其 他 元 素 都 是 零 . 这 是 
因为 对 所 有 :一 1,…,%* 有 eTj=z;。 因 为 了 表示 二 等 变换 ， 所 以 
它 具 有 性 质 : 对 每 个 %xn 矩阵 4, 有 了 4 一 4= AT. 
我 们 可 以 把 前 面 的 结论 概括 如 下 : 
定理 5 GX FE Red nxa 5g BF SEX 65 de RR GR CTA 
封闭 的 ,该 素 法 满足 结合 律 ， 具 单位 元 素 ， 并 且 对 于 关 量 加 法 和 
Eck um X A p S 
RT RETR 25 MH, 比如 


( X 0 )«( 0 —1 
0 1AÀ-—1 J= —i 中 

( 0 1M—1 0 -(? 1 

—1 Jl 0 小 - 1 a) 
提示 : 对 于 $6. 1 中 的 正方 形 , 这 些 矩阵 引导 出 什么 样 的 几何 变换 ， 
1 0 
3 0) ex 
示 一 个 在 4 轴 上 的 斜 投 影 ， 不 能 引导 出 一 一 变换 ， 因 而 不 是 觅 上 


的 ;所 以 它 设 有 左 道 元 素 和 右 逆 元 素 付 6.2 的 定理 1)， 关 侯 地 , 消 
去 律 也 不 成 立 , 因为 存在 很 多 零 因子 , 比如 


不 是 所 有 非 零 矩 阵 都 有 乘法 逆 元 过 ， 例 如 矩 mf 
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1 M0 0 ' Ô 2 AN/0 2 0 0 

C Xs jJ 路 (i _ ME o) 
中 等 号 左边 的 矩阵 ， 

公式 人 15) 和 (人 21) 断言 下 面 的 重要 原理 ， 

定理 6 F"GhAD EE AdUE US F LA AE nx nde EAR, 在 定 
J& 2 d ETQOAICTAE) S6 

这 就 暗示 了 ， 定 理 5 rRNA SEES — ege Bk 
际 上 对 任意 矢量 空间 的 线性 变换 也 是 正确 的 ， 这 种 推测 是 容易 验 
证 的 ， 并 且 当 我 们 应 几 于 适当 的 无 穷 维 矢量 空间 时 ， 就 直接 导出 
“运算 微 积 * 的 某 些 形式 . 

例 1 . 设 下 是 由 实 变量 之 的 所 有 函数 组 成 ,了 是 变换 或 “ 算 子 ” 
[f(z)JJ= 了 (zx 十 了 如果 I 是 异 等 变换 ， 则 算 子 A=J 一 了 称 为 
“差分 算 子 ", 它 把 (zw) 变换 到 了 (x 十 1) 一 了 Cw). 算 了 J 和 入 都 是 线 
性 的 ， 这 因为 [ef(z) 4-dg GO 1J = elf T+dLg(w)]JJ， 虽 然 可 
以 应 用 关于 线性 的 定义 , 但 是 我 们 注意 , 在 无 穷 维 空间 中 并 不 能 建 
立 齐 次 线性 方程 组 ， 对 固定 的 a(x), 运算 PC) aC) f Gr) 4,36 8X 
性 的 . 

例 2 微分 算 子 DD 用 于 C7 空间 ，C” 是 由 上 共有 任意 阶 导数 的 
所 有 函数 组 成 ,D 把 ORAS G) BEREE, RIERA 
符号 表示 可 以 写成 e? 一 小 

例 3 对 于 两 个 变量 的 函数 了 (x, pD, 存在 相应 的 线性 算 子 了 。， 
Ja Da Dy So hs. Blu, LfG 1:0 M. f 1, 0, Ls, iD ID:= 
fa Cr, m. 


计算 下 列 各 式 : 
(a) AB, BA, At-- AB— 2B; 
(b) CA-B— D CA— B-- I) — (A-2B) (B-A); 
(c) DB, AC, AD, 
(d) HERRAD, ACD) Ki iE Ss A fg. 
2. S SERE SEP: FILE TAA He CHER $8.1 中 的 记号 ) 方 程 : 


fa) DS, (b SaDa 
(c) B,S,.(0- 45^), (dj BQS,D,(8 307), 
(e) D,8,D,. 


8. PEt EaD = DSa R 518.2 的 记号 )? 
4, RET, JR 88.1 HR 4 GO (= 和 co 四 疡 摘 述 的 变换 《用 年 阵 ) 
计算 下 列 乘 积 : 
(a) PTa (b) T... (c) T,T,T,, 
(d) T,T,, (e) T,T,T,. 
5. EREE C20) 和 定律 (34) 的 第 二 信 公 式 、 . 
6, (0 展开 (4 十 丽 ? 
(b) 证 明 AAt = A245. 
7. ERAEN QO2 uEU SERE Hur S e, 
8. ENAERE EBR AXE, WEE A ARBA TH AH 
R. iX Bl AG: 
9. (a) lx 


c = nm A ty nS 
© PR m. 
~ 

CO > c c c orn 
LÁ. 


= oC m 
~ 

Bm 

il i 
—M 
o o 8 
co c c € 


计算 乘积 BE, BE, BE, PEs, E Es 
(b) B AREE 3x 5 gig, AE, 与 4 有 什么 关系 : 
(0) 描述 一 下 用 EL E, ARER 3X 2 矩阵 所 产生 的 效果 . 
10. TAERE: 对 于 玉 到 它 自 身 的 任意 线性 变换 R, S, T, 有 定律 
RUS+T) = BS+ RY, 
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Gir T= RT 4 ST, 
S(cT) =e (ST). 

*"il. 证明 : 如 果 E, OG, TORÓGdEUSIBDÉHIIEGE SS GAHE kA DRTE 
ED. 3EZ,RGSH-T) — RS - ET Jar, 但 是 GS) T = RT-- ST 一 般 来 说 并 不 
成 立 , BRAE T ERER. l 

12. RAMA RAA 3 B BS AB A, Ca, b, e 不 同 ) a RARE, 

*13. WR: AHAI 的 上 矩阵 总 可 交换 的 每 个 矩阵 可 以 表示 成 形式 

al ToD. i 

14. ig ARER wx» 矩阵 ， 证 明 : 斯 有 同 An E nxa BRERLLS 
36 COD. Tram meos RIZ THAR. 

*15. 证明; d nxan ERE AEEA 

AT" eg APT HE ReLAd e m0, mis 

的 方程 . 

*16.. (a) W A-— (a) E nox m REGER, M lan) 中 最 大 的 -个 . 证明: 
Ar HEREA I A, 共 数 性 不 超过 nM. 


(b) 4E DUC IH ARA Edd RECS, CEARR 


AREE A BU SESEC ER SE e4.) 
在 习题 17--21 中 采用 上 面 鲍 1-3 的 记 叶 ， 
i7. (a) 证 明 避 是 线性 的 . 
(b) 指出 为 什么 =d. 
18， 证 明 : DDy= D,D, - 
*19. (a) 化 简 xD— Dx, xi Ag, AT Atz. 
(b) 化 简 Di — Dixi, 35A — Aia, 
*20. gri dp NY. vem vt'-Dict-5D.o 
syt Vix, gy O72)! — (V9) *g, v? Gt yn) — Gr gm v. 
*2i. JH-— E BEUROP A"= (7 一 D+. 


889.4 WAER- 置换 矩阵 ' 三 角形 矩阵 
一 个 方 阵 D— (di) PR A dE EPA LARIT ESRB 国生 
0; bon EL [O24 D MAETR E 108r ff UA Ze E77 
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HFE. WA AERAR, 仅仅 是 对 角 线 上 相应 的 元 
SUDUHOBUE OU A). Au8 D BHO fh R ER dui WEZ, 
IAR AHERE E= (eiy) (其 中 eu =d) D Bit, xx Sede DE 
CI-EDQWESOF. SEBDASRHIRIDLUEBH 

定理 了 WU nx ÉSTE, do X XOEARARGLE EXE 
WERA, 那么 它们 在 乘 法 之 下 构成 交换 群 . 

AFRE P, 如 昌 它 的 每 一 行 和 每 一 列 都 共有 某 个 元 素 为 L 
其 余 元 素 都 为 零 , SD ARP E Beo n, 

3x3 ETRAREGCUBZ T 它们 是 单位 矩阵 了 和 矩阵 


0 10 (900 0 0 1 
i 0 中 0 中 ( 1 1 
0 0 1 0 10 100 
0 0 1 0 0 
an ( i} 
01 0 10 0 


AARTEEN, MEE P E ARES HY 
当 它 所 对 应 的 ,的 线性 变换 Tp 是 单位 矢量 el，…，e 的 一 个 
置换 ， 因 此 全 体 %xn EERE nA SA n 种 可 能 的 置换 
(8 6. 9) — —xE Ez, 并 且 这 个 对 应 是 一 个 同 构 . 

定理 8 BdbnxnY RAM GAAGEETGRA—AHS, Thn 
AS F E Mp at 3E I5] 4, 

EAI EERE ARBEM ng m XE 
恰 有 一 个 非 堆 元 素 , 则 称 了 LY 是 单项 经 阵 ; 任意 这 样 的 朱 阵 可 以 通过 
把 置换 矩阵 中 的 1 用 任意 非 零 元 素 求 代替 和 而 得 到 ， 例 如 

0 0 5 0 7 0 0 4 
M, ie 0 o) M5 {e 0 3) mà 7 a) (26) 


030 4 0. Q 


—A-Jil& T- Q0 inE- E BE fad P EACE, MU 
fingi Pj WE. 4,0, PR T 29. RU d PR. ARIER S HE 
对 角 线 上 的 元 素 和 主 对 角 钱 下 面 的 元 素 都 是 零 ， 那 么 称 吕 为 严格 
三 角形 给 阵 ， 这 两 种 类 型 的 秆 阵 , 在 4x4 的 情况 下 可 以 示意 地 表 
示 成 


q r s É Ó u v w 
T- 0 u v ow gq 0 0 rz g . (27) 
0 0 æ y 0 00 z 
0 0 0 z 000 Q0 
ZE RARES., db de ORE LNS o WER, 这 里 
I s pron, 


jx Rb n AREE RUE SE TC SHIRE HEU 2E 097; AR, PERE E 
阵 群 的 唯一 方法 ， 任 意 线 性 变换 群 都 可 以 用 相应 的 抢 阵 群 来 表 
示 ， 例 如 ， 正 方形 对 称 群 是 由 线性 变换 组 成 ， 选 取 原 点 在 正方 形 
的 中 心 , * 轴 平 行 于 正方 形 的 一 条 边 ， 如 时 表示 运动 R, R, HH D 
的 方程 是 通过 xz 和 gg 写 出 ( 见 $6.1 中 的 描述 )， 那 么 它们 给 出 的 
变换 具有 上 面 秆 阵 形式 


0 —1 i —i Q 
R> , R= , 
1 Q 0 —1 
1 0 0 1 
H- , D A 
0 —1 1 0 


这 个 群 的 其 他 四 个 元 素 可 以 类 伏地 表示 出 来 ， 8$ 6,4 给 出 的 这 个 
故 的 蒋 法 表 可 以 通过 这 里 相 庶 的 矩阵 相 习 来 计算 ( 试 一 试 !1). ded] 
话说 , 正方 形 对称 群 与 人 个 2x 2 矩阵 组 成 的 娩 同 构 ， 

前 夯 的 例子 表明 , C, nA A 可 以 有 道 AI. EAA I= AA 
=. 这 样 的 矩阵 称 为 非 夺 异 痊 阵 或 可 弟 矩 阵 ; 我 们 将 在 8 8.6 中 
系统 地 研究 它们 - 
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习 题 

L —ẹ nxn 些 阵 4 在 它 的 右 迪 生 上 一 个 对 前 矩阵 D, SUR Ef a 

2. dm D JE fas gs, 并 且 对 角 线 上 的 有 所 有 元 器 都 不 同 , 那么 什么 样 的 
矩阵 4 与 忆 可 变换 ( 何 时 AD DA)? 

3。 证 明 ， 主 对 负 线 上 的 元 素 是 1 的 2x2 三 角形 掉 阵 演示 一 个 切 变 换 . 

4. BARHAN Ef 33 置换 下 洱 与 对 称 群 之 癌 的 同 构 ， 

5. 1S, 是 由 第 主 个 单位 矢量 ev 张 成 的 Pu 的 一 维 子 空间 .有 证明: dE 
奇异 和 矩阵 也是 对 角 矩 阵 当 且 仅 当 它 所 对 应 的 绪 性 变换 Ts 把 每 个 子 空间 5; 映 
射 到 自身 . 

65。 对 于 单项 矩阵 , 作 类 似 于 习题 $ 的 描述 . 

7， (a) 证 明 : 单项 矩 往 于 可 以 唯一 地 表示 成 形式 M-DP, EDE 
非 奇异 对 角 矩 阵 , PERRIER. Gon. 运用 习题 5, 6.) 

(b) PEZH HEE M M M. 写成 形式 DP PD. 
*(e) 列 出 单项 矩阵 群 到 置换 矩阵 群 上 的 同 态 映射 

a WEATER MKE, R CO EREM, M Mo odi, 

9. MERMER, D ER, 证明: 型 -PH HAER. 

10。 设 王 是 置换 矩阵 , 嘱 是 对 角 矩 阵 ， 明 显 地 手 述 变换 PODPIES. 

1l APA EU, PA(SR S A TEZLIBUT AERE DR 

12. AnJRABPE ARSAEA NERO, WA RETIRE, EA EARE 
JOCREEROEA BE, Gu Wi 3x3 MRE 

13. PEE E y a BERE, 

14， 对 于 以 ( 士 1 土 由 为 项 点 的 正方 形 对 称 群 ， 计 算出 表示 对 称 H, D,Y 
的 矩阵 ， 验 证 HD= DF. 

*15， 在 习题 7 中 证 骨 ; 公式 于 = DP 定义 了 一 个 群 同 态 MOP RHE 
的 该. 


88.5 d 75 ERE 


迄今 我 们 只 考虑 了 ?ax2a THIRE, ETERUTT EYE E 2 IER 
的 乘法 , 也 就 是 mxn ABB De ib, 这 里 一 般 假 定 mn. 
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—^ om xn ERE A= aD fI—^* nx r3BBEB — (55), 它们 具 
有 相同 的 #， 它 们 确定 一 个 mxr EREC (EX tS 1109 38 8 4B= 
Cei), 0 的 元 素 为 


一 人 abs, 
i 


这 里 对 了 从 1 到 # 求 和 KAASA HRB, RAH ARRET 
长 度 恰 好 与 至 的 每 列 长 座 一 样 时 , 才能 构成 , 因此 必须 假定 4 的 列 
Een 等 于 如 的 行 数 a beim, m-1,n-2, 7-8, 


Km， ma Tiz 2) 
£j; os da3 
= (aya 十 Eat, 2,015 H 23075, 11015-2653) . 

同上 面 公式 (2D, (22) — Fe, 在 定理 2 的 意义 下 , ERM AB 
对 应 于 线性 变换 Tí F"E UT IF" AF" KRR T Ta, 其 中 四， 

和 Ts 分 别 与 奸 阵 妃 和 BB 相对 应 ， 这 里 我 们 象 通常 那样 用 
(TU) = (£T)U, 3} V rh — E (28) 

来 定义 线性 变换 T:V RW 与 线性 变换 己 : 克 -> 工 的 乘积 ， 

“对 于 方 阵 成 立 的 代数 定律 , 对 于 长 方 矩 阵 也 都 成 立 , 只 要 假定 
这 些 长 方 扎 阵 具有 合适 的 维 数 , 以 保证 所 有 的 屁 法 都 满足 定义 . 例 
An, mxm Sprit Puno n EIRE IL 满足 

Tnd=A= AI, (CHAE mxr ERE). (29 
长 方 矩阵 的 溢 法 同 (24) RI (25) 那样 , 仍然 是 双 线 性 的 ， 结 合 律 是 
A(BO)-(AB)U  (Alkbmxnitik, B 是 
nx ABE, C 是 xs 矩阵 )， (30) 
另外 , uEBDE S IE HERE OK n DE AERE E po B 
5t OD AGER, mox n 矩阵 4 RHEE E nox m 矩阵 4"， 它 的 元 
R oy sap Gal e e j=l, o, m) ERER 4' BUE P 41€ 
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WUBEEABUN i 列 ， 反 之 亦 然 。 我们 把 矩阵 4 按 它 的 小 对 角 线 反 
射 也 可 以 得 到 转 置 矩阵 4"， 为 了 计算 乘积 48=C HEREC, 
我 们 用 公式 


Cir = Chi = Djab = bua = Mb ou. (31) 
` į 了 i 


这 个 结果 从 好 是 乘积 BA 的 (i, L LARE, GEN, 反 序 . ) 这 就 
证 明了 下 面 的 第 一 个 定律 : 
(ABY - B'A,. (A+B)'—A+B', (AY 6n. (32) 
Bib. A Aod 保持 了 和 并 使 乘积 反 序 ， 故 有 了 时 也 称 为 反 自 “ 
HA. AAAY =A, 所 以 这 个 反 自 同 构 称 为 “对 合 * 的 反 自 同 移 . 
金 都 使 用 长 方 和 矩阵 表示 有 几 个 优点 ， 例 如, Fn 数组 的 空 
IR] F" 中 的 矢量 可 以 看 作 正好 是 一 行 的 1 n 矩阵 X, 或 称 为 “ 行 
矩阵 "， 这 允许 我 们 把 (10) 式 所 定义 的 方程 组 Yj 二 Ezxiaij 解释 为 
TIABBEY ETER SABBE A 的 乘积 ， 这 样 ， 线 性 变换 TFI 
F^ 就 可 以 缩写 成 形式 
Y=XA, XEF", YCF", (G3) 
XH. "GE" PeX EE Dx 15BER e ixn (3) EXW 
IRE 我 们 注意 , 虽然 在 方程 X4= 了 中 了 是 一 个 行 撩 量 ， 
但 它 的 元 素 在 表达 式 (10) 中 却 以 单列 的 形式 出 现 ， 因 此 通常 把 虐 
阵 方 程 XA— Y RGRAY SAX", Gk HD Yt A X 都 是 到 
矢量 .改变 记号 后 , 结果 得 到 (11) 形 式 的 方程 BX—Y, Hip B= 
A, X= Gy m) FS (us n) X 30Y S REL S, 
在 处 理 双 线 性 型 和 二 次 型 时 , fr5c EpL Ac RE — x f H. 例 
和 如， 两 个 矢量 的 内 程 aui xy 7.9) [UL EERE X MA 
ABER Y" MJER, 因此 
(X, Y)-XY, XHY ETER, (34) 
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矩阵 4 fn B If Ia PU BUS DESEE EXE A PAIS BME k 
PU A DESI LE, T AB ESRB E SL TES RR, 


AB—(ei, 其 中 e, —A; B'À (35) 
这 里 我 们 使 用 了 记号 
AAWE i11, B'"—BIMNIE EA (36) 


乘积 AB 的 整个 第 了 行 (ei … 00. RT ABI i ABAE 
A, 因此 它 是 A, a BHRR, 类似 地 , AB R58 k PAESI B 95 
SS kb IEK, JHOGO) 的 记号 , 这 些 运算 法 则 就 是 
(AB),—A;B, (ABVP = AB'*, (37) 

iB xr fne B SX DUE AATRE "TELIBAR Ak 
具体 化 , 也 就 是 

AC(BD BO e BU)-(ABU AB? e —ABCU).(38) 

这 些 列 还 可 以 分 组 , 构成 较 天 的 子 罕 阵 ， 比 如 , 65x o JREB RT 
以 看 作 6X 24BBED,—(B'?— B'?)8IGx34BRE D= (B pr? 
BEIFAHRER 6x5 EPE B—(D,. DO. H G8), RERNE 
为 


AQy D) 2 (AD; AD), D, $0 D; Æ n fio AS ER, (39) 
如 果 我 们 把 %*x? ABE BDR nA TB, ns Bu 而 了 = (Qus 
9) 是 行 第 降 , IE ZAR Y B EITEN 
FB= (nbi bus YB d ub) 
=f Cbi, e, Did H rtg s b) 
=g Bit e T YBa 
于 是 乘积 了 B 由 行 了 与 行 B1,…, B, ARRAMAT. DU 如 
AB i35 i fr ITERE AS (ai 7,04) 53 BARREN, 
此 
(AB)—a,B,t:eauB, i=l, e, ie (40) 
于 是 AB fg — 1145 B BUE TT ERUER A, XXI A SCEBIE S 
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过 分 成 * 块 "或 子 矩 阵 相 乘 的 方法 的 特例 ， 概 括 措 述 这 个 方法 的 其 
他 情形 也 是 很 方便 的 . 


bi: 5, 

8n ay LIES! LE | ba 5 b, 

TT n T ————— M - 

Sur Gus | Amati Fma bsi Ut bonas 
AM, AM, IPM |x 


b. Ut b, 


BEREA Bb n XE FIERE M 的 s 列 和 它 后 面子 矩 隆 M, 
H n—s 列 组 成 ， 把 矩阵 吾 的 行 相应 地 分 弄 , 使 得 xr REN 在 
(n—8) xr EBR Na 的 顶 上 ， 关 于 AB- C 的 乘积 公式 分 成 两 个 相 
应 的 部 分 

C= (abit 二 is 十 Gub 1 Finbar) (41) 
第 一 个 括号 中 只 用 了 4 HE M E ER, RBS ER — H 
NI E Pl, 因此 第 一 个 括号 实际 上 是 溢 积 寺 MN 的 第 i 行 第 
k 列 元 素 di. 同样 . (41) 的 第 二 个 括号 是 莱 积 MN: 的 元 素 dL 因 
此 ci —du 1 dT, 这 样 整个 乘积 AB 是 矩阵 和 MN +M Na ik 
就 是 | 


N 
(M, MO )- MN Mon (42) 
2 


XA UAE T BCBEE 05 fr 55 FS 3E BS 2 i, 这 恰好 同 矩 阵 元 素 的 
TEIRA HE MERA 的 行 任意 分 开 ， 同时 把 8 的 列 刀 相应 
BAF, BARAR METRAR, 那么 把 会 式 
(42) 和 法 则 (39) 结 合 起 米 就 得 到 分 块 算 阵 乘法 公式 
Ma Mj Nu Niz 
" MXN x.) 
a 273. 


(n MO (48) 
AMaNSadTMaNSa 有 Wis 十 型 sia 

假定 这 里 的 划分 满足 ; Ma 的 列 数 等 于 Ni 的 行 数 , 运算 法 则 (43) 
Tiri] 88.3 AX (200 XT 2x 2 2HBESEETAII— EE, FUP SEX HR. 
的 元 素 Ms UN; EC EE CABE EAR, 而 不 是 标量 ， 因 此 我 们 得 
出 结论 ， 在 适当 划分 子 块 后 ， 分 抉 矩 隘 乘 法 与 普通 盾 阵 乘 靶 完全 


习 题 
1， 设 
1 0 b 
ei) e612 
(. 7 Y 1 ici 
X-(1,—1 Y-ü0,0. 


(a) ck XA, XB, Y A, YB. 
(b) X34—4B, A (0H B, CX — 1 4Y3G A458). 
(c) $ BA", AB", XAB', BA'Y”. 
2. 证 明 ; A'UEXGREXdBDAGm. ARA XOXCOEXaBQMPE. mi 
XX 是 以 a, — 2,x; 为 元 未 的 年 阵 A 
3. ix 


2 3 0 0 
5 2 0 € 
A= . 
0 0 4 Ù 
0 0 Q Q2! 
1 0o 0 0 0 1 
0 1 Q0 0 I D 
B= ' Cu ， 
1 2 1 Ô 2 0 
3 4 0 l 0 2 


$ AB, BA, AC 和 BC. 
4. We IER xne E, Und rx ncESHS ETHER E—4nxn 


HERMA, [EXER 4 nx iea AREE] ID 3i6 EGER i far? 
*5， 证 只 分 块 本 阵 乘 法 法 则 (437， 
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$8.6 à ip E 

HEAR Et o [BEES £g PE I $t DG R2 SR C — BÀ 
E), RETEA AEREA EREA MORS e IE). 例 
Án, — Bk JL LEE RE I Cc, y) SE TEE EP BEHEERÉGS, y, 2) 1> Ge, ya, 
0), 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 

EX 关 醒 空间 下 到 它 自 身 的 线性 变换 下 d RUERVSY 
上 的 双 射 , M TEARRE, D, 4R TX dp my 

非 奇 措 的 线性 变换 了 是 从 严 到 YY 上 的 双 射 , 它 保 持 加 法 和 “ 数 
乘 " 积 两 种 代数 适 算 , 因此 它 是 矢量 空间 到 它 自身 的 同 构 ， 所 地 
的 非 奇 蜡 线 性 变换 可 以 称 为 入 的 自 同 构 . 

判断 一 个 线性 变换 是 奇异 的 还 是 非 奇异 的 这 一 重要 事实 ， 最 
直接 的 方法 是 使 用 第 七 章 推导 出 的 线性 无 闫 理论, 也 就 是 , 利用 舌 
量 空 间 卫 的 一 组 固定 基底 0, …, as， 让 已 知 的 线性 变换 了 在 这 组 
An. EROS TE, 最 后 判断 无 美 性 . 

ERI 具有 有 限 基 底 ol a BKE REAT 
有 是非 奇 并 的 当 且 仅 当 英 量 T, e, aP EV PREREZ, XT 
是 非 奇 异 的 ， 那 么 于 有 一 个 {双边 ) 线 性 遂 TU, 满足 TT =T T 
—I. 

证 明 HARET EIER, WET, n, eT ZEE 
一 个 线性 关系 Zar; (a, T) — 0, 那么 

Cea t ro) T x T) 4-2 dm (au) = 0. 

[3 79 07 —0, 并且 人 是 一 一 的 ， 这 就 推出 wigi 十 … 十 za 0, 因此 


根据 o. o. os 的 线性 无 关 性 推出 wi 二 … 二 z= 二 0。， 所 以 T, e, 
aT 是 线性 无 关 的 . 
反 过 来 , 假设 矢量 p= 0 线性 无 关 ， 并 呵 亿 一 


下 $6.2 讲 过 的 ETE LAHI ECAA OCT, 
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Fi V AE n Em. 所 以 % 个 线性 无 关 矢 量 B81,…, Bs 是 下 的 一 组 基 
E, REE 1, 他 在 了 的 线性 变换 号 使 得 
BIS=%, DS—o, ^", fS—ao. 

于 是 对 每 个 =1,…,n, ApS Spe AX, …, B. RÀ RE 
底 ， 所 以 根据 定理 1 上 只 存在 一 个 线性 变换 使 得 对 每 个 i 有 
:B= Bi, 于 是 吾 是 恒 等 变换 因此 5ST=I， WEE, HFa C5) 
=p: 8 =t, 并 县 an …, on 是 一 组 基底 ， 所 以 TS—J. 于 是 总 是 下 
的 道 , Em T EER EH, 

Z 29d TERETE, 我 们 可 以 检验 下 的 任意 有 限 
基底 在 了 作用 下 的 象 的 线性 无 关 性 ， 检 验 的 方法 如 87.6 所 用 的 
Jiih— RE. 

Hitl 设 全 是 寡 限 维 关 重 空间 FF 的 线性 变换 ， RATAA 
4p fees, FR ZG) T dp stib LEE: D 由 ET= 和 和 站 在 中 可 推出 
£—0; GDP AAV HV oek; GV)T dE V EM SV E, 4 
ETATER, JR ZU YT ui E GE s EAE iE (ii ) 对 某 个 站 0 
4 £T—0; (ii )T 44 -—-—59; Qv 2T dV X4 51V ej X —R- 
空间 中 . 

证 明 条件 人 已 在 定理 9 中 证 明了 . 再 有 , WRH E+, 
有 ET 一 0， 那么 因为 02 一 和 了 将 不 是 一 一 的 ， 与 非 奇 异 的 定 闵 相 
Z8. KEH GD. GiDnGv) EXE CHU — BEAT. Herk, wE CT 
BARA, 那么 对 下 的 什 意 -一 组 基底 06, n, Wn， 由 定理 9, aT, e, 
cT 线性 相关 ， 因 此 对 茶 一 组 不 爹 为 零 的 scm m.s 有 

ÜU— x40, 4- dM EAT = (x tH e HET = ET. ! 
因为 mcs. os 线性 无 关 ， BREL £0, BLUE AE £760, 有 £T —0, 这 
BAUER T (GO. AA OT —0, 所 以 由 此 推出 于 椒 是 一 一 的 , 因而 证 
8j T GHD, 再 有 , 因为 aT, o, om 了 线性 相关 ,而 FF 是 % 维 的 ,所 以 
它们 张 成 六 的 某 一 真子 空间 , 根据 $7. 4 定理 5 的 推论 2, 这 就 证 
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HB T Gv), 最 后 , 根据 8 6.2 定理 1, 《ii 和 (iv F8] GO JE SE P B. 
证 毕 
注意 , 因为 推论 1 中 列 出 的 条 忻 中 每 一 对 都 是 不 相 容 的 , 所 以 
八 个 条 件 都 是 充分 必要 条 件 ， 例 如 , dn AR (OO EE. MA Gv gt 
不 能 成 立 , 因此 了 不 可 能 是 奇异 的 , 所 以 它 一 定 是 非 奇 异 的 . 
推论 2 如 果 有 限 维 关 量 空间 下 的 两 个 线性 变 撞 的 来 积 TU 是 
BFT, MATEU ADARE A A, Sa T-U ,U-T^, 
UT=I. 
证 明 ”因为 ?= 万 所 以 了 有 右 道 元 素 ， 因 此 由 上 而 的 和) 知 
T 了 是非 奇异 的 , 再 根据 (i 站, TA% TUS WAR T =T TU) = 
(TOTU =U, 如 断言 所 述 , 并 斗 其 他 结论 由 此 得 出 ， 让 毕 
根据 定理 O,F" 的 线性 变换 和 五 上 的 ”xz 些 阵 之 间 在 乘法 之 
下 是 同 构 的 , 所 以 上 述 结 果 可 以 平 推 到 矩阵 上 去 。 我 们 定妆 nx 
矩阵 4 是 非 奇 措 的 当 且 仅 当 在 定理 2 意义 下 它 对 应 于 F^ 的 一 个 
非 奇 异 绕 性 变换 下 否则, 我 们 称 4 是 奇异 的 ， 而 根据 定理 2, 3B 
H T Er 的 单位 矢量 变 到 矩阵 4 的 行 ,因此 定理 9 的 条 件 变 为 
{参看 57.4 定理 6 的 推论 ) 
推论 3 FE E—AnxniEE AGE A 095 B dcus ed 
AAEE X 65, AAT oda o im ae qox, FE" 0) — B XR, 
类 伺 地 , 推论 1 B ARTE GO fu GO E I T EF 
推论 4 -enxe ERARA 5 m Bx 5E Hi Hg PE 
A, 满足 
AA — AAs] (A, A7, I 3$ xm 38 E). — (44) 
如 果 4 AG, UERR EERE AW, 这 因为 对 (C44) 的 两 迪 取 
fH, GD SUITES CA A =A CAT 1 — F, BEA 
(AT = (40) (45) 
于 是 , 如 果 入 是 非 奇 异 的 , 则 AT 也 是 韭 奇异 的 ; 而 且 反 过 来 出 有 类 
» 277 4 


似 结 论 .但 是 和 根据 推论 3,6 是 非 奇 异 的 当 且 仅 当 它 的 行 线性 无 关 . 
xx ed SER Eg 4E A psi. BIJESRAITÉ 
推论 5 -AFER rA S n nodo e PIA, 
如 果 把 推论 2 从 线性 变换 平 推 到 矩阵 上 ,那么 根据 定理 6, 我 
们 得 到 
推论 和 6 每 个 方 阵 的 立 弟 矩阵 又 是 右 弟 矩 阵 - 
in ABE A 和 吾 两 者 都 有 赣 , 那么 它们 的 屠 积 也 有 道 ， 
(AB) T=B A" GEERF) — (49 
这 头 为 LAB) (BTA Y =A (BEYA = ALA AA]. — 
TEAR PERS A T BRANA 2 Bu or £R fe 75 f BL k t 
算 . 如 果 我 们 把 基 矢 量 的 学 标 写 成 
， I,—(1,0,-,05, 
I2= (0,1, 4,0), 


(47) 


I= (0,0, e, D), 
IATE AERE 4= (ap p, 4g — 11 4; PTUS RAE Re R tE 
组 合 
A= aul 
我 们 可 以 试图 求解 这 组 儿 量 方程 , 把 了 看 成 “未 知 矢量 ”, 把 4; 看 
BL nagd A D ERRAN 
Tj;=enAdit rt emds = Scrd,. (48) 
k=l 
根据 (40), KASRAH C — 《00) 满足 04== 了 ,因此 0 一 4 
A^! 的 另 一 种 构造 方法 将 在 8 8.8 中 结 出 ， 
例 RERE 


= 278a 


fioxk, 把 它 的 行 写 成 A = 了 i 十 37 一 21s, As m — Dod SES Avo 21; 
十 Ts， 这 三 个 联 立 方程 组 有 解 

I,—344,4 245-64, 

T= Ait Ajt2Ás 

Ts=2A1- 2454-5 As, 
这 些 线性 组 全 的 所 有 系数 cx ARARE BAR AETA 


证 
3 2 6 1 2 —2 100 
225 0 -2 1 00 1 


及 无穷 维尔 量 空间 下 到 第 一 个 无 穷 维 秋 量 空间 环 《在 同一 个 
域 上 ) 的 线性 变换 可 以 是 一 一 的 , 但 不 是 映 上 , 反 过 来 也 是 一 样 .对 
于 无 穷 维 矢量 空间 到 它 白 身 的 线性 变换 ， 上 述 结论 同样 正确 ， 俩 
如 , 无 限 实 数 序列 的 空间 上 的 线性 变换 (x1, ima, ms, t) 00 (0, Er, 22, 
za 7) RE — I9, FELIS AERE E, 因此 有 很 多 (线性 ) 右 道 元 素 但 没有 
AAT. l 

查 是 ， 线 性 变换 的 双边 逆 如 果 存 在 ， 那 么 即使 是 无 穷 维 空 
间 , 这 个 道 也 一 定 是 线性 的 ， 

定理 10 Ge XAdRGRdA TOV W GV ORIW bà E, HE 
A'E ehit s ARP ES, 

证 明 设 交 是 全 的 唯一 的 首 变 换 , 是 由 琴 到 了 上 的 变换 , 设 有 
REYER, EWPRRE £ M n diir eA d AA yT 
是 伍 的 恒 等 变 换 , m ELT ERER, 所 以 

(65 tdi y T —cÉEdg—c(6pT) -d(ny T) 
=[e tp) od Gy) 1T. 
FARLAR p, HA Ty 也 是 便 等 变换 , 所 以 我 们 得 到 
(e dg) = esp) td Gn), (49) 
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这 个 方程 表明 多 是 线性 的 ， 证 毕 
1E 87.8 Da3€ LZ P. VAW Ei 2x H t EAT VW 
一 个 同 构 , | 

推论 1 VEWSRAETIIVF*bEE-—mBXXXYoGo cca 
gk Ap W 55 —n X, X XE, GP Bde AV tdt —ib XE fr n, 
B, ak M BL RLW aS — da x €. 

WEBB ”如果 am 了 aT Zr BERERGE ER EORR 

a, (9, T) 4- - 4-0, (a, T) —0, 
则 我 们 可 用 TUO! AREA RA xag etm, Beza. 
=g, = 0, PILA o T, ^e aT 线性 无 关 ， 后 一 半 的 证 明 类 似 ， 

XPTdEX€sePR TIV— W, VATAR SETTA gE 
A S= GSYT OE SL S "BUR Aci E ig dE AA LET HRA. ox 
个 象 总 是 全 的 子 空 间 ， 国 为 全 中 矢量 ET nT 的 每 个 线性 组 全 
ID xd (9T) = (c£ td) T (5dk S' 中 ， 

Jib 9 T Eas T:IV—W,.V Atere ASAT 
"F8 $55 3R CIS S A9 4E RE — HS TE, 人 把 直线 映射 到 直线 ,把 平 
面 映 射 到 平面 . 

习 
1， 求 出 $ 8.3 习题 1 中 矩阵 A, B, C, D Wi, 


b 
2. (a) WEM: 4=( MILLE ad — bes. 
d —b 
(b) 证 明 : 如 果 44 是 非 奇异 的 ， 那 么 它 的 逆 是 A D) .这 

里 A=ud—te, 

3， 求 出 $8.1 中 线性 变换 Es, D. S, fir, 

4. XH 88.12] 4 rh iex de da fa ad 

5. (a) 2 0 —46', 计算 变换 RUR OL 8 8. 17 对 应 的 矩阵 , 3x HEU RE 
变换 r = ba, y =y. 
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(b) düikik-T Edu LAE S, 
(c) 对 变换 Ri SRi 0—457), CCa) fa (b). 
WES]; iB GE Ata A-CI-O,3D2..4 C 存 存 ， 并 且 和 车 于 7 了 一 4. 
求 出 $8.3 2481 9 BARRE E, E A E Bo. 
Xu $3.5 218b 3B ERE ABA, dim: Aae.) 
(a) iH 2x 2 — FRE Ss s if p PEL RE XC 
(b) 5518 33x 3 — fEÉ APER UR EIPERADAS, GER: 用 三 人 角形 北 
短 阵 试 一 试 , ) 
(c) 证 明 : 对 角 绪 上 的 元 素 不 为 零 的 每 个 三 角形 和 矩 陈 的 有 -~… 个 志 角 
XE B i dp e. 
10, Em A, B, A , B 7, C, RH FIERA, 


e(19) ol oG 
0 B o B C B 

1l. 证明: WAIARI nox n BO T ABBIA ECT, 

12. WEB]: 如 果 方 阵 的 乘积 4B ERRE, 3024 它 的 两 个 因子 二 和 五 
也 是 非 奇异 的 . 

*13， 不 用 线性 变换 来 证 明 , 矩阵 AUG ZEB DE EL DUS A Br ERE ES, 

14 证 明定 班 10 的 推论 2 ， 

15， 列 出 一 个 序列 (zu sara OARRA EA S EREE, EBETi 
一 一 的 ， 

*16. 证明 : 如 果 线 性 变换 下 :一 市 HAEE, 那么 它 的 布道 元 素 也 是 
线性 的 (没有 假定 是 有 限 维 的 ). 

$8.7 秩 与 零度 


在 一 般 情况 下 ( 见 $ 6.2)， 每 个 变换 (函数 )7:5S>51， VASOS 
XE XE. UL. 为 取 值 域 ，T 的 值 域 是 变换 式 的 集合 ( 即 定义 域 在 他 
之 下 的 象 ). 

MT AE RLV. $4 5 — ^ RE IBLW Bro PESE FM, V Rude 
(所 有 ET WEAR BEAEW EHESAECT Hr. 

引 理 1 S p kd TIVA W 99 R 4H -TREENI 
是 是 的 子 空 间 )， 


P 名车 多 
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证 明 AA eln — (5) T, ET -nT — (8 十 埠 T， 所 以 变换 式 
的 集合 在 入 明 加 法 和 数 乘 返 算 之 下 是 封闭 的 . 

3]: 2. i T, ARE ECT mon «ERA 85 LIE ER, RAT 
& X A iru d, 

证 明 Ei TFF E E RARE XS (a, o Ca) e 
BERI F" Hig Y XA, MA T 的 象 是 由 所 有 形 为 

Y=XA=( ran, m T titin) = on (a4, ***, Giu) 
fF) n- 数组 构成 ， 这 恰好 就 是 生 的 行 4 = (2, 7, a2 P 48 TER T 
线性 组 合 。 TET, BERE HS A f Pr AC M DESEE ER. ERU 
的 集合 ， 正 如 87.5 中 所 定义 的 , 这 就 是 4 的 行 空间 ， 

7.6 中 我 们 已 经 定义 矩阵 4 的 秩 为 4 的 行 空 间 的 《线性 ) HE 
数 ， 因 此 它 也 是 了 , 的 值 域 的 维 数 。 更 一 般 地 , 任意 线性 变换 色 的 
秩 定义 为 了 的 象 的 维 数 ( 有 限 或 无 限 ). 

因为 由 m 个 已 知 笑 量 张 成 的 子 空间 的 维 数 竺 于 这 个 子 空间 中 
线性 无 关 人 多量 的 最 大 个 数 ， 所 以 4 的 秩 也 等 于 4 的 线性 无 革 行 矢 
重 的 最 大 个 数 ， 由 于 这 个 理由 ，4 按 圭 面 定义 的 秩 常 常 称 为 4 的 
fr, EP SITE PLE, 齐 铁 是 4 的 线性 无 关 列 矢量 的 最 天 个 数 . 

同和 什 阵 的 行 空间 或 者 线性 变换 的 值 威 格 念 成 对 侦 的 是 它 的 零 
空间 概念 . 

定义 ”线性 变换 针 的 零 空间 是 使 得 E 人 TP 一 0 的 所 有 关 量 上 的 集 
d$. 矩阵 A EE S6 IN Hy Gg XA-O 的 所 有 行 炬 
BOX M E. 

引 理 3 dE GRECE RR CALI PE) Ph E E up AU Bh E OX 68 — 
ACE B]. 

证 明 如 果 ÉT—O R nr=, MAE e Rd, 有 

Ced E do)T =e (EP) dT) =0+0=0, 

因此 c£ rdn 在 零 空 间 中 , BRULSE ex RES — T iR]. 证 毕 
2825 


CAPE A 或 线性 变换 了 的 零 空 间 的 维 数 称 为 4 或 也 的 堆 
度 (nulity), 零度 和 秩 的 关系 注 足 一 个 对 于 矩阵 和 线性 变换 都 成 
站 的 菇 本 方程 。 因 为 矩阵 和 线性 变换 之 间 存 在 对 应 关系 ， 我 们 只 
须 对 一 种 情况 给 出 证 明 . 

定理 41 .次 与 震 度 之 和 等 于 定义 域 的 维 数 , 

比如 , 对 于 m x n ERE, Cr) ds CD EE POST. m. 

证 明 AU TEX HEAR S 4BZCDAPRIBDNGH 86x 
上 成 的 基底 3;…; ae 可 以 把 它 扩充 成 了 的 整个 定义 域 的 基底 …， 
9, B, cs Bs HAET aT —0, 所 以 BLT,…, BAT SKIRT 898, 
此 外, 由 n CB T) Ex (BT) O0 HEB muB nne bn BL EN IB, 
BrEAa.—-—3x,—0. DEAE BST. BT REER, HHR RR 
的 基底 ， 我 们 得 出 结论 : T Bu XDNADOENE md NOSHE ES 5S R 
的 维 数 7 了 之 和 ; m= 二 8 十 ?7， 这 就 是 我 们 闯 证 的 . 

X312 -AREA TEF 是 非 奇 异 的 克 分 必要 条 件 
是 下 面条 件 之 一 ; 

(8) TW A Xn (00 Tx. 

证 明 Ata RH, Te F^ EAE É Er: TR PE(O) R, 
£T —0 ufi £—0 YE F^ rp, 这样, 定理 12 正好 重新 叙述 了 定理 
9 的 推论 1 中 的 条 件 tiv) 和 (ii). 


习 题 
1， 求 出 $8.1 习题 1020 o (00, 习题 4(a)，(b) 中 所 给 出 的 线性 变换 的 
值 域 , 零 空 间 , 秩 以 及 零度 ， . 
2， 构 车 一 个 由 R^ 到 它 自 身 的 线性 变换 ， 使 得 它 的 伪 域 由 和 关 量 4], 3, 2) 
和 (3, —1, DIKE. 


3. 构造 一 个 由 R 到 它 自 身 移 线性 变换 ， 使 得 它 的 零 空 间 由 和 拓 明 (1,2， 
3, 4) T2, 2, 4, 3E RE, 
4. 证明: 乘积 AB ff fr RURSUS BERB SE A IIR, 
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5. WEBH: ME nxn EREA BJERRE, 36204 4E nxa BE B, AREE 
AB, B A BARAH AH [a] p eh. 
6。 证 明 : rank( A+ B) &rank( A) + rank (8). 


d 0 
7. da C An ALB Oa E, P ML 


$8.8 初等 矩阵 

在 $7.5 中 我 们 引进 作用 在 矩阵 4. 上 的 初等 行 运算 , 它们 可 

以 解释 为 用 适当 的 矩阵 左 乘 矩 阵 4， 例 如 , ABER OPE TI HE 

以 用 一 个 矩阵 左 寺 这 个 矩阵 来 实现 ， 秉 上 的 这 个 矩阵 是 把 单位 算 
EE IB fT PRISES, (iin. 


( 0 3! 0; 0; 4 0-a,-- 1-5, v ra) 
1 0 b, b,/ X l-aj+0b, l-a; b 0-5, 
-( b, ba 
i G Gp " 


为 了 把 矩阵 的 第 二 行 加 到 第 一 行 上 去 或 者 把 第 一 行 乘 以 标量 e, 只 
顷 对 答 阵 前 面 的 单位 矩阵 因 半 人 散 同 样 的 运算 ， | 


( 1 1 Y Gi sn t +È n) 
Ü 1 b, ba E b, b, ' 
( X SMS ^) 
0 c b, ba) Neb, chf 
Xm xn EPER TEE, 类 似 的 结果 也 成 立 , HIE eam 4138 
TERIS Ze SIE RIT Ro n A ABB. 
EX cpmnoon RE Boe I Mk da p iR CPC E i 
E dt mxm ig el, 


TE 3X ORBE, 它们 的 样本 是 
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100 0 1000 i08 0 
0.00 1 0 100 d 10 0 
, ; : (50) 
0 0 1 O0 0 03 0 0 01 0 
0 10 0 00 0 1 0 0 0 1 
Hy I--2Eg Id dE, 


一 般 , 设 I, Ao mxm RODrA p I 8925 b 43, BE ZA dO T isi f 
与 第 2 行 豆 换 , 得 到 初等 置换 矩阵 H = (5), 它 的 各 行 H.E 
H=; H;—l, H,—-I, (Fti,)). (51) 
类 似 地 , I BUE P 33€ E—" TER IE e, RRE M, mn] 
M, 是 
M,—clH,(esE0), — M, ID. (2) 
如 果 召 5 如 前 所 述 , 是 一 个 只 在 第 i 行 第 j 列 上 有 一 个 元 崇 1, 其 他 
所 有 元 素 都 为 0 的 矩阵 , MAREM M =I + (6—1)E,;. 
最 后 ， 把 了 的 第 i 行 对 上 4 后 加 到 第 y 行 上 去 ， 得 到 初等 矩阵 
F-—I-FdE;,,'EB)AÍ;PF,.R 
F;-I;tdi;, —F,—lH(kmj). (53) 
定理 13 mxr AH Aa Ea, 相当 于 对 
EAER- TME mxm 初等 矩阵 也. 
通过 直接 计算 乘积 百 4, 我 们 可 以 容易 地 得 到 定理 的 证 明 ， 例 
如 ， 考 虚 把 4 的 第 i 行 加 到 和 4 的 第 j 行 上 去 的 初等 行 运算 ， 相 应 
的 初等 类 降下 的 各 行 F, 由 (53) 给 出 , EBLFA 的 每 一 行 总 是 由 第 
一 个 因子 的 各 行 按 公 式 (37) 求 出 , 所 以 
(FA),  FjA— (0,+INA=IAt+I;A= (4) ;+ (7 A), 
QA,-F,A-LA-GA. — GERD. 
这 些 方程 表明 ，4 的 各 行 是 把 14 二 4 的 第 i 行 加 到 第 j} 行 上 得 
到 的 . 换 句 话说 , 这 里 所 讨论 的 初等 行 运算 把 4 2G FA, 正如 定 
ER 13 所 断言 的 . 
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推论 1 每 个 初等 短 阵 及 是 非 奇 异 的 ， 

证 明 召 是 失 工 通过 某 些 行 运算 得 到 的 。 这些 运 算 的 反 这 算 
对 应 着 其 个 初等 失 阵 E*, Jd Een] m4 J. 根据 定理 13, GEE 
变 为 如 * 召 所 以 E*E — T, AT Et Zi Af E*, 所 以 是 非 奇 异 的 . 

fiib 2 ekat mxn dE AO BAG Y Hs, SEA B= 
PA, € PXdpéGEH. | 

这 因为 , LIEGE BE 13 有 , B5 EE, E.A, Xdgt E, 都 是 
初等 矩阵 , 所 以 是 非 奇 异 的 . 

初等 行 运算 和 用 初等 矩阵 堪 鳞 这 两 种 运算 之 间 的 等 价 尾 对 高 
斯 消去 法 给 出 另 一 个 有 用 的 解释 ， 在 通常 情况 下 ， 最 后 在 主 对 角 
线 上 设 有 出 现 去 , 在 这 种 情况 下 ,一 方面 系数 矩阵 4 被 化 成 上 三 角 
EERU (这 是 显然 的 另 一 方面 , 因为 从 后 面 的 行 减 去 第 d FEBR 
倍数 的 运算 相当 于 玫 一 个 下 三 角形 矩阵 h Z3, 所 以 我 们 有 


U= L, L,e l A= LA, sein D. 


XB L—LQ, Sep ÉRIÍFOUMGE, BtAX-BODRPUX- 
LB, ZE U=LA. 因此 我 们 可 以 写成 A-L U, 这 里 7! 也 是 下 
三 角形 盾 阵 而 VV 是 上 三 角形 矩阵 , 这 称 为 4 的 “ZU 分 解 ”. 
AREA Ro it aT UA FH 055 5B DE SE EE TE, 设 和 4 是 任意 非 奇异 方 阵 , 根 
Wi $7.6 x£ ER 9 的 推论 3, 可 以 通过 初等 行 运算 把 4 (COS RU ERE 
I. 因此 根据 定理 13, 对 适当 的 初等 得 阵 至, …, E, 我 们 有 
EE, eE A=. 
Xr ERES AU ASUGURE A, 那么 有 
E,E,- S eE- A". (54) 
S CICXB BS SREE FERRO WEE, «e, E, 作用 到 单位 矩阵 了 上 
而 得 到 的 结果 ， 这 就 证 明了 
定理 14 各 果 一 个 方 阵 甩 通过 一 系列 行 运 算 化 为 单位 矩阵 
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I, AH AAdeik B) — &7|/ 5 X TEL EL XE dog PE TL, dCH de EA 
idi e E, 

iX JécoR GB PER — 1r TURCIS, 给 定 任意 矩阵 4, 通过 有 限 次 
TUUS ER BT A IE SBIE, dee 4 rb SE RRABEE, 后 
一 种 情况 4 证 有 道 ， 对 于 天 于 3x3 的 矩阵 4, 这 种 方法 比 起 用 行 
列 式 理论 求 着 4 1( 参 看 第 十 章 ) 更 为 有 效 ， 

附带 说 一 下 ， 任 意 非 奇异 矩阵 产 是 另 一 非 毒 异 矩 阵 的 赣 
(P771 因此 ， 象 (54) 中 表示 的 那样 , P 可 写成 初等 矩阵 的 小 可. 
这 同 定好 13 的 推论 1 结 人 台 起 来 得 出 下 面 结果 . 

定理 15 方 阵 卫 是 非 奇 出 的 当 且 仅 当 它 可 以 表示 成 初等 拭 
阵 的 来 积 

P-—E,E, VE, (55) 
推论 1 BA mxn Ae B ARAS UE SaR SB PA, 
其 中 五 是 某 一 非 奇 异 拒 阵 ， 

H B '3 ATISEUTML BH DOR B—E,E, ve BA Rp E, -Ea 
都 是 初等 矩阵 { 定 理 13)， 再 根据 定理 15, 这 相当 于 B=P4, 寺中 
P EJER HM, 

定理 15 在 二 维 情形 下 有 简单 的 几何 解释 ，2x2 初等 给 阵 只 
有 下 面 儿 种 


ua-( ° ) n-(1 ur ( r) 

10/7" 01/7 > Noe” 
/10 fld 

Fa-( 3 1 ) r=( a} 


相对 应 的 线性 变换 , 如 8 8.1 中 给 出 的 那样 , 是 

He 是 对 于 过 原点 , 与 4 轴 成 45” 角 的 直线 的 平面 反射 . 

MQc0) 是 平行 于 5 轴 或 # 轴 的 压缩 (或 促 长 ). 

M(e-0) 是 先 压 缩 (或 伸 长 ), FRUEBDMET xix y 轴 进 行 
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反射 . 

Fg Ace 45-495) 36 

这 就 得 到 

dit 2 平西 上 任意 非 奇 异 齐 次 版 性 变换 可 以 表示 成 切 变 
换 ,一 维 压 缩 ( 或 促 长 ) 爱 反射 的 来 积 , 

这 一 基本 的 几何 结论 是 通过 惩 阵 进 行 代数 论证 而 得 到 的 .对 
于 三 维 或 高 维 空间 可 以 得 出 类 但 的 结果 ， 

矩阵 的 初等 行 运算 只 包含 已 知 域 瑟 内 的 运算 ， 如 果 从 阵 4 的 
元 素 都 是 有 理 数 , 而 所 考虑 的 域 是 实数 域 , 那么 初等 运 第 可 以 同上 只 
包含 有 理 数 的 域 一 样 进行 ， 在 这 两 个 域 中 ， 我 们 得 到 相 局 的 梯形 
矩阵 , 因此 线性 无 关 的 行 的 个 数 相 同 . 

定理 16 4X ULP Lobbip A B PEOR LEES T — Sab Fa 
Ap 天 ,那么 和 4 相对 于 城下 的 秩 辐 有 4 相对 于 域 的 秩 一 样 ， 

行 的 等 价 运算 恰好 可 用 来 解 联 立 线性 方程 组 (8 2.3 有 | 
$ 7.5)， 为 本 描 述 它 们 之 间 的 联系 ， 我 们 考虑 % 个 未 知 数 e e 
zn Ami Jj fe 


Piagxj-b, G =l, e m j=l, e,n). 
3 


未 知 数 的 全 体系 数 构 成 mox n ERE A= (0.5. mde SEE ba, rei b, 
Tuv de D. FETARE RECAS AX =B, iepr 
RARD SIE CEITA E Smr e ARR. 常数 列 矢 量 
B' AR C BEC, A ARER A HEU Xm x (QD EREA B7), 这 
nk A TEL; SEHR) NEC B ES xpBI ERUNT 进行 的 运算 ， 
对 应 于 把 已 知 占 程 组 化 为 等 价 方程 组 的 运算, 所 以 , 如 果 两 个 方程 
组 AX =B 和 A*X'—B** d HE FP dp EE E (TE IE B9, 那么 这 两 个 方 
程 组 有 相同 的 解 羡 "。 


2 


J 8 
i $8.3 21] 9 (a). 中 列 出 的 和 矩阵, cR PUE TE IBS ETE UE RETE ABRE, 
2. (a) SU BUR RERERS 3x 8 EIE ABES, 
(b) iE déc ET TE AB O51) 0 (580 I) mox m E Rs PI 
3， 和 分 别 求 出 正文 中 列 出 的 4X4 RERE Hus Po2ES, THAE, 的 道 ， 
4. 通过 对 定 班 15 下 面 的 五 个 矩阵 直接 进行 计算 ， 征 组 2x2 Et E 
下 的 定理 13, 
5. RHEE 


1 0 3 0 1 2 
(: 4 i 0 ^ Jos. 
i 3 ü 1 yl ü 


6. EFAA EERTE RAT ERER: 


( ($ 65 b (i 7 
2 (, D) w(i 7 


(c) 习题 5 的 第 一 个 矩阵 ， 
7， 把 变换 z —22—5g9, y — 一 3 十 # 表示 成 切 变换 ,一 维 压 缩 及 反射 的 
IR. 
*8, HZR RRE EAE 15 的 推论 2 站 类 似 的 命题 ， 用 $7.5 
习题 3 改进 你 的 结果 . 
9， 证 明 : ER 2x2 ETE RER RT ERE o HERE 


(1 2) C Da 1) (eto ERRED 
1 of X0 1 o ai/ 777. UT 


的 乘积 ， 这 个 结果 的 几何 意义 是 什么 ? 

10. 证明: 逢 阵 彝 积 的 物 决 不 能 超过 它 的 因子 中 任何 一 个 的 秩 . 

ll. BEBE. 线性 方程 组 A=B HA S ADE pE A 的 特色 于 增 
广 矩阵 (4 BORE, 

12， 设 韭 者 次 线性 方程 组 4AX"= B WREDA =A, EB: DUE 
MEDAR XT 可 以 表示 成 Xo X LEY 其 中 Y* 是 齐 次 线性 方程 组 AY = 
0 的 解 ， 反 之 亦 然 

13， 证 明 ;， 如 时 系数 在 起 也 中 的 线性 方程 组 在 中 没有 解 ， 却 么 它 在 作 
意 比 了 大 的 域 中 也 没有 解 
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88.9 等 价 与 标准 型 


类 似 于 初等 行 运算 的 运算 也 可 以 作用 到 筷 阵 的 列 上 ， 于 是 作 
用 到 mx n 矩阵 4 上 的 初等 列 运算 是 指 下 面 运 算 中 的 任何 一 种 : 
(DA 的 任意 两 列 互 换 ; CH) 任意 一 列 乘 以 一 个 非 零 标 量 ; (ii 某 一 
列 的 任意 倍数 加 到 另 一 列 上 . 

如 果 用 转 置 矩阵 A 代 禁 矩阵 A, 可 以 把 初等 列 运算 变 成 初等 
行 运算 , 反之 亦 然 。 特别 是 , 4 可 以 通过 一 系列 若 等 列 运算 变换 成 
五 当 且 仅 当 4 可 以 通过 一 系列 初等 行 运算 变换 成 下. 根据 定理 15 
的 推论 1， 这 就 意味 着 五 一 P4: 或 者 B= {8")'== (PA) = 4AP'= 
AQ, 其 中 @ = 已 :是非 奇 异 第 阵 、 反 过 来 , B— AQ, 这 里 非 奇 异 矩 阵 
信使 得 中 与 4 列 等 价 ， 因 此 ， 列 运算 作用 到 惩 阵 上 等 价 于 用 惠 奇 
5E EG SR 5B BE, 同 每 个 初等 列 运 算 和 对 应 的 右 乘 因子 , 可 以 
通过 把 这 个 初等 列 运 算 作 用 到 单位 矩阵 上 来 求 出 ， 差 不 多 和 定理 
13 一 样 ， 

初等 列 运算 与 初等 行 运算 可 以 一 起 使 用 ， 我 们 可 以 定义 两 个 
向 关中 年 阵 4 和 至 等 价 当 且 仅 当权 通 过 一 系列 初等 行 运算 和 初等 
列 运 算 变 换 成 B, 于 是 我 们 得 到 下 面 结果 . 

定理 1 35 mox GE IE A 5 B SS R dx ob x iE GS mx 
m 3E d igBE Pd nsn kyi, A B-PAQ. 

联合 使 用 初等 行 运算 和 初等 列 运算 ， 我 们 可 以 把 矩阵 化 成 非 
常 简单 的 宗 准 型 ( 见 $ 9.5). 

定理 18 mxn tA iTA, Spa 
A ck CETA E iT Fla SG oO Xdd, da 
症 对 角 线 上 所 有 的 1 在 队 有 的 0 前面 
”显然 ,如 果 7 是 万 中 非 党 元 素 的 个 数 , ARS rom, ran 那么 
D-— D, 8 EA RZR UR 23 MERE 
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Dh onu) (95) 
其 中 也 Œ r xr BAERE, 0,,; 表示 doc) EIE, 
通过 对 4 的 行 数 吉 使 用 归纳 法 ， 米 证 明 这 个 定理 ， 如 果 4 的 
所 有 元 未 都 是 零 ， 那 就 无 顷 证 明 ， 若 不 然 ， 通 过 行 置 换 与 列 置换 ， 
我 们 可 以 把 某 个 非 尝 元 素 e 移 到 au 的 位 置 . HUS H3 Ec. 
o, 位 置 的 元 素 就 化 为 1， 再 分 别 把 第 一 行 滁 上 适当 的 倍数 加 到 
其 他 各 行 中 ， 可 以 把 第 一 列 的 其 他 元 烷 都 化 为 堆 ， 用 同样 的 方法 
可 以 把 第 一 行 的 其 他 元 素 化 为 零 ， 于 是 矩阵 4 就 化 为 下 面 形 式 的 
等 价 矩 阵 : 


s-(o c) € 是 (mw 一直 xa- — (5D 


TR ORE EE C HRS ELE C BUE, 就 证 明了 这 个 定理 , 

定理 19 等 价 给 阵 具有 相同 的 秩 ， 

证 明 ”我们 已 经 知道 (8 7.5 定理 7), 行 等 价 和 矩阵 具有 相同 的 
FRR AMAG HARIR. BERIA AERA rE A M 
B—AQ(Q &d4Ezi RERO HLA ADM, PUB. 根据 定理 11, 如 果 
A 和 召 具 有 相同 的 零度 , WERE, 当 4 和 B 有 相同 的 零 空 
间 时 , 它们 一 定 具有 相同 的 零度 ， 事实 上， 由 了 4 一 口 显 然 可 推出 
XB-—-XAQ—OQ-—-O; hib, di XB—O Hiti XA =XAQQ = 
XBQ^—0Q^7 —O, 这 就 是 说 , 列 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 零 空 间 . 

推论 1 —^mxniHATE—AAAGS—ATS» (6) 的 对 
fis iE GIA P n 由 对 角 贱 上 的 工 的 个 数 了 来 确定 . 

推论 2 等 价 矩 阵 具 有 相同 的 列 秩 . 

证 明 HEREA UAE CA 的 线性 无 英 列 矢量 的 最 大 个 数 ) 等 于 
A MRT ER A MITE. [HIE AR B OE PEE IR n dO Bn 的 
等 价 性 ， 概 据 定理 19，4' 和 B' 具有 Hif BIA Aq BG: 


221" 


AH Ie] (f) PER 

标准 型 人 6) 中 惩 阵 的 秩 同 列 秩 一 样 ; 根据 等 价 性 ， 秩 是 不 变 
的 , 所 以 我 们 导出 

推论 3 给 阵 的 ( 行 ) 牧 总 等 于 它 的 列 秩 . 

推论 4 两 个 压 xnw 产 隆 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 县 有 相同 
的 秩 . 

如 果 两 个 矩阵 等 价 ， 则 它们 有 具 奉 相同 的 秩 ( 定 理 190; 如 果 两 
个 矩阵 有 相 河 的 秩 , 则 两 个 矩阵 都 等 价 于 同一 个 标准 型 D( 推 论 1)， 
困 些 它们 和 后 此 等 价 ， 

推论 5 nxniBM AXGEd 5 ndxci5*gdgbIY 
价 ， 

这 基因 为 , 由 推论 4 A 等 价 于 了 当 且 仅 当 44 的 鞭 等 于 n; 再 由 
定理 12，4 的 秩 等 干 % 当 且 仅 当 妇 是 非 奇 异 的 、 故 推论 5 得 证 . 


3 题 
1. 通过 计算 下 列 重 阵 的 行 牧 和 列 著 验证 定理 19 的 推论 3: 
(a) 87.6 2] Ei 1 B s Fr, 
(b) $7.6 习题 7(a fü 7(bO hf. 

2. XH$7.6 习 是 2 的 每 个 矩阵 , 求 出 等 价 的 对 角 抢 阵 . 

3. 对 $7.6 习题 7 的 矩阵 , GEL SED A 9E P AER. 

4. EDT JÉmiHSOHTSIBDV jn t^ REXEQW ERES, N Er 
TE uerba 使 得 全 的 方程 取 成 形式 yo—x—1,.D. y;-0 
(j—r-l1, n). 

5. (a) — IERS ERES BUS cum A ag. 

(b? f(a) IER: dka AER H E e AE WAGE. 
*6， 证 明 : 如 果 nxn EREA 和 五 的 获 分 别 为 > 和 =s ,那么 ABERI 
于 5 十 引 一 由 (HET: PH A ÉS EAN, 》 
*7. (a) 证 明 零 度 的 西 尔 维 斯 特 9ylvestem 定律 : SEL 4B 的 零度 决 不 
超过 这 郴 个 国 子 的 零 认 之 和 , 并 卫 洪 不 少 于 有 4 的 零度 ， 如 果 44 是 方 阵 , 则 AB 
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的 零度 至 少 符 于 号 的 零 紫 ， 
(b) 给 出 例子 说 明 乘 锋 AD RET GAE HET A HA DL 

3， 证 明 : XPARBDGUXARCRCOUCERS RE exon EGER JE EID EAR 
P-TU'WopTRUBSGE HAM. 

9. WEB: 一 个 mx ERE A RRES E 2ELDUS ES EDU RGR RR DR 
A- BC, Jp B E mxldBEE,O E 1xniERH. 

10. EB]. ERES or HABE SET rS 1 的 矩阵 之 和 

tL BRAD TIAR Suen ER DOE RIAA IE EL, 
E O46 A TOS WH: AC =P, 这 里 卫 = Ep E, Q-EDOE) EG 
xb fcis e T ET — RR PER Iu 0 0 TE mi (9 Sd D AED, 

12. BEWH: 象 定理 18 ME, 如 果 PAQo D, 那么 联 立 线性 方程 组 AXI = 
B88. 介 ， 可 以 通过 求解 方程 DI =PB' RAIHA XT -QY*. X 
EXC. 


*$8.10 3x MEE SERI: 


MER V RW AEIj—5x EBSICERPRORCETSEE. MEANE 
E ECV 和 NEW nod FE MEF HEE, X NUS, S CV 


BU5gvecw 
f(a£-bE', m =af lé, md bf G'om (58) 
和 f, ent dy ) cf C, m t df C, 0), (58') 


IAPR fO m ds RE EU WAEN 8 7.12 定理 23 时 用 过 
的 论证 方法 , RITA ES PER P REB ADR. 

EHW 4 V 4) 0W ZDG9DROHOGDHOXOES Bay. Bn 和 vns 
Yu MAREEA ES itet Eaha denm iiic dips 的 双 线 
性 函数 县 有 形式 


fim- ZE Dass auf Pi, y) (59) 
1 j=i 


注意 ，(59) 式 的 两 个 方程 描述 耳 域 站 上 的 第 阵 4= (a, DX 
线性 函数 fir" x FF 2 R Ag P HI Aefm-fea xH 
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F'xPF'ES11I 中 定义 的 F” qu F^ Bj -RJLEA, piu (59) 表示 
的 对 应 是 双 射 . 

上 述 双 射 能 够 推广 . 我 们 可 以 定义 一 个 双 线性 函数 RCE, m, 
EAEE É 和 分 别 在 矢量 空间 下 和 矿 中 ， 育 数值 取 在 第 三 个 舌 
RAMU pU, V 和 钱 是 同一 个 域 下 上 的 笑 量 空间 }， 也 就 是 说 ， 
AĦWA R VWV, SERE (58) 和 (58") 时 ， 就 称 为 是 
双 线 性 的 . 

存在 很 多 这 种 函数 .例如 ，Rs 中 两 个 矢量 的 外 积 喜 x1 是 一 
个 双 线 性 函数 , HU pCU -V — WR 同样 , 如 果 我 们 设 0 = 了 = 
W-M,JiiRF EBU non 疆 阵 组 成 的 矢量 空间 , 那么 , 如 定理 3 
和 定理 5 所 述 , EERE AM pA, B) =A8 是 从 MM x Ma PIM, 


IX ME ER 
前 面 定理 20 的 结论 对 于 前 面 说 的 更 一 般 的 情况 也 是 成 立 的 ， 
其 证 明 业 似 ， 


定理 人 4 d£ Fb Xc*cugu VoeWasARG-mAg,-, 
Bn 和 Pi， ye. PAQF EG EAMAGEEU pité mmia 
E 0ij 08 RP RLELEE AR AIV X WU, Ed ZA 
AG, m = 2.22540, (60) 
fih, Ao ECF, EW. RA, 4RGdkGkGHAO HE A GG IYV X W oU 部 
TRAGER, AP 0,—RÀ(BS y. Fro Hoh A FEE 
mxn EE H—(0,)(0,,€U) 65 JE & f| 31 8 ER d kiy Wo 
集合 的 一 个 双 射 . 
这 个 定理 瞳 示 给 我 们 一 种 得 到 标准 的 或 “ 景 一 般 的 "Px 五 上 
双 线 性 函数 他 的 方法 , 这 里 符号 多 通常 写 在 自 变量 中 间 , mO = 
的 (5, 力 ， 这 个 函数 凶 在 一 个 新 的 矢量 空间 中 下 值 , 这 个 空间 记 作 
FOW. ERE, 我 们 来 构造 这 个 空间 , 使 它 有 一 组 基底 , HR mn 个 
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AH a; (E—m1, mi j=l, s 98) 组 成 ， 这 些 ou; 是 多 作用 到 下 和 | 
WERE rf BR a8 (8. 即 wij — H.00 y i. -这 就 意味 着 晴 数 加 可 以 
定义 为 


Gig, d t EmA OV) 
=P 9g (61) 
$71 j—1 
IR] C60) 3 — FE, 这 里 只 是 用 e; EE CGO 中 的 有 ij 然而 , 这 个 新 空 
间 V6OW iira JH — ficio P. V RW B 3E de FED A E 
质 来 描述 ， 如 下 所 述 . 
定理 中 sp TLF Lb4tiibocx ODER OX EC AV RW, d 
ARETA FOOW dein HSB dk 
Fx WFW 
有 具 有 如 下 性 质 : xpTOF b4tik x EZAU tga aR 
hIV x WU yit 60:V x WO—VGOW ATA 
ACE, M = (69m, EEF, g€W, 
RPTE hA B Au TVW >U. 

证 明 ”我 们 首先 按 上 面 方法 构造 仿 ， 然 后 象 (60) 那样 ， 可 以 
通过 oma TRE 有 ;= 六 (Bi, ?7 已 来 表示 任意 双 线 性 函数 产 现在 由 
(60) f1 (61) 两 式 的 平行 关系 引导 出 一 个 线性 变换 :人 @ 玉 一 避 , 当 
把 它 看 作 把 FB 邢 的 每 个 基 矢 量 wy SE SIU nh dS 机; 的 变换 上 时， 
是 唯一 确定 的 。 那 么 公式 (60) 变 成 | 

(一 全 (ut 一 (全 全 z,y n, T 
= (EGO T, 
满足 定理 要 求 . 另 一 方面 , 如 果 对 某 个 线性 变换 7 VOW >U, A 
RLE, 9) — (5691) T" , 那么 有 
2,51" = CB, GOy D T" 0,5, E=, mi j-H sm, 
于 是 一定 是 上 面 用 过 的 人 因此 全 是 唯一 的 ,如 定理 所 述 ， 
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Bj KSE", WSF" pons Ba M yu cs ys DMEF 
疗 了 和 下 的 标准 单位 矢量 Ens En 和 el, nes en HAS VOW = 
Fmr 可 以 是 由 所 有 m xn AER Gi, 0 28) 09 28 IRL, COE SE CI. m 
EV x W ETERRA D 00 dE BE (mu) = (a). AEA N R E A 
9:V x W —U 由 mn ARE Ilen e) — hu RRE. WARN O 显 
bh GO Ru HIE T: VOOW —U 的 合成 加 T， 人 @ 象 上 面 那样 定义 ， 
T AR G, 217 —Xa fh; 来 定义 , 这 因为 对 所 有 EEV, 0€ Wt 
(EODT = Ea y hs 

泛 性 质 (Universality》 这 个 定理 可 用 图 表示 好 下 

yxy -row 


à T 


U 
图 由 顶 上 一 行 是 “标准 ?到 线性 函数 的 ， 底 下 一 行 是 任意 双 线 性 了 
Me. 这 个 定理 表明 ， 总 是 恰好 存在 一 个 线性 变换 了,， 使 得 图 按照 
T= 如 男 出 ”, BE AE, D = GOT. 由 于 这 个 原因 ,他称 为 
泛 双 线 性 函数 , 而 其 他 任何 双 线性 函数 有 可 以 由 它 得 到 ， 
特别 是 ， 如 时 我 们 构造 昂 一 个 任意 的 标准 双 线 性 函数 CY， 也 
具有 同样 的 “ 泛 性 质 ” 一 一 比方 说 ， 使 用 种 仿 的 不 同 基底 一 一 我 


们 将 有 图 表示 如 下 : 
e 
row 


满足 BT 一 的 和 GT =- 人， 这 就 意味 着 的 TT' 一 名 三 的 其 中 
了 是 得 等 变换 ， 根 据 定理 ， 这 又 意味 着 TT =L. 类 似 地 有 全 了 一 
F, LLT EEGA, CREET, HETE 7r eg VOS e 
Vó W. 
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其 有 "证 性 质 "的 空间 VOOW SROGRIB V UW (dE de. LED 
钢 述 的 结论 表明 ， 这 “活性 质 " 唯 一 地 (在 同 构 意 义 下 } 确 定 这 个 空 
IBI. 例如 , 我们 不 从 基底 Ae, Bm vun Pa 来 构造 了 的 全 ,而 
基 从 下 和 琴 的 另外 不 同 的 基底 来 构造 , 得 到 一 个 同 构 空 间 VGOW. 
就 这 一 点 而 言 ， 这 张 量 积 空间 VOW 可 以 不 用 任意 基 座 GIFTE 
家 维 空间 六 和 侠 用 无 穷 多 个 基 矢 景 )? 而 用 其 他 方法 来 构造 , t 
具 有 相同 的 “还 姓 质 *， 我 们 特别 用 它 的 基底 LOr 来 构造 , 就 会 

dim (W) — dimV x dimW. 
男 外 ， 当 给 定 一 个 空间 FF 和 它 的 对 侦 空间 V*， 我们 可 以 构造 各 种 
张 量 积 ; ` 
VGOV, VOOV GOV, ---, V6OV 5, VOOV * (GS, we 

在 微分 几何 和 相对 论 中 用 至 这 些 张 量 空间 . 


习 题 
1， 证 明 : r(59)XE X füdkid fi A ERAR- e EL EA V 
W ERA URP List Da] F LC BUR moxe 是 阵 的 空间 的 同 构 . 
2. WEB: 公式 《一 G(P)g GO4 X T—^3HbikUS PE p) =f, 
È AN EE EEEE RC RR PILE Rie] x Rie] 3] R[x] 的 一 个 双 
3. 证明 ; 函数 p(B) =AB RA VW SURAR, EVE 
FERA mxr 3ER, WEP EBD rxn s pEr S. TRIA 
空间 ? 
在 习题 4 和 习题 5 中 , 设 凡 ,TF, 分 是 所 上任 登 矢量 空间 ， 
4. 建立 下 面 的 自然 同 构 : 
VOSFZEVF, VOSW-z2W(Q, 
TATE ) 22 (UGOVO OW. 
5. HEB); 集合 Home, U) --HomtV, Hom, iD). (HomtsS, 
T) Bat S. 9. $ 8.2 SR ÉL) 
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*é. dE VODW 中 每 个 和 关 量 是 元 素 $099 的 和 ， 证 明 : FE TERTERA 
DER ED dk. Ga: k Verw.) 

"7. mx m jBpr A f nx s KI BHS A E R R AOB EAER C, 
它 的 元 素 为 zp 一 0abn， 这 里 了 和 g 是 按 过 当 次 序 排列 的 数 对 (人  J)RICE, 
D. ADB [TH VODW 上 什么 样 的 线性 安 换 自然 对 应 ? 


*58.11 四 元 数 


对 于 方 降 成 并 的 代数 定律 可 应 用 到 其 他 代数 系统 中 ， 例 如 给 
密 顿 四 元 数 , 这 些 四 元 数组 成 实数 域 上 的 四 维 矢 量 空间 , 它 的 基底 
由 四 个 特殊 的 舌 量 构成 ， 它 们 分 别 记 作 了 1, i, J, k. 四 元 数 的 代数 
适 算 就 是 通常 的 丙种 矢量 运算 (矢量 加 闪 和 数 乘 运算 )， 再 加 上 四 

SEXO 四 元 数 是 笑 量 多 一 加 十 人 和 十 3 十 25 其 中 系数 wo w, 
Way Ts AER, SAAL, ijik E E S e RSEN 
要 求 把 1 当 作 单位 元 素 , 其 他 按照 下 未 

i=j k=], 
ij=—ji=k, jk— —kj—i, ki=—ik=j, (62) 
WR cud EEEE, mim d 1,6, j E HIRR, WAR 
BoD (da) 3E 3:29 (ed) (1m)， 这 些 法 则 连 阿 分 配 律 一 起 就 确定 
了 任意 两 个 四 元 数 的 乘积 . 

Thin, 如果 e= ao d tt tajtek A — 9o Jh t Vo T ule 

t£ EPA UU zc, XI ZA TE EM S S ERE 
gg = 4330-7 Tii Ta — Tala 

+ Grigio d igo sa — taya) d 

+ toga Heat magi — 9133) J 

十 Caolfs t vs t 31a — t I. (63) 
BUARPUC ARS, [HALE IE XT RBS: b RET 
会 设 ， 具 有 上 述 性 质 的 数 么 称 为 体 { 或 可 除 环 )， 
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EX GULF) Ae dE ER ARR, TAG xiz 
算 一 一 加 法 和 来 法 之 下 是 封闭 的 ,并且 
(D 在 加 法 之 下 , 召 是 含有 单位 元 素 0 的 交接 群 ; 
Gi) 在 乘法 之 下 ,会 体 不 为 0 的 元 素 构 成 群 ; 
(ii) 两 种 分 配 律 都 咸 立 
mbie)=abitace 和 / (ad b)o—ac-- be. 

从 这 些 公设 容易 导出 法 则 a0— 0a 0, Amaha ANT Ooko 
RRA AIE 由 此 推出 , 任意 可 交换 的 体 是 一 个 域 ， 我 们 还 看 到 ， 
EEES $8, 1-8 8.7 的 结果 相 类 似 的 结果 也 成 立 ， 只 要 我 们 注 
意 一 下 出 现 标量 周子 的 那 一 边 ， 便 如 ， 对 于 矢量 dat e HR 
积 ci, 我们 把 标量 GEA, MERELE TIRE 6 IRH 
时 (8 8. 2), 我 们 把 标量 写 在 右边 EC = (E) T, 同样 ， 拭 阵 与 标 
最 相 履 时 ， 我 们 把 标量 写 在 右边 ， 于 是 体 户 上 左 笑 员 空 间 的 线性 
变换 了 组 成 的 空间 是 召 上 的 右 矢 量 空间 . 

定理 如 ”全体 四 元 数 构 成 一 个 体 ， 

每 个 公设 的 征明 , 除了 莱 法 逆 的 存在 性 (根据 §6.4 定理 3 它 
可 推出 消去 律 ) 和 乘 潜 结合 律 以 外 , 都 是 昂 然 的 ， 为 了 证 明 每 个 非 
零 四 元 数 儿 ==g0 十 wi 十 woj 十 wak HE, GRADE Xs x BUE He rt — 
20 一 2 —tj—ak MARRA H, H N) = wz* 定义 的 x 的 范 
数 是 一 个 实数 , 它 满足 

N(a)-azz*—z"z—z)--z]dalbal0, Sé a0. (64) 


IJ x By e y 


利用 复数 很 容易 完成 结合 律 的 证 明 ， 诚 然 ， 从 (64) 式 容易 看 

出 , m= 2s —0 的 全 体 四 元 数 m sai 构成 一 个 与 复数 域 同 构 的 
TREE BEP 

党 二 (matai) +i 4-251) j — 21 4-233, (65) 
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Herp zi 2s 的 性 质 很 象 普通 的 复数 . 实际 上 , (92) 的 所 有 运算 法 
则 包含 在 展开 蕊 (65) 及 结合 律 ,分 配 律 和 法 则 
gi1j= je, = 一 1 (68) 
中 ， 式 中 z+ =zo 一 wi 是 z1 一 80 十 如 i Wd 5 并 且 是 四 元 数 共 
轿 : }， 诚 然 ,两 个 形 为 (65) 的 四 元 数 的 乘积 是 
(z + 253) C01t w33) = (zwi gwt) + Gris Haw") j. 
用 这 个 公式 , 我 们 可 以 很 容易 地 验证 结合 律 . 
每 个 四 元 数 * 满 是 一 个 以 T 和 zx* 为 根 的 实 系 数 二 次 方程 
术科 二 0， 这 个 方程 是 
f= 
=}? —2zst HN (a). 
任意 四 元 数 a — xv ba 8 tej e 可 以 分 解 它 的 实数 部 分 av 
和 它 的 “ 弛 四 元 数 "部 分 c.íb mij eue. EATA RPG BR du MEGA 
(参看 习题 2(0), 习题 15), 最 稀奇 的 一 个 性 质 是 关于 纯 四 元 数 二 一 
mi tej-tek 和 了 二 8 十 的 5 十 zs 的 号 法 ， 根 据 定义 , 有 
£g-£xn—(£, m, (67) 
式 中 £x go Gags —2895) i+ Grai mi) JH Gs op k 是 通常 
ff) E *n » ff SpERCHIA EEBD, (E, n) Sag Hry teg EAEE 
定义 过 的 内 积 。 就 是 由 于 这 个 伍 等 忒 (67)， 从 1850 年 到 1900 年 
这 半 合 下 纪 里 ， 很 多 近代 三 维 矢量 空间 分 析 都 用 四 元 数 的 语言 
1944 4g X: hik CEilenberg)füJ& X (Niven) HEHH T, 任何 四 
TERRE EMA KE Sa) acc aue o auch - 0C HP a,3-0, 
n>0) 具 育 一 个 由 元 数 解 . 


3 E 
1. 23A P FIER SLE E e= d: 
= 300 。 


(à) c—:, d—1-4 jj 
(b) e-24- 4, d=3 +k. 

2. (a) 证 明 ; =i BEK AAN H a. 

(b) 说 明 这 同 8 3,2 基于 多 项 式 根 数 的 定理 3 的 推论 为 什么 不 
FĀ. 

” (0 证 明 ; uoc E HGEJG mE IENE, maA 
数 是 共 平 方 后 为 负 实数 的 那些 四 元 数 . 证 明 ， 请 足 条 件 xt 的 四 元 数组 
成 的 集合 在 加 六 利 泪 法 之 下 是 封闭 的 ， 

(d) 证 明 : E g TERR, 那么 xt—q cB EC. 

3， 8 一 1 十 十 天 五 一 1 十 十 下 

(a) sk a+b, ab, a— b, ia-- 2b, a*, an*. 
(b) RFE ax — b, aa — b, a=b, bet Cj E) =a. 
4 M (62) A EHE EUR C68). 
5. (8) 证明: spya N (m)= retkel +o pri tri. 
(b) E: sty” = (yg) " . 

6， 证 明 ; EIRO TA RA RAE h, "E RS doc 8 S Ha s HE MERE E 
四 元 数组 成 . 

7 证明: 当 4 大 0 时 ,四 元 数 方 程 ww=5 的 解 是 唯一 确定 的 . 

8. WEB): 如 果 四 元 数 r 满足 含有 实 系数 o 和 的 二 次 方程 让 十 fox 十 
b, 0, MAREEN q I xg (gm 0) RHET TIR ZEE. 

9. ER: 四 元 数 乘法 满足 结 人 台 律 . GEI HO OGS) X 

19， 在 四 元 数 代 数 中 证 明 : cox, 04, 士 访 士 下 构成 一 个 滋 法 料 . {这 
TETERE, 它 称 为 四 元 数 妊 .) 

1l. (a) 列举 四 元 数 群 (习题 10) Bo (E T- E, GE UE BB TUI BE EGE GA 
TH. 


(0 证 明 : 四 元 数 群 与 正方 形 对 称 群 不 同 构 , 
12. (a) 证 明 : LERA ARAM r: 的 四 元 数 % 二 zo 十 Xi 十 X24j 十 x 让 构 
成 一 个 体 ， 
(b) ER: 对 于 具有 复 系 数 的 四 元 数 , 情况 不 是 这 样 ，( 注 意 ， 不 要 
jg / — 1C 与 四 元 数 单位 了 混同 起 来 .) 
13. 证明: 在 体 中 , 加 法 变换 律 可 从 其 他 公设 推出 , 《提示 : 按 西 种 不 同 
的 方式 展开 (8) (1312.2 
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14， 如 果 把 所 解释 为 abc, TEZASRERE RESI $2. 1 定理 2 的 多 少 个 条 件 
在 一 般 体 由 成 立 ! 

15. 证 明 : 两 个 笑 量 的 外 积 床 请 中 结合 律 . 

16， 证 明 : 如 果 4 和 下 两 个 整数 都 是 四 个 整数 的 平方 和 , 那么 乘积 ab 也 
是 四 个 整数 的 平方 和 (提示 MARS) 

17. A isj =m ijk, 推导 (62) 的 所 有 运算 法 则 . 

18。 对 十 以 内 元 雪 为 元 素 的 矩阵 , 公式 {458)" 一 B'AT Hort 
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GO x 


D[«] 


To E St 

E 

3R EIUS ds SEES 
正 素 数 

整 环 加 的 商 域 
ARZUR 

环 

实数 域 

RA TH T 
4k 45.8 Db 

子 空间 的 正 交 补 
线性 变换 


BULL EE 2 


mm 

矢量 空间 
HB: E zx [n] 
L3" XE 
itf M e 
整数 环 或 整数 群 
BE n XXE ID 

正 上 整数 集合 
矢量 
矢量 内 积 (点 舱 ) 
RR PUPA CAR ERO 
YRSBVYRRTE T 
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数学 符号 表 
ECB, C 等 也 是 ) L u. b. 
转 置 矩阵 0 
复数 域 P 
EAR 9.4 
系数 在 台中 的 zx 的 多 项 | @ (DD) 
WER Q 
系数 在 品 中 的 x 的 多 项 | R 
AS R 
n ERLEEN S 
HEERABER, G, DEn | S 
元 素 为 1， 其 他 位 置 | s 
Nu T 
群 的 单位 元 素 T, 
域 t 
F Er- 数组 组 成 的 子 | F, WwW 
空间 y* 
系数 在 六 中 的 x 的 多 项 | 天 
式 形式 z* 
RRE ripis rmm z 
形式 Z, 
群 g+ 
， 最 大 下 界 a, f 
A/—1; 四 元 数 单位 (a, B) 
恒 等 变 换 或 单位 息 阵 ax 
四 元 数 单位 | 9a 


3 + 


x &-A^An^"2S?"nHnzas^ 
Z 
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4 HERED) 

属于 ; 是 … 的 元 素 
bT; 是 … 的 子 集 合 
Jr; 真 包 含 在 … 中 
不 等 号 

EXT; EHF 
KER 

直 积 


中 EN 1^9 


i4| 


[e| 
(a5) 
alè 
(a, b) 


JERE A 的 行列 式 ， 也 记 
作 detA 

绝对 值 

矩阵 

站 整除 

EKARTE c. d.) 


[mnb] Whaia d. c. m.) 


一 一 对 应 
一 一 变换 
一 般 分 配 律 
一 般 变 按 律 
一 般 结 合 律 


二 元 甘 系 
二 元 运算 
二 次 的 

THÉNÉ 
二 项 公式 
二 项 系数 
二 面体 群 
Zit 


ze 
三 次 方程 
二 次 方程 的 三 角 解 法 


三 次 判别 式 
三 角形 小 等 式 
ZAREE 
三 十 和 
子 空 闻 
TEAME 
TER CS 


one-one correspondences 
one-one transformation 
general distributive law 
peneral commutative law 


general associative law 
= 三 

binary refation 

binary operation 

quadratic 

quadratic equation 

binomisi formula 

binomia! coefficients 

dihedral! group 

dilemma 


z E 
law of trichotomy 


cubic equation 


trigonometric solution of cubic 


equation 

discriminant of cubic 
triangle inequality 
triangular matrix 

triple sum 

subspace 

intersection of subspace 


direct sum of subspaces 


140 
90,140 


158 
110 
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子 空间 的 线性 和 
子 空间 的 象 
TÉ 

TO GRE 
TR 

子 集 

子 群 
THRA 
子 群 的 并 
TAS IBN 
FR 
上 界 

下 界 


JP 
方程 的 根 
无 限 小 数 
无 理 数 
不 可 的 元 素 
不 可 约 多 项 式 
REFR 
不 等 式 
Wide 

TG 

A A EE 
AR 
Ey 
Ax 

Ar SIE 
s hrik 
分 业 ， 分 划 
SH A E 
分 加 多 项 式 . 
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linear sum of subspaces 
image of subspace 
subring 

submatrix 

subficld 

subset 

subgroup 

intersection of subgroups 
join of subgroups 
index of subgroup 
subdomain l 

upper bounds 


lower bounds 


m i 


equations 
roots Of equations 


unlimited decimals 


irrational number 


irreducible clement 
irreducible polynomial 
invariant subgroup 
inequality 

shear transformation 
relatively prime 
inner automorphism 
inner product 
TcCciangular matrix 
winding number 
biock multiplication 
distributive law 
partition 

cyclotomic equation 


cyclotomic polynomial 


z205 
280 


13,115 
13,115 


5 
90,118,132 
113 

111 

BB 

86, 90 

187 

10 
254,288 
90,93 

187 

233 

269 

136 

273 
2,158, 203 
i84 

135 

102 


分 割 

公设 

E B mad 

反射 

JU EUR Ho 
SUM 
Ri- Ets fe dk 
SUE 
XXE SR 


主 理想 

归纳 假设 
zü 

ER% 
正方 形 
EREHE 
正 交 矢量 
IECREO BERE 
JEXCE BE CIE THO 
正 数 

iE SHE 
正 整 数 公 设 
正 整 指数 
平行 子 空间 
平行 四 边 形 法 副 
万 分 配种 
dH GL 
EENE 
Zeb 

有 分 配 律 
CAE 

有 陪 集 
EESHA 


cut 

postulates 

anti-automorphism 

reflection 

Erlanger program 

bijection 

two-sided general distributive law 
bilinearity 


bilinear function 


E og 


principal ideal 
induction assumption 
mysterious law 
positive element 
square 

group of square 
orthogonal vector 
orthogonal projection 
normal subgroup 
positive number 
positive integers 
positive integers postulates 
positive iniegral exponent 
parallel] subspace 
parallelogram law 
left distributive law 
left jdentity element 
left inverse 

left coset 

right distributive Iaw 
right inverse 

right coset 

primitive polynomial 


271 
147, 253 
156 

37 

15 

233 
203 


181,158 
173 
oe 
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ES EA: 
可 约 多 项 式 
np yf Xs RF 

可 除 的 

可 除 性 
Eso 

未 定 元 

m 
mE 
对 合 反 自 同 构 
对 钊 矩阵 
对 称 
对 称 多 项 式 
对 称 多 项 起 基本 定理 


对 称 考 
对 称 律 
对 称 群 
IHRER 
HRM E 
x HAS 
n: 
四 元 数 
四 元 数 群 
四 次 方程 
EGES 
bib des 
f EE 
"e EtRS 
k Em 
AR BL e fü 
ES ed 
矢量 方程 
人 先 量 空间 
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primitive root of unity 184 
reducible polynomial 88 
invertible matrix 268 
divisible 18 
divisibility 18 
invertible - 13, 47 
indeterminate 70 
addition $ 
additive inverse 2, 203 
involutory anti-autamorphism 271 
diagonal matrix 266 
symmetric 147 
symmetric polynomial 183 
fundamental theorem on symmetric 

polynomials . 182 
symmetry 147,156 
symmetric law 3,38, 233 
symmetric group 154, 182 
dual space 246 
duality principie 249 
dual basis 247 
four group 174,173 
quaternions 298 
quaternion group 801 
quartic equation : 143 
vector 198 
coordinates of vector 227 
dimension of weclor 195, 210 
length of vector 233, 236 
vector addition 200 
angle belween vectors 237 
vector product 300 
vector equation 221 
véctor space 202 


A Ru iR d Ea 
5 Ex [e i de 
Esos IE ESI 
5r RIS 

外 积 

SI SES BE 2x HE 
代数 独立 的 
代数 系统 

长 数 菇 本 定理 
TES ERR 

LE Du 


交换 厂 

E SER rS Ie 3 
交换 律 
交换 群 

zé ERE 

X 

[ris 

者 次 线性 方程 
有 有 上座 域 
APER 
TEERAA 
ARR 

有 理 式 
AEA 

fa SER 
扩张 

JC AT E 
EE Due 
Je A e o [Rd 
IE A Es 
fis 


dimension of vector space 189, 210 
basis of vector space 208, 227 
isomorphism of vector space 227,28n 
outer automorphism iBT 
outer product 200 
axiom extensionality 36 
algebraically independent 83 
algebraic system 3 
fundamental theorem of algebra 134 
subsritution property 28,38, 195 
Peano postulates 65 
六 B 
commutative ring 1,7,33, 78 
isomorphism of commutative rings 39 
commutative law à 
commutative group 158 
alternating group . 181 
rclation 0, 38, 103 
degree TD, T4 
homogeneous linear equations 57, 223, 256 
ordered field : 58,112 
ordered domain 10, 115 
postulates for an ordered domain 9,10 
finite dimensional 209 
ralional form 72 
rational number 48 
rational function TÉ 
extension . 50 
conjugate subgroup ' 193 
conjugate quaiernions 299 
conjugate vector space 246 
conjugate complex numbers 138 
negative element 19 


行 简化 
f£ REPE 
行列 式 
Fte 
司 傅 (的 } 
Fe] dx 
RR AR 


ARARA 
同 构 


column 

column vector 
column operation 
column rank 


column equivalent 


row 
row space 
row rank 


row matrix 

tow equivalent 

row reduced 
row-reduced matrix 
determinant 

identity law 

congruent 

congruence 

congruence relation 
relation of congruence 
reflcexive law for congruence 
isomorphism 
homomorphism 

kernel of homomorphism 
divisor 

successor function 

order 

factorial function 
composite 

reflexive law 
automorphism 
sSelf-conjugate subgroup 
Inàny-one correspondences 
polynomial 

degree of polynomial 


content of polynomial 


290 

271 

290 

282 

280 

212 

212 

282 

271 
213, 218, 286 
215 

215 

54 
151,158 
27 

28, 48 
193 

27 

28 


150 
8,38 
40, 275 
187 

37 

69 

T 

Bg 


SEX 


S RS 9 WE— ATA 
多 项 式 的 欧 几 里 得 算法 


EMAAR 
传递 关系 
RR 


LEGE ER me E 


FRET 


EX TET 
和 良 序 原则 
拳 - 同 构 

补 子 空间 
判别 式 
初等 行 运算 
初等 列 运算 
初等 对 称 多 项 式 
初等 炬 阵 

证 性 质 

运算 
运算 下 的 封 六 性 
BATHA 
REB 
余数 

余数 定理 
Sh 

体 ( 可 除 环 》 
Far DES: 

Ft 3o 88 c Ff 
miker 
EPIEASB 
张 成 (生成 ) 
kE 


polynomial form 70 


unique factorization of polynomials 94 
Euclidean algorithm for polynomials n3 
polynomial function ` 73 
transitive relation 1864 
transitive law 3,10, 28, 38 
Pythagorean dilemma 110 
simultaneous indeterminate 83 
tod 
complete ordered field 115 
well-ordering principle 12 
order-isomorphism 67 
complementary subspaces 231 
discriminant 139 
elementary row operation 212 
elementary column operation 290 
elementary symmetric polynomial 183 
elementary matrix 284 
universality 2086 
operation aT 
closure under an operation t 
closed nnder an operation 21 
operational calculus 264 
remainder 20,85 
remainder theorem 85 
coordinate 227 
division ring 299 
Abelian group 158 
Archimedean property 118 
Archimedean [aw 115 
Kronecker product 298 
span 204 
tensor product 293, 297 
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变换 式 

变换 

EE rcp 

变换 的 积 
变换 起 的 集合 
变换 的 取 值 域 
JS ERE 

J& fr 

DADA VE: 

单位 矢量 
Wr 

单位 矩阵 
RARE 

RAT 

fig 

ERRER 
E 

实数 

实数 公设 
实数 系 

TG Se CD 
Bands 

LE 

EM 

d EIE ERER) 
奇 置换 ( 奇 排列 
mox AX 
kx JL HERE Es fl 
欧 放 里 得 群 


AB 


transform 

transformation 

inverse of a transformation 
product of transformation 
set of transforms 
codomain of transformation 
group of transformations 
unit 

unity. identity element 
unit vector 

rOOis of unily 

identity matrix 

monomial matrix 

injection 

empty set 

defining relation 

domain 

real number 

postulates for rea! numbers 
real number system 

norm 

homomorphism of a ring 
direct. sum 

direct product 

singular matrix 

odd permutation 

De Moivre Formulas 
Euclidean vector space 


Euclidean group 


RIERA HHP Euclidean algorithm 


HEEM 
A 38 HE ES] 
3125 


Cayley's theorem 


constructive proof 


281 

149 

tBt 

130, 261 
281 

36, 281 
149, 153 
18 
2,158 
207 

132 
217, 263 
267 

37 


TAE ED Ri v3, 
LE Red 
抽象 群 

Ti [à b 
十 数 

EA o E 
和 

线性 的 
线性 方程 
级 性 内 插 法 
线性 无 关 性 
HHHK E 
HET Pi 
线性 组 全 
3RRERUEE 
FETE 
EREA) 


非 奇 异 线性 变换 
JE RRE RE 
非 零 元 素 
THF 


H 

恒 等 变换 
IE E 
H— nis 
首 项 

首 项 系数 

x 

BE HHEN 
WR, dh 


Lagrenge interpolation 
abstract algebra 
abstract group 
codomain 

function 

equality of functions 
sum 

linear 

lineat equations 
linear interpolation 
linear independence 
linear dependence 
linear transformation 
linear combination 
Hear function 
nonempty subset 
nonvoid set 


nonempty collection 
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第 九 章 线 性 群 


$9.1 基底 的 变 核 


在 拓 量 空间 六 中 ， 揪 量 皇 的 坐标 依赖 于 下 的 基底 的 选取 (部 
7- 8)， 因 此 ， 基底 的 任意 变化 将 引起 所 的 上 坐 标的 变化 、 鲍 如 ， 在 
KEM R? rp, KE f= deten 按照 定义 它 关 于 由 单位 笑 量 e 
和 8 组 成 的 基底 的 坐标 是 (4, 2). RE 

Qi 一 2e1，o 一 EC 十 Ba (1) 

也 可 以 构成 一 组 基底 , 关于 这 组 基底 , S 可 表示 成 Aa ta, R 
数 1 和 2 是 关于 这 组 新 基底 的 坐标 (也 就 是 关于 图 1 所 表示 . 
Hy E t E ERR P ER), | 

更 一 般 地 ， 任 意 矢量 点 关于 
新 基底 ou, as 的 坐标 m. * ns * RIA 
B. E RS 3E" MB mi, zo 按 下 面 方 
法 求 得 ， 接 照 定 多 全 ?了 ,8)， 这 两 
组 坐标 是 矢量 点 关于 两 组 基底 表 
达 武 的 系数 


=A F 3585, E= g *a "ds, 
EREHE), 我 们 求 出 sz 和 es 


1 1 
€t yg £14 7967 90. 


把 e, 和 ;的 值 代 A 入 5 的 第 一 个 表述 小 中 , 我 们 得 到 
£—u (Fa Jta (ss —4u)-iG-s)« T 3305, 
519 - 


THE é 839 AE PH EVE UOS FR 


zr 一 于 (一 oo)， a*t = Fy (2) 


妆 出 ， 反 过 来 , 老 坐 标 可 以 通过 新 誉 标 表 示 为 . 
T= fetta", wo = 
在 % 维 空间 中 有 类 位 的 关系 式 ， 如 果 on, e, o 是 一 组 给 定 
的 基底 , 这 些 儿 量 是 按 一 定 次 序 排列 的 , 而 an, e an* 是 一 组 新 的 
《有 序 ) 基 底 , 那么 新 基 谨 的 每 个 矢量 at* 可 以 表示 为 老 基 底 矢量 的 
HEAS: 


: + 
a,* = Prt Dns = DOPA Pcl,-e,m. (3) 


j=l 
表 近 式 (3) 可 以 形式 地 写成 矩阵 方程 aP, AE P 是 了 的 转 
SEBEE, a= (ti, t, Oa), 二 (a t, Aa 

jx HS SK AREE P— (9,0 8088 i AERE ARE m1* 的 
dea, Pa) MARE ast, n ou V I SERE, 所 以 成 
和 的 所 有 行 是 线性 无 美的 , 因此 己 是 非 奇 异 的 (8.6 定理 9)， 反 过 
来 , JJ P= (pi 是 任意 非 奇异 矩阵 , aq … on 是 下 的 任意 一 组 基 
底 , 那么 用 矩阵 已 按 公式 (3) 所 确定 的 矢量 as, nn, an* 是 线性 无 关 
£5. 因此 构 戌 的 一 组 新 基底 ， 这 就 证 明了 

定理 上 o de X oae. m, XR X EAF à —£ XA, ASIA 
休 非 奇异 和 矩阵 P=, n AE at pua Sl, e, nA 
VAKRA HA V 09 da EA TE OR A k e dr — Aag 
4pEARGBUEPI. 

我 们 还 可 以 用 新 基底 表示 老 基 底 , JEJI BUE a. Xu, 
其中 系数 矩阵 为 Q— (1,0. fuf on, y os 表示 的 %.* BOT 
代入 这 个 方程 式 中 , 我 们 就 得 到 
-320* 


Wt 一 2 s (pun) = xXx gapus Jas, 


可 是 ,xi，…，as 这 组 所 量 用 它们 本 身 米 表示 的 话 ， 只 有 一 种 家 流 
式 , 即 wx 一 or， 因此 这 里 c, RA Da Pu EE O R L, ERA 
于 和 子 j 或 上 =j， 由 于 这 些 系 数 正好 是 莱 积 给 阵 QP By Dd 
置 上 的 元 素 , 因此 QP—I, W =P JE PESE E, 

与 此 平行 的 关于 坐标 变换 的 结果 如 下 所 述 : 

定理 2 do ACECEODV 0) X A d, ,Qn 变换 成 一 组 新 基底 


a, Us e.t, a, do RUE X at - D Ps, 那么 性 意 头 量 二 关于 老 
j 
基底 Qa, ttt, On 的 坐标 Wa. tt. XR 通过 齐 次 线性 方程 组 
2,—2,*]1 X. Pa — Di (4 
t=1 


TUAE E XCT EA out, nn au" 的 新 坐标 m, rn mt. 

证 明 按照 定义 (§ 7.8), 5 KTR a", …， am” ME as", 
en za EE E BIE t, e, ou" 的 线性 组 合 £— Dae a 时 , 表达 
APARE. BT et 的 公式 (3) 代入 这 个 表述 式 中 , 便 得 出 


£z 之 * (Xin) = xXx Ti pis js. 


这 里 每 个 o BREGE E HELI wi, 因此 方程 组 (4) 戌 立 。 

3; PRECOR RT ELS RUBORE XX — X*P, EH X— (rm, 
Ta) Re S SS ER BA FE ABD, X* — (x, ^, e, x, ERER RTE BR. ENT 
28 e, 77, On 和 o", e, Cnt EAE MERE, 所 以 卫 是 非 奇异 的 , 并 县 可 
以 利用 及 表示 X* 为 X* — XP. l 

dA RU HEX 4-486 975 E TRE CL 9009 ARE FE Zr A. 
a* —aP' 进行 比较 , 便 可 得 到 有 趣 的 关系 

基底 : a*—aP' ir: X*-— XP. (BY 
-321+ 


第 二 个 方程 中 的 矩阵 P71! 是 第 一 个 方程 中 的 矩阵 P Ms X oe 
E, 《有 于 把 这 些 叙 述 概 括 成 : 坐标 变 挽 是 基底 变换 的 转 置 北 
变换 . ) 


E 

i. WE T RIAR dX Be e CE V E VS emos] Pn fi E B3 
dic. GKUMBHEEBIRUE SER TUBES ER ES, REB ERRATE 4 I 
方程 、 对 情况 (ay 和 (pb) 画 出 图 来 . 

() e,—7(0,D, g= (1, —1). 

(b) a= (2, 3}, as= (m2, —1). 

(c) e 1, 1, 0), gu (1,0, i gc (0, 1, 1). 

(d) æ= (i, 1, i), 247 (00, 1, $), a, (0, i, 19, XE i*— — 1. 

2， 如 时 新 奔放 aos ot 是 通过 形 为 ge= Doga G1, 的 方 
程 组 闸 接 给 出 , 算出 相应 的 坐标 变 黎 的 方程 ， 

3， 给 出 平面 上 坐标 轴 旋 转 训 角 的 坐标 变换 的 方程 。 


89.2 相似 矩阵 与 特征 矢量 


舌 量 空间 下 的 线性 变换 下 :FF， 可 以 用 各 种 不 同 的 矩阵 来 
表示 ， 这 些 答 阵 依赖 于 玉 的 林 庆 (坐标 系 ) 的 选择 ， 比 如 ， 在 平面 
-上 ,由 ei 38,, 83 9 — e t 289 定义 的 变换 , 它 在 R? Bos 
EA PA HER A RaR, IERE ARITE e 和 za 的 变换 式 的 
ABER, 如 下 所 项: 


得 是 对 于 8 9.1 中 所 讨论 的 新 基 确 mW = 2e, Q= 617 en 上 述 变换 
EE w > 3c a I 2a; 因此 它 就 可 以 用 比较 简 音 的 对 角 和 矩阵 


d i) 


= 322% 


来 表示 ， 我 们 称 这样 两 个 矩阵 4 和 如是 相似 的 ， 

为 了 推广 这 个 结果 ， 让 我 们 回想 一 下 ， 和 失 阵 是 怎样 表示 变换 
的 ， 取 矢量 空间 下 的 任意 一 组 (有 序 ) 基 底 cy，…，wx* 和 任意 线性 
变换 T:IV—V. 那么 基底 矢量 a 在 信之 下 的 象 可 以 用 8 8.1 公式 
《9) 写 成 


c; P — bac A= (ai). (65 


TRUE, ET EERE a (03, o, T FH non HEARR. RERA 
也 可 以 通过 坐标 来 表示 . VR £— Dea 是 三 的 一 个 矢量 , 它 对 于 基 
IE e 的 些 标 是 fm- 数组 X — (00,0. MAR n- UIT E 

T (Erap T — Eae CT) 


= > > $0, 40 — 三 (三 row 
. 10 4 了 F 
Tin ftn y; EATE o 的 系数 , 所 以 
y;— wa, 


7 l0 Es cB Y ARERR Y= XA. fUIRS "S DH SE JE 
Y—XA, HX EXT, 
YE n= ET KT a 的 些 标 ， 
病 个 等 价 的 命题 (6) 和 (7) 都 意味 着 , 对 于 基底 上 E TOTA e fF 
AGE, 
gout, e, tE, MAREE 1， 新 基底 
HEAHI— nxn JETRE P 3 xEAESEIESEXE RS, 如 人 8) 所 示 ; 再 
根据 定理 2, E PET 的 新 坐标 可 以 通过 老 淮 标 给 则 ， 表 未 成 X= 
XP-'ARr1Y*—-YP-. PAROA 
Y*—YP-1—XAP —X*(PAP-1), 
IBULTHRIRCT, (EXISEBGR Pon UE dT BEEBROHEX 
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(7) 


AP- UXOR B=PAP ERA EAR SURE pAn 
系 (§ 6.12)， 在 矩阵 代数 中 , 这 是 很 重要 的 , 称 它 为 相似 关系 . 

EN OK RGHDOFop 6p Wb 49 nxnég EE A do BC P) da (a 
* Bod POOR Anxa dE RAE PARE BPAP, 

上 述 讨 论 就 证 明了 

定理 8 SQF bed nxnd BE Ade B, 对 于 (和 通常) 不同 的 
SA don En AxER Ha- TAE GRATIV—V, X 
Bdx 3548 EE Ao B Ada dts, 

SUCIXESRI ELS IPIE ERNER AIT: 

定理 3 人 息 设 对 于 下 的 基底 oso, EER TFF 用 


ARARAT, UR P— ng) db E at pus; AV 的 
i 


相应 的 新 基底 , 那么 对 于 新 基底 ,人 就 用 拒 阵 PA 来 表示 . 

对 前 矩阵 的 代数 运算 特别 容易 : 性 意 两 全 对 负 矩 阵 相 如 {或 相 
58, 只 是 把 相应 的 对 角 线 元 素 相 加 (或 相 莱 )， 由 于 这 个 以 及 共 他 
理由 , 考查 什么 样 的 矩阵 同 对 角 矩 阵 相 似 , 考查 哪些 成 对 的 对 角 第 
阵 彼 此 是 相似 的 ， 这 是 非常 重要 的 ， 这 些 癌 题 的 回答 包 华 了 峙 征 
舌 量 和 特征 根 的 概念 , 这 两 个 概念 也 称 为 本 征 关 划 和 本 征 值 。 

EX. RRTV (dRARAGRGDVOBSS XR X4 iT— 
c£ b — A db AGERE, GRO o AX — de; 全 的 特征 信 是 满足 UT 
=ef bind c, RO E RO — GERE KE. d A, p EA ES REX 
量 和 特征 信和 是 满足 XAT— OX Ad X—(Qm, o6, n)dededh T 
《或 正人 的 所 有 特征 值 的 集合 称 为 下 的 谱 ， 

这 样 , 王 的 每 个 特征 矢量 上 确定 一 个 特征 值 es, 并且 每 个 特征 
慎 至 少 属于 一 个 特征 舌 量 ， 因 为 相似 和气 阵 对 应 着 不 同 基底 下 的 同 
一 个 线性 变换 , 所 以 相似 矩阵 具有 同样 的 特征 人 显然 , 如 果 矢 量 
I+) 对 某 一 标量 ec 满 是 互 4= ec 和 nAIRE nxn E E A 

» 324. 


前 特征 矢量 . dinJR 4g DE BPAP ARCCT A, WAP- B= 
XP-1PAP-! 二 oe(XP !)， 所 以 XP-! 是 B 的 属于 同一 特征 值 e fg 
特征 矢量 ， 还 应 注意 , 特征 矢量 乘 上 任意 非 零 标量 还 是 特征 矢量 . 

特征 矢量 与 对 角 矩 阵 之 同 的 联系 由 下面 定型 给 出 ， 

定理 4 —4-naxndg EA 5 — IS A ERE DA 2 Booz 
A EE DE ERE, FP" AX A 5S Da das TEL A 09 T ES 3o ED 
ers A LE. 

特别 是 ， 这 个 定理 意味 着 ， 对 角 续 阵 的 特征 值 是 对 角 线 上 的 


元 素 . 
证 明 d(JLEUERPEA 5o fidele D dll DID faoc sk 
di, d... WAZEE e15 (1,0, 0,0), s a= (0,77, 0, 2E 
D if Fe fit Ac E, 这 是 因为 Ddin cs ED dan 还 有 , 对 角 线 
3: xXRd,, se, dE D ls dp pz 9 REE, 因此 也 是 4 的 特征 值 . gil， …， 
d, 是 唯一 的 一 组 特征 值 , 因为 设 蕊 = Gn, nm) 503 D f EE RENE 
fd. 3B ZO 3E — 318 0p 9 RRAEÍE eH XD—cX. 而 XD— 
(dim, --, 所 以 对 所 有 的 i A dun — ex, AART r0, 
所 以 就 证 明了 对 这 个 i A di5 0, 于 是 特征 值 " ARRERA d. 

反 过 来 , 假设 4 存在 足够 的 特征 和 关 显 张 成 整个 空间 F", 了 了 ,是 
F* 上 相应 的 线性 变换 , 那么 (87.4 定 理 4 的 推论 2), 我 们 可 以 取 
出 特征 矢量 的 一 个 子 集 含 fot, Am 它 构成 F" B3— 1: EE, E 
为 每 个 Be 是 特征 矢量 , 所 以 有 有 Tc 有 rn Bal a= taba 其 中 
€,, 77, 0 是 一 组 特征 值 ， 固 此 , 对 于 基底 Fuse Bus Ta 可 以 用 对 
鱼 算 阵 卫 象 公式 (6) 那 样 表 示 ， 这 里 如 的 对 和 角 线 元 素 是 cb n Cn 
BIA A AAEE D ati. 

推论 doom oOP Mp drÀ nc n EAn ERRUOO X 的 特 
ERE, PAPRA, a PAP X b A 

证 明 RMH n TRECH n ERE A, e, Xa 它们 是 
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A PHRERER ES, 所 以 对 畦 征 值 Gis 77, 06, 有 AXjA-—eX,;, i=], Ut. 
s. DÀ Xi, 5, X, DITH E PAEdEZE SEIS, DIOS ESPI B 13S 
ETRE ARTE BOE LEE 


X. eX, ĉi 0 Xi 
X. Cada 0 ec,/XAX, 


这 就 表明 PA-DP, 因此 PAP-! =D, 这 里 也 是 以 c1,…, en 为 对 角 
线 元 素 的 对 角 矩 阵 ， EAE, EEPE E EM 4 的 直接 证 明 中 
对 基底 变换 所 需要 的 矩阵 . 证 毕 

另 一 方面 , 存在 若 与 任意 对 角 符 阵 都 不 相似 的 矩阵 (参看 下 面 
习题 5). 

为 了 明显 地 构 塌 出 与 已 知 些 阵 相 似 的 对 角 符 阵 (如 果 它 存在 
的 话 ?， 我 们 要 找 出 特征 悍 和 特征 矢量 .根据 下 面 的 考虑 ， 特 征 值 
和 特征 矢量 的 求 靶 可 以 大 大 简化 . 

Au HERE A 是 %xm 矩 阵 4 的 特征 值 , 了 是 部 x2 单位 矩阵 ， 那 
4 XA-AX--AXI, BiEXPACA dE SE n REXIN X(A- AD — 
O. FEA -A 为 系数 矩阵 的 # 个 齐 次 线性 方程 组 有 非 平 几 
解 ; 因此 根据 8 8.6 定 还 9 的 推论 1, 我 们 有 

定理 5 标量 4 是 痊 降 忒 的 特 三 值 当 且 人 妈 当 和 矩阵 A—AI Sd 
异 的 ， 

例如 , TEA IB, 2x 2 A8 pc 


a-a- ("^ s ) (9) 
51 £i; — À 
A3 -—— (ay d- 0:3) À F 1023 — 01:831 7 O. (10) 


《这 只 表明 A AI METIR ETE ) 因 此 ， 我 们 通过 求解 这 个 方 
程 求 出 所 有 的 特征 值 ， 而且, 对 每 个 根 4 至 少 有 一 个 特征 矢量 , 这 
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:可 以 通过 求解 方程 组 
910, 1T E2023 一 Ai, 


Vi a F 4320535 = At 


一 号 4 
例 TA 2 i ts eene. 
多 项 式 (10) 是 A1 4A—5. 这 今 多 项 式 的 根 是 1 和 一 5; 因此 
:将 征 矢量 满足 漠 次 方程 组 
一 3 十 28 一 多 -3g + 2y = — 5E 
Ax—g-—y, dz—y = —by. 


. 解 这 两 个 方程 组 ， 我 们 得 到 特征 笑 量 (1, 2) 和 (1, 一 1)， 用 这 两 个 
矢量 作 新 的 基底 , 上 述 变换 的 矩阵 就 呈现 对 角形 .根据 定理 3', 新 
dA fü KE RT DA S A Pe RE PA 


e X X1 2v -(} 0 
Ai —1A 2 -IAL a) NO 2) 
3 题 


L ER: X 82x = (1 十 了 Dz 十 (1 一 了 8 29 2(-—5)x(0--5)g, x 
:未 一 个 甘于 通过 原点 与 x 轴 成 45" fau ERE fH. IPDERXK TOEDA y Dp dE 
Eata, 并 说 明 它 们 的 几 柯 意义 ， 

323， 计算 下 列 在 复数 域 王 的 矩阵 的 特征 位 和 特征 拓 量 : 


eG e» 


1 2 —1 Bi 
e 23) «e» 2) 
3， 对 习题 3 所 给 出 的 年 个 矩阵 4， 如 果 可 能 的 话 , 求 出 非 奇 异 怎 阵 P, 
{E4 PAP :是 对 角 和 矩阵 . 
4. ta》 求 出 弄 示 转 过 日 角 的 平面 旋转 的 矩阵 的 复 桂 征 慎 ， 
(b) EH: 表示 转 过 日 朋 (0<8< 一 rz) 的 平面 旋转 的 算 阵 不 能 同 攻 意 实 
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xt file Rec d | 
5. Wm. "evo deRR( O Tete t tot Ac at jo e Re M 


位 ， 从 几何 上 说 明 这 个 结果 

6. WEH: 2x2 FERE A H FETES RERO ERE y RUE HOT ER yt (a, 一 
G2) Y — Gi, = D. 

7. WEH; R-FCL AIEO BUE HAUS BEA IHE AE MIS AA EA 
子 空间 , 这 时 假定 和 BERERE EE A. 

8. WEW: 非 奈 量 矩 阵 的 任 疙 22€ 2 实 对 称 和 矩阵 有 两 个 不 同 的 实 特 征 失 

9. (a) 证 明 : 两 个 mx JB ACBLB Eze rao EL (CSSIELTTXE T m E 
A Ron] V Egon SiS ER TRTW. G8 DL EELAIS TL S EE [e] — 7] JA. V. 38IW. B ER tE 
变换 到 :一 古 . 

(b) JEüR IX UE H, 解释 $8.9 定理 18. 

*10. RARESA, EA: AB—-BACQBHMÓAM ASBR 
7f Ji [1 83 HR AE Ac EE dE KE (Frobenius). 


"11. (a) EN: AO (^ AERE 那么 ad — be 


eti (EXER E DL $ 9.4.) 
(b) DEW]: 如 果 ed—5c—1, WAA HS IESCERHRIUA EL C84 A= +1, 
或 —2«a-Ld«2. 


(c) 证 明 ; 如 果 ad—be- —1, 那么 4 与 正 交 第 隆 相似 当 且 仅 当 acd 
-—0. 


89.9. 全 线性 群 与 仿 射 群 


n 维 矢 量 空间 F^ 的 所 有 非 奇异 线性 变换 构成 一 个 群 , 因为 这 
样 的 变换 的 溢 积 和 道 变换 还 是 线性 的 和 非 奇 异 的 (8 8.6 定理 9), 
这 个 群 称 为 全 线性 群 ma 一 To 本 。 在 线性 变换 同和 矩阵 的 一 一 对 应 
中 , 线性 变换 的 乘积 对 应 着 年 阵 的 习 积 , 所 以 全 线性 群 与 元 素 属 于 
域 瑟 的 所 有 nxn 非 奇 异 矩 隆 构成 的 群 同 构 . 
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全 体 平移 构成 另 一 重要 的 群 ， 平 面 上 的 平移 是 把 平面 上 的 所 
ERBE -指定 的 方向 移动 同样 一 段 距 离 ， 移 动 的 距离 和 方向 
TURER « 表示 ,x 具有 适当 的 大 小 和 方向 ,那么 平移 把 每 个 矢 
量 扣 的 端点 移 到 矢量 二 Te 的 端点 ， 在 空间 FK" p. GOHdih PR 
itn, 其 中 是 固定 矢量 对 任意 坐标 系 , 平移 后 的 矢量 的 毕 
Eyn th, e, Ya tatin AE k 是 舌 量 x 的 坐标 . 平移 
二 -> 一 十 I nienti BERBULIBAE IA SUPR, ERG 
f&£I—-L—£icbGCbA). IX ERA LCE Jed k 5S AER. 类似 
地 ， 平 移 £1 EF Pike nne TERRENT E 
定理 (8 6.5 定 理 8) 的 特殊 情形 : 

EIG PG EET HERE BANAANE, A 
ZEOGS E^ 的 全 体 冬 全 的 加 法 群 同 构 。 

线性 变换 灵 后 面 再 跟随 一 个 平移 ,就 得 到 变换 

£c 5—ET& (T ERIEN, e 是 固定 矢量 ) (11) 
任意 一 个 这 种 形式 的 变换 称 汐 F* 的 一 个 伪 射 变换 H. 仿 射 变换 
包括 线性 变换 ( 当 k= 们 和 平移 ( 当 严 = 门 。 如 果 仿 射 变换 (11) 后 
面 女 随 第 一 个 仿 射 变换 neni tA, 则 它们 的 乘积 是 

E> (ET L- J- A ECTU) + (k&U 3-4). (12) 
共 结 果 还 是 仿 射 变换 ,因为 wz 十 4 RF" 的 一 个 固定 矢量 .每 个 
乎 称 是 一 一 的 , 起 是 映 上 的 , 因此 它 有 逆 ， 所 以 仿 射 变换 (11) 是 一 
-一 上 里 上 的 当 生 仅 当 它 前 线性 部 分 是 一 一 的 .因此 仿 射 变换 (11) 的 
BEDIER ni Eo yT71 — T7, 这 可 通过 公式 (11) 解 出 5 而 
得 到 ， 这 就 证 明了 

定理 7 Fr* 的 所 有 非 奇 异 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 各 为 
PARAF), HR BE Edo P AE EEE TRE, 

优 射 变 换 对 于 基底 的 方程 是 什么 ?9 HREERRAY TEEN A= 
(2,0: SESS Ae BEA ER EAR K= n, ka). PEDI E 
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But eso X= Gn, …, 的 矢量 变换 成 坐标 为 
Y-XAK, g-2naskk Goles) — 02) 


HAR, e AEE E GE E 
成 象 (13) 式 那样 的 非 齐 次 线性 方程 组 . | 
变换 (13) 与 Z—YB--L 的 乘积 是 
Z-X(AB)tEB-L (K, LÆ EE). a4) 
这 个 公式 与 (12) 式 祖 平 行 。 我 们 从 变换 (13) 按 下 面 方式 构造 一 个 
?十 1 咏 华 阵 ， 即 在 矩阵 4 的 右边 加 上 一 个 零 列 ，4 的 下 面 加 上 行 
dA KA Ed EET AXI. 


xen (jo nx IRE, KE 1x nó EE 


(15) 
ATTGXFRBUARERE, MEERI. Hip De Mu pE SE HE EU 
($8.5, (4305304880 ' 


A ON B ON (AB-OL | 4040-1 
(E Xa Loser konaa) 

ff BE o 

"(eos 1) . (16) 


等 式 右 边 这 个 结果 正 是 对 应 于 乘积 变换 (14) 的 加 边 矩 阵 。 这 就 证 
明了 

定理 8 on EE ETE db E RETE AE An UM PES PX 
f& — 5) 3 (0, 7, 0, 1)" 的 (n 十 1) x (2 十 1) 非 奇异 矩阵 构成 的 群 同 
袍 .这 个 同 构 通过 对 应 《15) 明 显 地 给 出 ， 

每 个 仿 射 变换 H= ET +R 确定 唯一 的 线性 变换 到 按照 
《127 式 ， 西 个 优 射 变换 的 习 积 确定 相应 的 线性 部 分 的 乘积 ， 这 个 
”了 3D，* 


对 应 吾 上 斑 > 殖 把 非 奇 异 仿 射 变 换 群 喘 上 至 全 线性 群 ， 在 群 论 意 义 . 
下 C8 6.11), 它 是 一 个 同 态 。 在 任意 同 态 中 , 映射 到 单位 元 素 的 元 
素 构 成 的 集合 是 一 正规 子 群 ; 这 时 ， 满足 了 一 了 的 仿 射 变换 五 怡 好 
是 一 个 平 称 ， 这 就 证 明了 
定理 9 平移 群 是 仿 射 群 的 正规 子 群 。 
方程 (13) 可 以 象 上 述 那 样 解释 为 点 ( 笑 量 ) 的 变换 ， 它 把 每 个 
A X — G6, yo 变换 到 同一 坐标 系 中 的 新 点 了 一 (a gn). E 
梯 我 们 可 以 把 方程 (13) 解 释 为 坐标 的 变换 ， 我 们 称 第 一 种 解释 为 
坐标 固定 图 象 移动 的 变换 ( 即 点 移动 到 另 一 个 地 方 )， 称 第 二 种 解 
释 为 图 象 固定 坐标 移动 的 变换 (有 即 点 取 另 一 个 名 字 )， 
例如 , 在 平面 上 , 方程 组 
所 一 3 十 2， 一 光一] 
当 把 它 作为 第 一 种 变换 解释 时 , 它 把 整个 平面 向 东平 移 两 个 单位 ， 
再 向 南平 移 一 个 单位 ; 当 把 它 作 为 第 二 种 变换 解释 时 , 原来 坐标 网 
格 用 一 个 平行 的 网 格 来 代替 ， 新 的 侍 标 原点 是 把 原来 的 坐标 原点 . 
向 西 移动 画 个 单位 再 向 北 移动 一 个 单位 而 笠 色 ， 
对 所 有 变换 群 都 可 作 类 似 的 双重 解释 . 


习 题 


1. a) 用 惩 阵 吉 示 下 列 各 芒 身 变换: 
Hy x =B +67 +2, y'—39—4 
Hy x =g+y+3, p —r—)g45 
(D) HRRR NHA, HR, 
(e) H, fa Hs Bit, 
2. 证明: 请 吓 条 件 a4 一 be = 1 的 所 有 依 射 变换 x card by 二 te, y =er- 
dy f RA ERE 4;( 了 本 的 一 个 正规 子 群 ， 
*3. BARN) te=] EN: SET bd IES XD M EHE 
Air pad 25 c f En X [T , 
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4. TET RISE E nx n 您 阵 的 集合 中 , 哪些 是 全 线性 群 的 子 群 ! 
(a) Zi Es EERE el 
(b) 4 xa ae. 
(c) 全 体 非 奇异 对 角 和 矩阵 。 
(d) AE BUE. 
(e) 全 体 单项 矩阵 - 
() AEE MEER. 
(E) 全 体 严格 三 角形 矩阵 . 
W 第 二 行 元 素 为 零 的 全 体 矩 阵 ， 
O 至 少 有 一 行 的 元 素 为 等 的 全 体 抵 阵 . 
5， 列 举 与 的 所 有 平移 构成 的 群 同 构 的 矩阵 群 . 
6. (a) i Z, RH 2 NER, 列 岂 (Za c Br dps, 
(b) ER ZD Bo 
Y7. CZ, 是 模 了 整数 成 时 ,全 线性 群 LZ 的 阶 是 多 少 ? 


3， 设 G 是 所 有 形 为 4=[ S PG ado) BERE AUR D E 


"Bl: E Ara RR 4E. 

9. 将 3x3 ARTAR ORR [o] dis HEU DERI 2 x 2 非 奇 异 三 角 
TERRAE. GET: 象 习题 8 那样 证 明 , 但 这 里 用 分 其 矩阵 .) 

10. 证明: mE EF n EK Ra. WAR DOO M lE) 也 是 
JM. 

11. ik nam, 证 明 : ILQQ Rm Le tF) ARER. 

12. (a) ES: 线性 群 LG) 的 中 心 由 标量 矩阵 e(0250) 组 成 ，( 提 
GE 它们 一 定 同 每 个 拭 阵 了 如, HIS) 

(b) 证 明 : 同 每 个 优 射 变换 可 交换 的 唯一 的 仿 射 变换 是 庆 等 变换 ， 

*13. UL.UO 是 全 线性 群 , 证 明 ， 两 个 仿 射 变换 H, i 五 : A LOO) 
的 同一 个 右 障 集 中 当 卫 但 当 GBF 一 DHs(D 是 原点 !). 

14. 证明， 商 群 AC /2 CP) 与 LaO i KE A, E EE, T. 
NOR BRE. 

15. (a) WB]: E ad-be 的 全 体 一 一 变换 y OE SL EE OI 


为 线性 分 式 群 ) ， 
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(b) 证明; 这 个 群 与 全 线性 群 在 寞 非 零 标量 年 阵 的 予 群 之 下 的 商 群 
m45. 
*(c) HATART 2x2 B3B, 推广 上 述 结果 . 


A 0 
15. («) UN: EKAI LL) Geb ob rx PS Boh axe de 


阵 ) 的 非 奇 异 年 本 构成 的 集合 与 站 积 L, 00) x LZ COP RT. 
(D 当 ?=2,3=1, 用 上 述 矩阵 确定 的 R 的 线性 变换 的 几何 特征 是 
TA 


§ 9.4” 正 交 群 与 欧 几 里 得 群 


在 欧 几 里 得 几何 中 ， 长 诬 这 个 概念 起 着 极 重要 的 作用 ， 因 此 
我 们 在 欧 几 里 得 笑 量 空间 中 寻求 使 得 所 有 疾 量 上 的 长 庶 1E| 保 振 
不 变 的 那些 线性 变换 . 

定义 ” 欧 岂 里 得 关 量 空间 的 线性 变换 四， 如 果 它 保持 每 个 关 
* £5 REQURIETI—IE|, 那么 称 卫 为 正 交 变换 . 

我 们 现在 来 确定 欧 儿 里 得 平面 的 所 有 正 交 变换 了 一 了 4. 因 
为 4 是 正 交 变换 , 所 以 单位 矢量 (1, 0) 98 (0, D 的 变换 式 

a, o(? 2e (an an); onf s )- 0. b) QD 
的 长 度 为 1， 根据 毕 达 哥 拉 斯 长 度 公式 , 这 就 意味 着 

al-al-i1, bi-4bi-1. (18) 

此 外 ， 笑 量 (1, 1) 具 有 长 认为 VV 吾 的 变换 式 (q1 十 Bs 十 5)， 所 
以 (ai 十 加) (25 5:)?—2, 展开 后 再 把 (18) 代 入 , 我 们 得 到 

ab, 十 ab = 0. (18°) 

根据 (18), 存在 -- 个 角 日 使 得 cos0—a,, sinf=a. RAAS) 


有 igo So. B, 因此 根据 人 48)7 有 b= 2 cos0, b> Fain. E 
1 2 
fi 5 PUBIUP pd B5 e DA e UP P EE 
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cos sing cog ain 
(n A ^ o) a9 
:根据 3 8.1Z3X(5) 805), GXPHATP ABER 2) So Pob 6 角 的 旋转 
和 关于 与 了 轴 成 a— 3 角 的 直线 的 反射 ， 因 此 每 个 平西 正 交 变 换 


是 旋转 或 是 反射 。 . 

几何 玉 ，(19) 式 的 左边 一 个 正 交 变 模 的 逆 可 通过 把 9 用 一 9 
fO m BERE 因此 这 个 赣 是 原来 给 阵 的 转 置 .这 个 事实 (不 象 三 角 
公式) 可 以 推广 到 nx EERE. 

定理 10 正 交 变换 四 具有 性 质 : 对 每 对 矢量 品 纺 有 

d) T Ms Rd JEn] = JETIT]. 

(i) 了 保持 内 积 不 变 , PPS, m= CET, nT). 

Gi) PRE RIE, 即 由 三 上 9 可 推测 ET 1 oT. 

(v) T WE RACE, M cos Z (5, 9) — cos Z (GT, nT) 

证 明 ”由 于 多 是 线性 的 ， 由 定义 得 到 (i) 因为 5 上 17 意味 着 
(É, 中 二 0, 而 且 角 是 通过 内 积 来 定义 的 售 7.9,(4)), 所 以 性 质 (iii) 
fu COO ALPEN, GD EREN. STEAG, 从 内 积 的 “ 双 线 性 "可 
WER CEH, £m) — Gl, E) 2G, 0) - Qn, 切 。 由 这 个 方程 可 以 利 


MKE” (Hein £] = E, D D RU CE, D, 形 为 


2(5,9) — |£--q]?— [8]? — [n["- (20) 
ErTiE GER T (RERTRYUEX WM E HUS, BUSCAR FRAEZUZC 
边 的 内 积 不 变 。 这 就 证 明了 xii). 证 毕 


反 过 来 , 如 果 已 知 变换 保持 所 有 的 内 积 不 变 , 因为 长 度 是 通 
过 内 积 汇 定义 的 , 所 以 下 一 定 保 持 长 许 不 变 , 因此 它 是 正 交 变换 ， 
下 面 我 们 要 亲 ， 什 么 样 的 矩阵 对 应 于 正 交 线性 变换 ?f 这 个 问 


O 题 至 少 对 于 标准 正 交 基 的 情形 是 容易 回答 的 ， 


EHI 对 于 任意 标准 正 交 基 ,%X 疯 实 起 阵 半 表示 一 个 正 充 
554e 


JA pdE WRGR Bo[üch A 8p dB A Y €) 3e R0 1, 任意 两 个 行 矢量 
A GEX e. 

证 明 ”根据 定理 10, 任 音 正 交 变 痪 TT 一 定 把 已 知 基底 el …， 
e 变换 为 一 组 祭 淮 正 交 基 eT, …, an==esT， 反 过 来 ， 如 果 变 
挨 了 具有 这 个 性 质 ， 那 么 对 任 音 矢量 5 二 zx181 十 … 十 zsen 有 变换 
sk £T —aay d bases, H 8 7.11 的 定理 22 我 们 知道 ， 长 度 是 按 

普通 公式 给 由 
HEIGESEET LEE: IN 

因此 是 正 交 的 、 根 据 下 面 的 说 明 (参看 $ 8.1) 我 们 就 完成 了 定 
理 的 证 明 ; IAME i FARKE as e T. 关于 原 基 底 sl ns en 
的 坐标 

定 丙 中 所 叙述 的 关于 4 的 条 件 , 写成 坐标 形式 , 等 价 丁 方程 


c ausa, 对 所 有 d, 
n (21) 
$2465 0, 4 ij, 

k=1 


HF 2x2, SRODA MEEDA Mh 

立 的 那些 公式 .如 果 我 们 用 A RRRA B8 fr, A 表示 

"£e E AS A; PUBL AE An e 9 e 4 AA; " 88.5 的 
(349), 那么 条 件 (21) 可 以 写成 

Acl, A520, ij. (21) 

在 矩阵 4 与 它 的 转 置 A HRR AA 中 , dB fT STO AR, (21) 

ARH, PTRA j IE AA —Ó., 3X8 0,, 是 单位 矩阵 了 == 

《3 中 的 第 主 行 第 了 列 元 素 ， 昔 位 上 矩阵 的 对 角 线 元 素 à, —1, XE 

他 非 对 角 线 元 素 都 是 零 . 【记号 åy SUL TNR 3.0 于 是 

我 们 证 明了 了 
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定理 12 -nxn Ei dkgngEEGEdRX OR (65 AA I. 

方程 AA'—I TETEZRÉRR LOGNDUE E SC, AEREE a RT 
以 定义 得 更 一 般 些 ， l 

EL 4dREGE LIO AGRGEGR 5 Roo AS =I. 

这 就 意味 着 正 交 崔 隆 和 4 的 转 置 4' 昨 4 的 看 道人 大 此 根据 
$ 8. 6 定理 9, 每 个 正光 矩阵 4 EJET RA, Hd ASA. Ae 
AJAI AARI AAY =I, WE A' 是 正 交 矩阵 . 这 就 
是 说 , t£ IE D ABE A Byte db AEIESEABPE. BERETAN, 48. 
HAREXEN AHE | ARE H HE PE 20 LL 任意 两 个 列 
REEK: 


M aum; 1, SUR i, 
um (22) 
$amaum;—0, M i. 

k-1 


BUG nxe EZERRE XXGEULARBS, 因为 正光 矩阵 
的 化 AA BER, HAREE AGB BJNERRAEAEZE 
Bj: (ABJ -B'A' = BA — (AB). gk BEA AR EEPEREL (CE 
TH, REXER O (F) 3 P—RM. Oa(F) 与 已 知 欧 几 里 得 
空间 的 所 有 正 交 变换 构成 的 群 同 构 . 

欧 几 里 得 笑 量 空间 吾 的 刚体 运动 指 的 是 召 中 保持 距离 不 变 的 
JERAR I, EME ARE £, n, U WE LEU gU] = | 
—n|. E MMEXGETER Hi EXE E— n 75, 园 此 也 保持 它们 的 长 
Hem de. 所 以 它 是 刚体 运动 ， 因此， 如 果 仿 射 变 换 5H 一 > ETA 是 
刚性 变换 , 那么 E> (5 —40 — £P 也 是 刚性 变换 ， 反 过 来 ,如果 
ERIZE, JA Ens ET + 也 是 刚性 变换 .而 根据 定 丙 
10， 线 性 变换 是 刚性 的 当 且 仪 当 它 是 正 交 变 措 ， 于 是 我 们 得 出 结 
论 , Mb GR) GER 4k sé ch Bd cn TO AGE A ck dA, 象 在 定理 7 
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的 证 明 中 那样 , 因为 爹 体 正 交 变换 构成 群 ， 所 以 可 以 得 出 ,全体 刚 
性 仿 射 变换 构成 仿 射 群 的 一 个 子 群 ， 它 称 汶 欧元 里 得 群 ， 这 是 欧 
JUS JL fat bs deni, 

还 有 其 他 各 种 几何 群 ， 我 们 所 丈 悉 的 一 个 几何 群 是 所 有 相似 
STARIR, BEENA KER LKT 02-0 的 线性 变 
A& T HUR, WELET m osl£[. 可 以 证 明 , 这 些 相似 变换 实际 上 梅 
成 一 个 群 ， 它 包含 正 交 群 作 为 子 群 . “广义 ”相似 群 是 由 所 有 仿 身 
蛮 换 二- 一 > 5 十 4 组 成 , 其 中 全 是 相似 变换 。 


3 — HB 
1. Mii POXUABRERSIEGEAE, Gn 2G BMGRGEXEPS RIBERA 


d 3. Jo X83 
2 2 2 2 
(a) Gs z) (b) a | 


2 2 (3 
0.6 0.84. 
e (os -os) 
2. sEHi —A-1ESEAEBE, 它 的 第 一 行 是 矢量 05, 12, 00 3 E. — TP b RE, 
8. HEB]. 如 果 把 正 交 矩阵 的 列 慎 换 , 352. ER FED AERE UL CIE AB EIS, 
4. Wm. 如果 4 和 五 都 是 正 交 短 阵 ,那么 [ 4 Salo S 
7 o B B oO 
BM. 
5. EFTERNEI, RRE H EAE HE: 
cosg sing 0 1 rt 0 
(~ eoa d " (^ cos g an) 
0 o i 0  —sinÜ cos? 
6， 证 明 ; KARERE ERRAI. 
7. 证明 : debEE SERA LE JL EL BERE TS IE XRLT- EE. 


DEN: 


D 事实 上 , 任意 刚体 运动 必须 是 仿 射 变换 ,因此 欧 几 里 得 群 实际 上 起 所 有 阴 体 
运动 的 群 , 
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8， 作 为 定理 10 rp B MER GI 的 另 一 个 证 明 , 用 基本 原理 证 明 4(£, 9 
-Í1£4ct5|*-]|£—7]|*. 
9. 证明: —^A UBER EHE eH 3E EE RT I 8 HL DU ELE SE AGE- 
85. 
10. 证明: GAER S FLÉEEERI —DUE HEUS AER ST, EE 
ERE c MEZEM THH. i 
11. FREEZES, MER 4 表示 捍 似 变换 的 充分 必要 条 件 ，( 参 
FEMI 和 定理 12.) | 
12. (a) 证 明 : 全 体 相 似 变 换 构 成 群 S, 
(b) WEBI: On 是 5, 的 正规 子 群 . 
(c) 证明; WERE SL/O, 与 全 体 正 实数 构成 的 乘法 群 辣 构 。 
13. Z: 上 的 8x 8 E RESI TEZER Z Er 
14. (a) 证 明 : 对 应 4-8 (4D = A77 AE E EMERE L.C) B9 — 4 EL Fi 
构 . 
(b) ER: HARG AR 02 A) 9 A. 
(c) XHEDAS AERE A, 有 人 (四 一 省 


89.9 不 变量 与 标准 型 

全 线性 群 、 优 射 群 、 正 交 群 和 欧 几 里 得 群 都 是 线性 群 的 例子 . 
另 一 个 例子 是 酉 群 (§ 9. 12) 。 在 下 面 几 池 中 ， 我 们 特 看 到 使 用 这 
些 群 中 适当 的 变换 , 多 项 式 , 二 次 型 以 及 各 种 几何 图 形 可 以 “简化 ” 
到 什么 程度 . 这 些 化 简 娄 似 于 化 简 一 般 和 矩阵 为 行 等 价 的 简化 梯 矩 . 
BE, 已 经 证 明了 它们 的 秩 在 所 考虑 的 变换 之 赴 是 一 个 不 变量 . 化 简 
后 的 “标准 型 "和 “不 变量 "的 概念 可 以 给 出 下 而 更 一 般 的 拱 述 D, 

设 忆 是 尾音 集合 或 “空间 ”S 上 的 变换 群 G6.2). 我 们 称号 
上 两 个 元 素 % 和 8 在 GB 之 下 是 等 恰 的 ( 记 作 Eep) 23 HOC TE TE. 
G fg Sce T dp x CES y. 352, T7? E y E o, PLA yo2, A 
此 这 个 等 价 甘 系 是 对 称 的 . RMA, MEER ERIR NIE EA HE. 


D 读者 注 意 , 当 你 读 完 本 章 之 后 ,再 回来 讨论 这 一 般 情 形 ， 
338 «* 


明 ， 人 在 任意 如 之 下 的 等 价 性 还 满足 自 反 律 和 传递 律 ( 即 为 等 价 半 
W. APT OS MPEG C, 恕 果 每 个 元 素 «CS, EG IZ P C pe 
' 且 只 有 一 个 元 素 e 等 价 , BAL COR S EG ZR IRIURE 这 
个 元 如 c HERE o UU ACRI. OBS BS BUBGOU 9 XE CPU ES E Fn), 
它 取 信 在 男 一 个 着 当 的 集合 上 , 比如 说 一 个 数 集 , 如 果 它 对 于 点 中 
每 信 点 了 OG rpg HE TA F GT) 一 了 (zx), WÜBRERSE PC) EG 
之 下 的 不 变量 (有 时 称 为 不 变 式 ); 换 名 话说 ,下 在 所 有 等 价 元 素 上 
的 值 一 定 是 相 岗 的 . — SUR HB EE E, e, Fu, 如 采 可 由 Fe) 一 
FG), s FQ) Fs 全 推出 和 3 等 价 ， Welle C LR 
系 不 变量 。 
例如 , Were] S 是 菜 一 域 上 所 有 nxn , 炬 隆 组 成 的 集合 MORS 
Xx 63 EERETE ELEC TROP IR ARUPAR A. EREA SS UE 
关系 一 起 列 在 下 画 ， 后 面 三 种 新 的 等 价 关 系 将 在 以 后 JL i5 C2 3 
1E 8 9.8,8 9. 10 $ $9. 12) 里 桂 论 , 


AHENTE | —|B-PAP Ad supe; 
AFFE . B=PAQ, P, Q AJEA ERE; 
AGBQULT B B-—PAP'!, P AJEA ERES 
, AWETE B-PAP*, P 为 非 奇 异 什 隆 ; 
AEREE B-PAP-', P IESER: 
AKSTE ` B-—PAP^!, P AER. 


土 面 第 -个 等 价 关系 读 作 :“4 FEAR B A EL Don pde dE ERE 
PEPER B—PA". MER A DER T AR HANER, 
上 述 每 个 等 价 关 系 是 由 作用 在 .Me 上 的 一 个 适当 的 群 @G 所 确 
定 的 等 价 关系 Ec, 而 且 自 然 产 条 于 对 垂 阵 的 一 种 解释 . 
第 一 个 行 等 价 关 系 是 在 讨论 把 F^ 的 一 个 加 定子 空间 表示 成 
失 阵 4 的 行 空间 中 产生 的 ， 在 这 种 情况 中 ， 算 阵 了 的 全 线性 群 道 
过 AI PA 作用 在 4 上 , 简化 梯 矩 阵 是 这 个 群 之 下 的 标准 型 ，4 
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BE dux GEL RITTER GERE, IBEJERECB ASH AED S 
db. AARAA JERE ARI B IR— 5E fs A Ur Bg 

8t —^ EUER GR B PAQ 这 种 意义 的 等 价 ， 不 会 同一 般 
的 等 价 关系 混淆 ) 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 另 一 个 矢量 空间 的 线 
性 变换 的 各 种 给 阵 内 示 中 产生 的 (大 看 $9.2 习题 9)， 这 里 , 根据 
8 8.9 Ry 3E BR 18， 秩 是 在 群 4 一 > PAQ 之 下 的 爹 系 不 变量 ， 对 角 
线 元 素 是 1 或 0(1 都 在 0 的 前 面 ) 的 所 有 对 角 和 矩阵 组 成 的 集合 是 
标准 型 集合 ， 注 意 , 我 们 同样 还 可 以 选取 不 同 的 标准 型 集 各 , 比如 
说 它们 是 同一 类 型 的 对 角 和 矩阵 , 只 是 对 角 线 上 的 0 在 1 的 前 面 , 

相似 关系 是 在 讨论 一 个 矢量 空间 到 自身 的 线性 变换 的 各 种 是 
涟 表示 中 产生 的 , 在 这 种 情形 , 全 线性 群 是 通过 ALIM PAP 作用 
到 4 上， 在 相似 变换 之 下 , 矩阵 4 前 秩 是 一 个 不 变 基 , 因为 两 个 站 
ERER, 在 等 价 之 下 , 秩 是 不 变量 .根据 89. 2， 和 矩阵 的 所 
有 特征 值 集合 在 相似 变换 之 下 也 是 不 变量 , 但 它 不 是 全 系 不 变量 . 
在 相似 变换 之 下 ， 系 统 地 列举 出 完全 的 标准 型 集 台 是 答 阵 论 中 一 
个 重要 的 问题 ; 对 于 复数 域 ， 给 出 了 矩阵 的 车 当 标 准 还 ( 见 
8 10. 10), 

后 面 将 出 现 的 相合 关系 了 一 P4P")， 它 是 在 讨论 用 (对 称 ) 矩 
阵 表示 二 次 型 中 产生 的 ,， 

作为 在 群 之 下 等 价 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 用 所 有 平移 #y= 
gtk HRR EERS SRA fr) — az?-Fbr e, X 中 必 二 0 
将 4 一 # 一 天 代 人 ,我 们 得 到 平移 f(x) BS £e RE 

8 (有 =aly—k) Tr 5(y—E) re 
—ay?-- (b —2a£) y - al —bk4- c. 

转 别 是 ， 我 们 得 到 熟知 的 “配方 "法 一 一 所 得 的 新 多 项 式 没 有 

一 次 项 当 且 仅 当 一 部 , 这 时 , 多 项 式 是 
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于 是 fa 在 平移 群 之 下 与 一 个 且 只 与 一 个 形 为 ay! 3k 89:45 XL 
锋 价 ， 因 此 没有 一 次 项 的 二 次 多 项 式 是 这 个 知之 下 的 标准 型 ， 另 
一 方面 , 任意 平移 后 的 多 项 式 同 原 多 项 式 了 (x) 具 有 相同 的 首 项 系 
数 o AERAR HIJA d= (6 —2ak)*— 4a (ak! —bk-4-c), Hief) 
的 首 项 系数 和 判别 式 是 这 个 群 之 下 的 不 变量 ， 它 们 组 成 全 系 不 变 
B, 因为 标准 型 可 以 道 过 首 项 系数 和 判别 式 表示 成 (33). 

为 了 给 出 最 后 一 个 例子 ,回忆 一 下 , 全 线性 群 LLUP) ARS 
间 本 的 变换 群 ， 这 个 性 的 每 个 变 接 把 Fr 的 子 空间 3 变 到 另 一 个 
子 空间 ， 根 据 88. 6 定理 10 的 推论 2， 任 意 子 空间 国 的 维 数 是 全 
线性 群 之 下 的 不 变量 ， 这 一 个 不 变 晤 实际 上 是 全 线性 群 之 下 关于 
F^ 的 子 空间 的 爹 系 不 变 景 ( 见 下 面 习题 5). 


3 E 
1. oRIB BUR REO ETUR 1 的 二 次 多 项 式 2 十 bs 十 6 在 平移 群 之 下 的 
PES, 
2， 求 出 所 有 二 演 党 项 式 oz? 十 B58 十 6 (E a0) Eih H g= hetk, 
REO 之 下 的 标准 型 ， 
b 


3. xp 2 中 ,证 用 :号 必 如 一 46 是 一 个 仿 射 不 变量 ， 


4， 证 明 ， 在 满足 条 件 1 十 1 二 0 的 性 音域 上 ， 尾 意 四 次 包 项 式 在 平移 之 
下 鲜 价 于 一 个 设 有 三 次 项 的 多 项 式 ， l 

9. 设 F 是 #s 维 儿 量 空间 ,证明 : 下 的 子 空间 的 有 序 对 (S31 839) 在 全 线性 
群 之 下 的 全 系 不 变量 是 由 局, S: 的 维 数 以 及 S.S. pA ARR. 

60. REYE rers (其 中 地 0 为 有 理 数 ) 之 下 的 含有 有 理 系 数 4 的 齐 
次 二 次 函数 ax? Bud. 证明: 系数 a 为 不 同 素 数 莱 积 (元 平方 因子 ) 的 二 
VcER Bc B0 See HEECT. ER ied I o bc HE PO, 

7. VE (4) 是 一 个 变量 的 任意 多项式 , MERE: f) 的 次 数 和 实 根 的 个 数 
XD BEHIEZ T IB E. 
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8. WU 对 于 %# 个 变量 的 多 项 式 ， 最 高 次 项 的 系数 是 平移 群 之 下 的 不 

XE, . 

9. ER: —4 Xx BÉEÁEGGUED BEAT T5- ERA a 

ez 十 5 B d RS D. | 0. 
"10. XE GR at bs bo, JURE 如 6 是 模 2 整 数 域 苹 :中 的 元 

素 , 求 出 这 种 二 次 函数 在 平移 群 之 下 的 标准 型 , 


89.6 ”线性 型 与 双 线性 型 
域 丰 土 的 ?个 变量 的 线性 型 是 形 为 
Fle e, 2,) bz t bun. te |. Q4) 
HERR, pR br e, ba 和 6 都 在 户 中 ， 除 了 平 几 情形 之 
外 , 我 们 可 假定 某 一 个 系数 5; 不 为 零 ， 如 果 c 二 0， 则 这 个 线性 型 
称 汶 齐 次 线性 型 ， 任 音 线 性 型 (2 可 以 看 作 F* B5 kE X= (n 
… zw 的 函数 了 (ZX)， 不 同 的 线性 蛮 确 定 不 同 的 函数 , 这 因为 函数 


于 (开通 过 公式 
f, =, 0) =c, FCL, 0, =, 0) =b, + 0, =, f(O, =, 0, 1) =bn te 
HERTEN (2 的 系数 ， ' 
对 任意 线性 型 , RATUSHA EHE C 
a= D aug, T (ai 是非 奇异 的 (25) 


把 它 代 人 (和 中 ,产生 新 的 线性 型 
9 Qs s gs) -Das) yt E 5 十 o 小 (20) 
ĵi i i 
如 果 存 在 一 个 这 禅 的 优 射 变换 把 了 变 到 9 我 们 就 说 了 和 9 在 仿 
射 群 之 下 是 等 价 线 性 型. 
不 难得 到 线性 型 的 标准 型 ， 首 先 ， 玛 为 某 个 5; 二 0, 平移 xj= 


3i B z—3y GR i 二 站 将 消 兴 常数 项 . 置换 1 Hh i i 二 


y iel 和 了 基 力 将 给 出 象 (2 人 0 那样 一 个 新 的 线性 型， 其 中 页 
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#0, 且 2 一 0， 如 果 这 个 线性 型 按 变 量 x. x. B, MARDE 
PiS bt e HOE, Ja =y Yn = Tn 
28 IH B 38r P^ Dj 84 EEE, 它 把 满足 "=0 的 任意 函数 了 变 
到 等 价 的 函数 gu 9.) =z. 因此， 在 仿 射 群 之 下 ， 所 有 非 震 
线性 型 是 等 价 的 ， 
BUE? E EUR JL HB. HIE CBB (25) 式 中 的 4= (a; ) GE SERE E) 


之 下 实 线性 型 的 等 价 性 ，& = (8 十 … 十 52 二 称 为 线性 型 (24) 的 范 
B. MERR, 通过 平移 我 们 可 以 消去 常数 6， 适当 选取 a 使 得 


(Sp … 和 党) 是 具有 单位 长 度 的 矢量 , 因此 存在 一 个 正 交 短 阵 (h,》 


以 上 述 疾 量 作为 它 的 第 一 行 。， 那 么 变换 75E hor 属 干 欧 几 里 
得 群 : 因为 &y1 二 Bw 十 … 十 6xww， 所 以 它 把 满足 6 一 0 的 线性 型 下 
变 到 线性 型 g 一 ay'. | 

这 个 线性 型 dy, 是 线性 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 ， 为 了 
”证 明 这 一 点 , 我 们 只 须 证 明 范 数 d 是 在 欧 几 里 得 群 下 的 不 变量 ,了 
BYE AE d 正好 是 系数 舌 量 有 = (b n B55) 的 长 度 ，(26) 式 表明 , 变 
HARRER H H RARE EER RARE E E Z E E a) 
作用 之 下 的 变换 式 PA: 因此 范 数 是 不 变量 ， 干 是 我 们 证 明了 

定理 13 在 欧 岂 里 得 群 之 下 ,每 个 线性 型 (2 和 与 一 个 且 只 与 


一 个 标准 型 Qy 等 价 ， Xv d&dix d—(bl-----bPe&, € 
是 这 个 群 之 下 的 不 变 要 。 

XTOPHH TQ, -y Em fly, *, Yn 的 ( 齐 深 ) 双 线性 型 是 
形 为 


b, ty Dm Yis tn, Yn) = D ray (27) 
i=] i—i 


的 多 项 式 ， 它 是 通过 系数 矩 降 4== (e 3E) AAMEN 
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TARARE X — (2 和 了 = ns nn gu) Eo LIBE RRETR 
b(X,Y)—XAY'. (28) 

PAIAY HAR, 这 个 函数 分 别 对 每 个 自 变 量 是 线性 的 .- 

更 一 般 地 ， 设 入 是 同一 个 域 了 上 的 维 数 分 别 为 m 和 的 
有 限 维 矢量 空间 ， 且 设 BB(E， 协 是 对 于 自 变 量 ESV HEW 定义 
的 , 取信 在 了 上 的 任意 函数 , 它 按 下 述 意义 是 双 线 性 的 : 对 于 aL 和 
a; CEVOH 

B(ai£i tan n) —ai BC, 0m dt a4B(És m, 


n EEF, gcW; (29) 
B(É, ami ras) —B(£, pja 4 B(£, n) az, 
EEF, m,mcW. (29) 


选取 下 的 基底 gb c, wm TW SET Bu, Bu, HIE ao 是 按 as 
—B(a, B, x X pbi, WARAN m £EXS ARE EMN 按照 
基底 表示 , 我 们 有 

BG, m) =B (e 十 … ER, "T "T sa). 
mcg 9$ 03558 


BE, m) 一 之 z,B (a, 829;— = 2 iG df s. 


换 句 话说 ， 了 和 全 上 的 任意 双 线 性 函数 召 对 于 给 定 的 一 组 基底 有 
象 QT) 那样 的 唯一 表达 式 。 接 照 B 8.5 的 记号 , 另 一 等 价 的 说 法 
是 , 双 线 性 型 恰好 是 m 维 行 矢量 X, m xn JERE H n EIRE Y 
Bg BI XBY, n 

1X PIT 5 BUT Ji JC SE PRORE PEE EU HER dE S SOS ES X — 
X*P fl Y —Y*Q. 在 这 些 变 换 下 , ny HRS SUREERIX* (PAQOY*, 
TUER OO A, Jp PAG 是 一 个 新 的 矩阵 ， 因 为 侍 意 非 奇 蜡 
矩阵 可 以 写成 一 个 非 背 异 撼 阵 的 转 置 Q@"， 所 以 我 们 看 出 ， 两 个 双 
线 话 型 (在 基 说 变换 之 下 ) 是 等 价 的 当 且 仅 当 它们 的 息 阵 是 等 价 
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的 ， 因 此 , 38 04 8 8. 9 POET JE REE A E PEDAL AE RH 18, HDI 4E E n 
性 型 与 一 个 且 只 与 一 个 标准 型 “ 

gui EXHI. 
FT. 这 里 整数 了 是 双 线 性 型 的 第 隆 的 特 ， 它 是 一 个 (全 系 ) 不 
cu, 


3 题 
L ， 求 出 齐 次 实 线 性 菌 数 在 相 专 人 娠 之 下 的 标准 型 . 
2 分别 在 下 面 丙种 情形 下 求 齐 次 实 线 性 函数 的 标 叭 型 : 
(a) ER MEREMEES F, 即 yum dim, o y m dur, 
(b) 在 单项 变换 车 之 下 , BY — X M. 共 中 于 为 单项 和 矩阵- 
3. 证明 : Aou r 的 任意 取 线性 型 可 以 表示 谍 


Bosat- bug.) Coni on do 8, 


MERI r 个 线性 多 的 乘积 之 和 ， 
4， 求 出 两 组 新 变量 an, y", z" S, o, w", 把 下 面 双 线性 国 数 化 为 标 
wH.: 


` xu-d-zv--aw Fg9u-J- yo- y: -- zur art zw. 


$9.7 二 次 型 

下 画 四 节 孝 门 研究 二 次 型 在 各 种 变换 群 之 下 的 标准 型 ， 这 关 
问题 中 最 简单 的 是 产生 于 对 平面 有 心 二 次 B E CEU R Bh aS 
辆 或 双 昔 线 ) 的 研究 ， 这 样 的 二 次 曲线 满足 方程 dz2 十 Brgy 十 Cg2 
—1, 其 中 左边 是 “一 次 型 "，、 这 样 的 二 次 型 (全体 变 县 的 二 次 齐 式 ) 
产生 于 很 多 其 他 情形 : 例如 , 空间 的 一 次 曲面 方程 ,二 次 曲线 在 齐 
次 坐标 下 的 射影 方程 ， 舌 量 长 庶 的 平方 公式 | 工 |* 一 好 十 十 … 十 
zi, 具有 三 个 速度 分 量 岂 四 刀 指 空 间 运动 蚁 体 的 动能 公式 t (u? 
十 她 十 tp2)， 微分 几何 中 在 球面 坐标 下 空间 的 弧 长 ds 的 公 e" ds?= 
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dr? rd -- 7?sin $d97. 

HB —HAUSDDUBSBBEStR. 例如， 为 了 得 到 二 次 型 5a 
十 6zgy 十 2 拓 的 年 阵 表示 ， 首 先 调 整 二 次 型 使 得 wy 和 ys 的 系数 相 
等 , 写成 5a? -FSxy Sys 2g]. 这 个 表达 式 可 以 写成 扎 隆 切 积 

5 3M zr bz-r3y 
e 2t 3 2 X y ) e T 
=g +6ry +23. 
这 里 给 出 的 2x2 RERE RA. 由 于 对 称 性 , 这 个 矩阵 等 于 
它 的 转 置 . 

一 般 地 , 如 果 方 阵 和 4 等 于 它 的 转 置 : 4'= 有 4, 则 称 和 4 是 对 称 的 3 
HAE, (G) EPRA SHARH i, j, A aja, Æ 
似 地 , dn E KB CRE C* — —C, M C Ret nb 48959. 为 把 矩阵 B 
分 成 对 称 部 分 和 和 斜 对 称 部 分 , SUI T8TELIB B 755 p 


pe PIE BTE =8+K, (30) 


Xp 8 一 “二 二 ,下 一 二 3， 根据 转 置 的 运算 法 则 ,有 (B 土 8 


—-B'UubQqBs)* een BrEA S ÆRE, XX 是 斜 对 称 的 ， 不 可 能 
再 有 别 的 分 解 使 得 二, 十 外,， 共 中 sS 是 对 称 的 ， 下 1 是 全 对 称 
的 .这 是 区 为 侍 何 这 祥 的 分 解 将 给 出 B =s HK ISSE, F 
zt B-B'-28,B—B'—-2K,BrEALS — S, 下 1 一 下， 公式 人 3 的 可 以 
应 用 到 性 意 满足 条 件 2=1+1 二 0 的 域 上 , 但 对 于 域 Z 上 的 矩阵 ， 
公式 (30) 没有 意义 ， 因 为 在 Zs; 中 1+1=0. 总 之 , 任意 矩阵 可 以 
WE— Rb deon exp ERAB IE S A ERABDE ZURU, RER E 1-7 1260. 
如 个 变量 mp, rx 的 齐 次 二 次 型 是 由 多 项 式 


225g 
来 定 浆 的 ， 其 中 每 一 项 的 次 数 部 是 2， 这 个 二 次 型 可 以 写成 矩阵 
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HRR ABX 如 果 系 数 矩 阵 吾 是 斜 对 称 的 ， 那 么 Di 一 一 Di BI 
此 这 个 二 次 型 等 于 零 . 一般 地 , REGOR, E B 5R B — 5 - KC, 
二 次 型 变 成 
XBX'—XS-K)X'—XSX'-XAX'—XSX', 
(EK ER PRERE). 
因此 , 24 1-- 15-0, MERC KEA E Hon X OR A 138) 


ToSUwagn-XAX', A= (aa) EKER. — (8D 


t=} f-1 


IJ Ach EAER X— (x1,…， zs) ， 那 么 每 个 二 次 型 确定 一 
AER E Dg RES OO — XAX. de lel o d E MEA Lg e 
标 和 *， 它 与 老 坐 标的 关系 是 通过 方程 入 =- 和 *P( 共 中 己 是 非 奇异 
矩阵 ) 给 出 的 。 按照 皇 的 新 坐标 来 表示 , 二 次 型 变 成 

QE) —XAX'—-(X*P) ALX"P)' = X*(PAP)X" 
这 是 含有 新 矩阵 PAP 的 另 一 个 二 次 型 ， 这 个 新 矩阵 同 4 一 样 是 
ZERA, AA PAP) E PYV AP E PAP. 

定理 14 Hitni, RO ABER 05 —ck ED X6 6E GEHE 
PAP! hoP, EPRI AH, 

XHEdBIE A 和 B， 如 果 清 是 关系 B=PAP (Geh PEIER 
的 ), 则 称 和 4 和 是 相合 的 . 

再 重复 一 下 ,定理 14 断言 , 齐 次 的 二 次 型 在 全 线性 群 (这 个 赂 
由 关于 变量 的 非 奇 异 的 线性 齐 次 变换 构成 之 下 化 为 标准 型 的 问 
题 ， 等 价 于 求 对 称 矩 阵 4 在 变换 群 4F->P4P" 之 下 的 标准 型 
SA. 


A 题 
I. WEB]: AA AAT 总 是 对 称 的 . 
2. 证明: 如果 4 是 射 对 称 的 ,那么 AtGODERB. C 
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3. iE $8.3 n oTES 1 frd AE Bo SK 的 形式 ， 
4. 求 出 与 下 列 各 二 交 型 相 联 系 的 对 称 矩 阵 ;: 
(a) 222 十 358 十 68， 
(b) 8xy-F 4g", 
(c) xtJ-2zg-F des 3g*-- yz -I-7 z*, 
(d) dzy, 
(e) x*--iry-r-4g!--2z2z-- stt dg, 
5. (a) EH: 如 果 忆 是 对 称 的 , 4 是 正 交 的 , 那么 ASA 是 对 称 的 . 
(0 EH: eK RAIA, AEEA 那么 AEKA EEEE 


6， 讨 论 给 阵 4B8 一 B4 在 下 列 各 情况 下 的 对 称 性 ， 
(a) A 和 上 B 都 是 对 称 的 . 
(b) ATO B EER- BERI. 
(c) 此 是 对 称 的 , 而 BB 是 斜 对 称 的 ， 
7. IEH; 如果 AGUB doge Jc 4B 是 对 称 的 当 旦 羽 当 4B 一 BR4. 
8. (a) 证 明 : 3 ZG 2 SEU EE ERE EE EXER. 
(b) WH Z, LÄSER, 它 不 能 表示 成 和 S +E ( 见 (30) 式 ). 
9， 设 刀 是 死 重 复 苑 素 的 对 角 和 矩阵 ,证明 : AD—DA H LRH AE H 
fasse. 
10. WE oG ELAR, 证 明 
Q(ao-B4-y) -Qat M-A 32 — Q(y 9 8) 
--Q(20 --Q(QD OP) —0, 
11. REEM BE, M CR $C) n ERE. BE) — BG, 8, WEE 
是 对 称 的 ， 证 明 : 如 果 台 是 对 称 双 线性 型 , 那么 Q(D -B(0, 与 是 满足 关系 
式 2 号 (1 —Q(£-c- m 90D —o0p 
的 二 次 型 ， 
12。 证 明 : nxa 实 旺 阵 和 4 是 对 称 的 当 且 仅 当 与 它 相 联系 的 n 维 欧 儿 里 
得 空间 的 线性 变换 了 二 TT 对 任意 两 个 笑 量 É n) i LOS AR CET, 0) = (i, T). 
*13. EI: Anis S ADXPERRU. JRELIJOS 是 非 可 异 的 ， 那 各 
(QI —58)--8) ER, 


» 348 。 


$9.8 会 线性 群 之 下 的 二 次 型 
大 家 熟悉 的 “配方 "法 可 以 用 作为 化 简 二 次 型 * 通 过 线性 变换 》 
的 方 计 ， 对 了 于 两 个 变量 的 二 次 型 , 由 这 个 方法 可 以 得 到 
GZ d 2bzg-r cg? 


a rt ob pyb ay -ly 
=o] sez maya $4 | 十 | a 


až 


2b P Ip Ly 
[Spe 


括号 中 的 项 给 出 新 的 变量 a! mr y, y 一 y， 在 这 个 变量 线性 变 


EC, 二 次 型 变 成 es? 十 [一生 yos esc RT. 


这 一 论证 要 求 a350. XnpJÉ a--0, 而 6 夫 0 Ma ARpA ded$ 
FER., Ria, ME ga=c=0， 那 么 原来 的 二 次 型 是 bey, IfA 
的 方程 2bxy 二 1 表示 一 个 等 轴 双 曲线 . dE XCRP TS DL T. Ei e 
=g ty, y= y 将 把 二 次 型 化 为 

2b(x' --g') Gi! —g' ) - 2b (a? — 92). 
XT EDAYXCL RUBIO. Gim: k BIEHIBSRSEEXTX 
机 级 轴 的 族 转 有 和 什么 关系 ?) 

娄 伺 的 “配方 "法 可 以 应 用 到 多 于 两 个 变量 的 一 次 型 上 . 

引 理 tep REER  4£ OX o] 79 oe — Xon 
21x,0, 52; 可 以 化 为 首 项 系数 a1 550 的 二 次 型 , X 11-0, 

证 明 .很 据 假设 ， 至 少 有 一 个 系数 sj 拓 0， 如 果 是 对 角 线 元 
3& gii 守 那么 我 们 通过 有 zw 与 w; 变量 对 换 ( 这 是 一 个 非 奇 异 变 换 ， 
IN25'5R BEES EE), 可 以 得 到 新 的 系数 911 考 0。 如 果 所 有 
对 角 线 元 素 ai, 都 是 零 , 但 是 存在 下 标 (RJ iB ag-e0. AXRXDE 
dass E, 我 们 可 以 使 ms 去 0; 由 矩阵 的 对 称 性 有 a2 au. WAE 
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知 的 二 次 型 就 是 attt arw — 2a ic; 再 加 上 含有 其 他 变量 
的 一 些 项 . Te 3£[3] E SHORC HB ELE ETE — 105, 通过 变换 

Dy 5y Yn Tas Wan 
这 个 二 次 型 就 可 化 成 首 项 系数 204780 的 形式 2asi 79D. E 
述 谈 换 是 非 奇异 的 , 由 销 去 法 我 们 容易 证 明 它 有 邀 变换 


^ Z44Q—x 
atz, ya = 二 LO y= t, Fai 


y 一 


R: 这 个 论证 中 什么 地 方才 到 假设 1 十 1 直 0? 
现在 我 们 对 任意 二 次 型 "配方 *， 根 据 引 理 , RETE 0 70, 


PLAZIR OAE R a (Erbari) 这 里 bm, bal, HET 
矩阵 的 对 称 性 , 含有 zi 的 项 为 


n 2 n a 
mit 23 bna o (m Ebes) 一 (二 pan) . 
j=2 


3-2 j-2 


这 个 “完全 平方 "的 构成 暗示 着 一 个 变换 


t 
4 
yii > i Bijt 32— 23, t, Yn — WT. 
j-2 


那么 如 只 出 现在 vi DU. Eel — xu E YE E EDS aug! t 
21gi€nga 这 里 的 下 标 JU EGEMA 2g n. RPR Eni 
个 变量 gos e, ga 的 二 次 型 , 对 这 个 二 次 型 使 用 同样 的 方 潜 ， 这 个 
方法 可 以 重复 进行 下 内 (归纳 论证 ) 直 到 简 下 的 二 次 型 的 新 系数 全 
eR, ARITE 
定理 15 id db om c odb4pARAGE CE A, 满足 条 件 1 十 1 六 0 的 
任 总 柜上 的 二 次 型 可 点 化 为 对 角 二 次 型 
dui +d te tdg, EA hO. (32) 
非 替 对 角 线 元 素 的 个 数 了 7 是 一 个 不 变量 . 
这 个 数 * 称 为 已 知 二 次 型 苹 4X" 的 秋 ， 因 为 了 是 化 简 后 的 二 
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次 型 (32) 的 对 角 和 矩阵 如 的 秩 ， 所 以 它 的 不 变性 是 显然 的 .这 个 秩 
55e FRE — vc aspe A Bytk, 因为 根据 定理 14， 我 们 的 变换 
把 有 4 化 为 =PAP', 而 我 们 已 经 知道 (88.9 定理 19), REE- 
的 变换 AC PAQ 之 下 是 一 -个 不 变量 ， 

ADR ne EM) UCHXAX HRE n BAREA 异 
的 , 因为 这 意味 着 矩阵 A JE dE Sr eU. 

在 对 角 二 次 型 (32) 中 , 秩 7? 是 不 变量 , MRH TETEH, 
因为 用 不 同 的 方法 化 简 二 次 型 可 以 产生 不 局 的 系数 组 di, n, d. 
下 一 节 我 们 将 得 到 实数 域 这 个 特殊 情形 下 的 全 系 不 变 其 ， 


3 题 

1， 在 有 理 数 域 上 ,把 9.7 可 题 4 中 的 每 个 二 次 型 从 为 对 角 型 ， 

2. ÆR DERE Z, 上 , dE 22?--zg-- 39^ 化 成 对 角 型 . 

23. 证明， 在 域 Zs 上 ， 每 个 二 演 型 可 以 通过 线性 变换 化 成 形式 之 di 
dB dg A d;-0,13X2, 

4. WER, ERARE, Ue xxi 可 以 变换 成 琴 种 不 同 的 对 角 
ZU. Ogi-l-4gi 和 2sit 8zi. 

5. ABE A TA E, RH RE P it PAP 是 对 角 年 阵 . 


ead) o ma i) 


0 1 Ü 
(c) ^: Ô 2) 
0 2 Q0 


6， 求 出 所 有 的 把 实 二 次 型 tetri 化 为 并 十 … 十 六 IER TESE A. 
7， 严 格 证 明 : LÁ UO xy TERT Lo 之 下 不 等 价 于 对 角 型 ， 


89.9 全 线性 铬 之 下 的 实 二 次 型 


在 解析 几何 中 ， 二 次 曲线 和 二 次 曲面 都 蚌 用 实 二 次 多 项 式 函 
数 米 描述 ， 在 实数 霹 上 ， 对 角 型 (32) 的 每 一 项 可 以 通过 变量 代 换 
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| di y 进一步 化 简 , 使 得 项 4 如 REOR 二 名。 对 所 有 变量 同 
时 实行 代 换 ， 就 把 二 次 型 化 汶 形 式 Dy, Ekti, TAS 
换 变量 , 使 得 正 的 平方 项 都 在 前 面 。 这 就 证 明了 
定理 16 实数 域 上 任意 二 次 型 可 以 通过 变量 的 菲 奇 异 线 性 
ERRATEA: 
ai tee tzat monet. (33) 
定理 地 出 现在 简化 形式 (83) 中 正平 方 项 的 个 数 男 是 给 定 
二 次 型 他 的 不 变量 .也 就 兹 说 ,为 只 依赖 于 二 次 型 而 不 依赖 于 和 化 
fj 4t 2r ib (05 JE FEE (Sylvester) W tt dk), 
证 明 假设 存在 另外 的 简化 形式 
yite —4hi—3—h (34) 
它 含有 《个 正 项 ， 本 为 这 两 个 简化 形式 是 从 同一 个 全 通过 非 奇 异 
变换 得 到 的 ， 所 以 存在 一 个 砷 奇异 变换 把 (33)? 化 成 4634， 我 们 可 
以 把 这 个 变换 方程 看 成 坐标 谈 换 (图 象 因 定 上 坐标 移动 的 恋 换 )， 那 
么 (33) 和 (34) 表 示 同 定 矢量 的 同一 个 二 次 函数 QE), m 5 相对 
于 一 组 基底 的 坐标 是 8 c. ce — HDHCT 5X —£H EE 8g dde 
gut Yr. 
假定 9 过 <p， 如 果 公 式 (33) 中 aanmeet, WP QD, 
WER rr T E ENAERE ER nirp T a s 
(ERATA PTEE nrp AAR zum Zp Zren nn En). 
Fi (4), ARAEO MEE y Sy YT 
下 二 二 0， 册 使 得 QE, EREA rg 纵 子 空间 
S», S, 和 85 两 个 子 空间 的 维 数 之 和 是 
n—(r—p) 十 G-—4) =n p- >n 
因此 Sid S. 共有 会 共 的 非 零 矢 量 志 因为 由 87.8 定理 1 可知 
3X S.QS, 的 维 数 是 正 的 ， 对 于 这 个 公共 矢量 去 二 (337 有 QD 
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0, rig (34) 45Q C£) «0, 显然 得 出 巴 盾 ， 如 时 假定 qp. 则 将 导出 
KMA TJE, 所 以 4 一 多 定理 证 完 . 

这 个 结果 表明 ， 任 意 实 二 次 型 可 以 通过 线性 变换 化 为 一 种 且 
只 化 为 一 种 (33) 那 样 的 二 次 型 。 所 以 这 种 类 型 的 表达 式 222a 
是 实 二 次 型 在 全 线性 群 之 下 的 标准 型 ， 这 个 标准 型 本 笋 由 所 谓 行 
号 差 { 十 ,十 ,一 ,一 } 叭 一 确定 , 这 个 符号 差 是 由 力 个 正 号 ， 
7 一 卫 个 负 号 组 成 , 其 中 了 是 二 次 型 的 秩 ， 这 个 符号 差 是 通过 7 和 
8—p—í(r—p)-Zp—r 确定 的 人 as JEEP CURAR SUUS TO. 有 
时 称 这 个 整数 s X9 DIRE AR E. oras —ASUYEIE A RO ED 
不 变量 ， 这 是 根据 两 个 二 次 型 等 价 当 且 仅 当 它们 可 化 成 同一 个 标 
谁 型 (33). 

定理 18 殴 个 实 二 次 型 在 全线 性 群 之 下 等 价 当 且 仅 当 它们 
有 相同 的 牧 和 符号 差 . 

n REESE CUES QOXAX, Ap X0 时 可 排出 四 一 
0, MAREE — 2x28; EARR TKIR ERE 44 称 为 正定 
3E BE. WERTHER), 显然 ,日 是 正定 二 次 型 当 生 仅 当 
MERE 福 十 十 入， 这 是 因为 ， 个 平方 和 除了 所 有 项 都 是 零 
而 外 总 是 正 的 ， 而 且 当 取 亡 是 第 #% 个 单位 笑 量 5; 时 ，(33) 中 的 
XAX' «O0, IRIE pen, TE, RME T 

定理 19 实 二 次 型 是 正定 的 当 上 县 人 充当 它 的 标准 型 是 刑 十 ”" 
tz. 

根据 定理 14, 这 意味 着 4=PIP', 它 给 出 下 面 进一步 的 结果 

定理 30 实 对 称 拭 阵 妆 是 正定 的 当 自 仅 当 存在 一 个 实 非 奇 
fes PU A—-PP', 

二 次 型 AX Wü IE fd pmBg—4eL E. CER 
满足 XAX'—1B9BUBHEZBIR. Bae (33) ERA, XR x 29 
非 寿 异 线性 变换 可 把 轨迹 化 为 具有 方程 
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zf eHe? gt —3—::-1 
的 曲线 ， 例 如 , 在 平面 上 , 秩 为 2 e 1 1502; 83€ 
miqat—1, seyel, —a—gt—1. 

它们 分 别 表 示 圆 , 等 轴 双 曲线 ,或 根本 没有 轨迹 。 秩 为 0 BOE B3 
二 次 型 是 0= 1 秩 为 1 的 二 次 型 是 民 =1( 它 表 孙 两 条 直线 * 一 
AORE- TIGA dB. ES BIS 中 我 们 证 明了 (定理 15 的 
推论 2), 平面 上 任意 非 奇 异 线 性 变换 可 以 表示 为 切 变 的、 压缩 (或 
AROGE RE, EYE ax? c beyt cy? — 1 表示 的 任意 有 
心 二 丈 筑 线 可 以 相继 通过 切 变 换 、 压 缩 与 反射 化 为 我 们 在 上 面 列 
举 出 的 由 种 形式 之 一 ， 在 玫 何 上 , 这 些 结 时 是 合理 的 : 酉 贺 可 以 语 
ERRER Cs 但 是 显然 找 不 到 一 系列 线性 变换 可 以 把 图 
a^ ah — 146 RE SE BDU MEE c— y^ —1. JXELECEIIIETI E 2E I 
PERIL. 

在 研究 两 个 变量 的 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 时 ， 符 号 差 是 有 用 
的 . Ez — f(x, 0 E — T YCUR PROC. "ER — Bt BES FE = ms, 
y= yo ALR E, 因此 z d h—2—2, k— y — yo BRRR RR 
FAP, 没有 一 次 项 .这 个 展开 式 是 


fo 十 下 ,go E) — f Gro, 4o) -- La 2bhk-ck*]- =, 


其 中 系数 a b, 是 偏 导数 
a= f. yo), 6— faro, Jo) 
€ — fy to, Yo). 
24 dp k Boii foh, 起 支配 作用 的 是 方 括号 中 的 那 项 , 它 是 变量 
表 和 的 实 系数 二 次 型 ， 如 时 这 个 二 .次 型 的 秩 是 2 那么 它 可 以 利 
用 变换 后 的 变量 有 和 6' 表示 成 十 如 十 82。 如 果 两 项 的 符号 都 是 
Amm, 3B AC yo ER BRE C R 88 3e (E. Caro 7f, yot E) ER Je E E 
Gro, Yo), EA z 有 相对 极 小 值 ， 如 果 两 项 的 符号 都 是 减 号 ,那么 
^ 354 


z FAIRE. AngGt-—«TPS Eine 5—3TpvGkGRO. Wi— 
次 型 可 以 到 正 值 了 世 可 以 取 负 值 ， 所 以 (go 加) 三 不 是 极 大 点 也 不 是 
极 小 点 , TER A CRER, UE SR PIC LEE RT Hs mE zii 
一 个 方向 是 增加 的 , 而 语 另 一 个 方向 是 减少 的 )， 因 此 , BECK EROR 
小 点 和 蒂 点 是 根据 二 次 型 的 符号 差 来 区 分 的 .三 个 变量 或 更 多 变 
量 的 曾 数 的 临 办 点 有 关羽 的 结果 ， 


习 ES] 
1， 证 朋 ， 实 二 次 函数 agit brs-o e£! 是 正定 的 当 且 仅 当 80 Ho4ac— 
.2 
2. 证明 : 正定 对 称 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 的 元 束 都 是 正 的 . 
3 把 下 列 和 者 实 二 次 型 化 为 定理 16 所 述 的 标 淮 型 , JESUS SET T RE 
EmA: 
(a) 9xj2-12z,2,-- 7971, 
(b) 2zxi—12z,z;-4-18zi, 
(c) —2z;— dt £e 2221 -- 122,2, 3-62,2, — 23. 
4， 描 述 三 继 空 间 中 实 二 次 型 的 各 种 可 能 标 维 型 的 几何 胃 述 ， 
5， 证 明 ， 复 系数 齐 次 二 次 型 在 全 复线 性 群 之 下 益 是 与 平方 和 zi 十 :~ 
uA. 
6， 证 明 : n HERES RECRUIT LUNES IBEX SU SBE 
当 它 们 有 相 辣 的 物 . 
7. WFBj; XE FEIN SA XAY? 是 “内 积 ” 当 且 仅 当 生 是 对 称 的 六 且 是 正 
ERI. 
8. fug —MCUIESTEARCTAFE 3, MARTORA EEEE RI. 对 这 种 
ZRNA EPEAT GERE 19 的 命题 ， 
98。 对 于 正定 二 该 型 , SEXE E ENKET AER 20 fjr ER. 
i0. (2) 列 出 四 个 变量 非 奇异 二 次 型 竟 所 有 类型 、 
(b) SS/b34 BEA ZRI, 几何 地 找 述 一 下 它们 在 R: 中 起 应 的 轨迹。 
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, $9.10 正 交 群 之 下 的 二 次 型 


实 二 次 型 在 正 交 变换 之 下 可 以 化 简 成 什么 样 呢 ? -AERE 
HR Y—XPipXAX' ER FPU UAOO, HAPE EAE 
BE. 所 以 新 抑 阵 可 以 写成 由 产 4( -I = P-! AP, 

在 平面 上 , 椭圆 在 正 交 变换 (旋转 和 反射 )] 之 下 决 不 能 产生 阿 ; 
我 们 至 多 可 以 使 桶 加 的 轴 访 转 划 标准 位 置 上 .长 轴 可 以 看 作 最 长 
的 直径 。 为 重 述 这 个 晤 大 值 性 质 ， 考 虚 人 尾音 实 二 次 函数 oG) 
artt ey’, H asce, HE A eym, W ARES- ey = 
eltt y), AARE, 在 单位 图 yl RAAE MRR 
EE c, 并 且 在 4=0,8==1 8 EXOGXT EGKÍA, Rt, 下面 的 引 
理 保证 台中 没有 ry 项 ， 

BIE 4X X —Gk dk Qar t beyt eyt 在 单位 面 科 十 # 
二 I 的 所 有 点 中 有 一 个 最 大 值 , Jt BE 5 $—0,gy—1 EH, ERA 
b-0 

证 明  fEQUEE— ERE x BONES, E y [E] x 的 关 


mibériptotatgt- 中 ， 两 边 求 微 商 ， 我 们 得 到 2r 二 219 一 


0, 所 以 导数 太一 中 一 一 二，@ 的 导数 是 


Q' = (az? -2bzg + oy? y = 2ax -+ 25g +2bæy' -2cgg'. 
Eox—0, y=1, RE g' 的 值 后 一 起 代 人 上 式 ， 我 们 得 到 Q' — 20, 
BEQ TE 2— 0, 9g 王 1 点 处 达到 最 大 值 , 所 以 这 个 导数 一 定 为 等 , 因 
JE 25 -- 0, | 证 毕 

现在 回 到 # 个 变量 前 二 次 型 . 在 # 维 空间 中 ， 单 位 超 球 面 
Es =l 是 封闭 的 有 界 集 合 ， 它 上 面 的 点 都 是 长 度 为 1 的 矢量 . 


D WPTiPARDE Gn PA POP REXER 有 时 称 为 是 正 交 相合 的 ， 
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在 这 个 超 球 面 上 , 实 二 次 型 Q= 2 2,0,0; 所 取 的 值 有 一 个 上 
A las l. R29 QU E 的 连续 函数 ,所 以 Q(E) 在 8 ELARA 


ED, ShRAJIEUA, 在 所 有 单位 长 度 的 笑 量 中间， 存在 一 个 笑 呈 
£y 2E £ E, QE) CE DUCK TE. A. BA £o REH 1, MART 
可 以 选取 es — £a 作为 新 的 标准 正 交 基 au. ce. es BOSE — I ARE 
(8 7.41 的 定理 21)，、 设 对 于 这 组 基底 的 新 坐标 是 ge cns Pa AB 
么 二 次 型 按照 新 坐标 可 表示 为 QD 一 互 扩 858， 其 中 系数 ;组 
成 一 个 新 矩阵 ，、@ 的 最 大 值 A 通过 坐标 为 (1,，0, …, ORTA E a 
给 出 ， 所 以 代入 mi 可 知 最 大 值 AL 就 等 于 bn 如果 我 们 进一步 限 
制 变 量 , 除了 如 和 扩 两 个 变量 之 外 其 他 都 是 零 ， 那 么 这 个 最 大 值 
仍然 保持 不 变 ， 因 此 页 =1 yo—0 € dk SE bayi t 2buyyi t 
by? 在 条 件 好 十 办 一 1 之 下 的 要 大 点 . 354 [ROB y: 代替 o) 
断言 , 交叉 莱 积 的 系数 b 是 零 ， 这 种 论证 应 用 于 i 二 2, 3,…,n 每 
一 种 情形 ， 因此 ,@ 按照 这 些 坐 标 加; ns gr 来 表示 内 ,去掉 了 所 有 
y; I3 yi 交叉 莱 积 项 ,于 是 变 成 


QuD-Ag + SD by B=(bu)=B (85) 
i-w2 je 


第 一 个 系数 A 不 是 矢量 而 是 标量 (是 在 球面 | 引 =TE 8(&) 的 最 
Ah. 
在 (35) 式 中 差 Q* (£) -Q() — Aud Je n—1 AERE as s Ya 
的 二 次 型 ， 这 些 变量 是 由 % 一 1 个 新 基 矢 量 由，…，c 张 成 的 空间 
SPRER, ITARA- TERR 名 的 正 交 补 ) 中 ， 
我 们 可 以 重复 应 用 同样 的 方法 ， 选 择 新 的 标准 正 交 基 使 得 @*(6] 
0 同 币 积分 学 中 一 样 ,这里 我 们 假定 下 梳 事 实 成 站 ; 在 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 
在 这 个 集 台 上 有 一 个 基 夫 值 ， 
* 3575 


在 |#1 二 1 上 取景 大 值 ;这 就 从 二 次 型 中 分 出 另外 一 个 对 角 线 元 素 . 
最 后 我 们 求 出 一 组 主轴 基底 , 对 干 这 组 基底 有 
Q(£)-Azb-ÁÀazi-bee-bA.nh, APASA (86) 
这 里 see, Za JE £ HTF ti o, vs, iX BLAE E AE B, Won, Po, 
ys" 是 在 逐次 满 是 最 大 要 求 时 选取 的 , 第 一 个 矢量 os 使 QUEDA 
IRRE A, 只 在 条 件 |#| ST 之 下 . 第 二 个 基 矢 量 Bs 选 为 在 这 个 
空间 中 与 % 正 交 的 笑 量 ;这 也 就 是 ,7 二 6; 是 适合 [7| =l, (0m) — 
0 的 所 有 矢量 1 中间, 使 8() 还 到 最 大 值 4 的 一 个 所 量 ， 第 三 个 
ERE v 是 适合 le|=1 JE; ou, p EZANA RR E 中 间 , 使 
QE ) 尖 到 最 大 值 的 一 个 估量 ， 等 等 ， 这 个 逐次 最 大 问题 可 以 通过 
具有 三 个 不 等 办 az-b--o0 的 椭 球 (以 倒 过 来 的 形式 ， 即 极 头 换 
作 极 小 ?如 以 形象 地 描述 。 最 短 主 轴 。 是 最 小 直径 ;次 主轴 5 是 所 
有 同 最 所 主轴 垂直 的 直径 中 间 最 短 的 一 个 , 等 等 . 
于 是 (36) 式 的 系数 Ae, An 可 表征 为 某 一 极 值 问 题 的 解 , 这 
个 极 值 问题 只 依赖 二 8, 而 不 依赖 于 特殊 的 坐标 系 . 在 化 简 过 程 中 ， 
只 有 当 第 一 个 最 大 值 (或 者 后 面 的 某 一 景 大 值 ) 是 由 两 个 或 更 多 个 
长 度 为 1 BA El Ab £o 和 给 出 的 时 幢 才 可 能 产生 极 值 不 确定 
的 情况 .即使 在 这 种 情况 , 我 们 仍 可 证 明 A, 是 唯一 的 ($10,4). 
这 就 证 明子 下 面 的 主轴 定理 . 
定理 21 任意 外 个 变量 的 实 二 次 型, 对 于 适当 的 标准 正 交 基 
可 以 取 为 对 角 型 (36)， 
由 定理 1， 这 组 新 基底 ar, ear 可 以 按照 原 基 底 e= (1,0, 
0 6, — (0, 0 了) 表 m R at= 2 purs 进一步 E35 


H et. ron 是 标 礁 的 而 且 是 正 克 的 , MARRE Be P — (qi) 是正 
IBEPE. REE 2 那样 ， d seh Wi, tt. Eg 则 可 按照 新 坐标 Tr tra 
zz 表示 成 wj 一 之 ,xp de HER, 我们 已 对 二 次 型 散 了 变量 的 正 
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交 变 换 ， 王 是 定理 21 的 “坐标 变换 "形式 的 结果 可 改写 成 “点 变 
换 " 的 形式 , BN i 

推论 1 如 个 变量 的 任意 齐 次 二 次 函数 可 以 通过 正 变 点 变换 
化 为 对 角 型 (36) . 

这 两 个 结果 都 称 为 “主轴 定理 "、 如 采 二 次 型 用 与 它 对 应 的 矩 
BEFORE, 那么 这 个 定理 断言 

推论 2 cp XE Xonp dte RROA, dp OE GE Ro MOP Gf 
PAP'—PAP-! A sb f eg je, 

Hai, RINER T (EXESEOMUBERE DE E TRABÜUETRADL. El 
定理 4 相 比 较 , 我 们 看 出 标准 型 (36) 中 的 2, «e, AL TR EEZIEÓBEILA 
的 全 体 特征 慎 . 

FEME, 方程 QOD =1 的 标 礁 型 只 不 过 是 83- 六 ==1. 
这 类 方程 包括 椭圆 (41 庆 72 一 外 或 双 曲 线 027027 A5). 普通 的 标准 
Jf, ik HOA CÉ. Wh GE The. 在 三 纵 空 间 中 ， 对 二 个 系数 
2u An Aa 有 类 僻 的 解释 ， 如 虹 这 二 个 系数 都 是 正 的 ， 则 轩 迹 包 一 1 
是 一 个 畏 球 ; 如 果 其 中 一 个 是 负 的 , 则 是 单 计 双 曲面 ; 如 时 其 中 两 
TERE, 则 是 双 叶 双 曲 面 ; 加 办 三 个 系数 都 是 负 的 , 则 根本 没有 
轨迹 ，( 注 意 符号 差 和 秩 在 这 至 所 起 的 作用 ,》 

闻 定 理 4 的 推论 相 比 较 ， 我 们 着 出 {对 于 对 称 人 滤 阵 妨 二 次 
函数 及 AX' 的 主轴 正 是 线 纤 变换 XX ARIRE. DES 
到 

推论 3 对 于 实 对 称 矩 阵 A, SE ER XI XA 48 — 15 X 
是 由 具有 实 特 征 值 的 正 交 特征 医 量 构成 . 

推论 4 Godd ARGXGmEMACDLGdenAGRRAA-OB, XT 
S Ecpuck GENS, EG XGEBM, 

证 明 我们 已 经 知道 (定理 20) AA 是 对 称 的 ， 并 且 是 正定 
dy, RREA, PEER P ERR P UALUCP 是 对 角 和 矩阵 ， 
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并 且 是 正定 的 ， 子 是 对 和 角 线 元 素 都 是 正 的 ， 通 过 求 这些 元 素 的 平 
方 根 , RAA- AEEA T, WE T= P CAAP, 因此 正 
定 对 称 短 陈 SS PTP 满足 全 = AA" 如 果 我 们 证 明了 辟 一 
S-!4 是 正 交 的 , 则 有 A= SR, 如 推论 所 要 求 的 , 于 是 推论 得 证 .而 
p E,RR' —S-1AA' (8-1)7 $7182 (8-1)  S(8-)* - S8 — HF. 
iX AED DU XESEOBIE SCEFERLCS 7) -871, 

推论 5 KARGER, BAGER) GE 
He, 那么 厅 在 一 个 实 非 奇 愉 矩阵 卫 合 得 PAP-!1 和 PBP 1 同时 为 
tAE. 

RMA ERARE. GR E AE = ABE 的 一 
HRE En Ir UE e k EN, CAE Rae peA 
作用 . 


1， 沽 虚实 二 次 型 ast d 2bzg-r ey, 
a) ER: CERZE TF ate 太一 ge 是 不 变量 . 


(b) 设 etg2am 号 六 证明; 这 个 二 次 型 可 以 通过 正 交 变 接 


z—m'eosa—y sina, 
gx sinat y cose 
IEAA I 
2. 证 有 明 : dERORGEEDUPPERTBEE 4 具有 形式 4 二 Pm1BP， 开 中 也是 正 交 算 
Bk, B* XE fap Hr. 
$， 控 照 已 给 三 防 方 法 , 通过 正 交 变换 犯 下 列 二 次 理 伦 为 对 和 角 型 : 
(a) 5zx*--6rg--5g3". 
(b) Za*--4A/ 334g — 29^. 
d EEZ 
Bz = 2y Ypk AAs 
3r, = — 34-2227 28s. 
324, 7 29,- 298 Ya 
* 360 = 


TERR CIE 951 921-1821 上 , 共 结 暴 Q AE Ju e 扩 的 一 次 型 , 直 楼 证 明 : 
safi 3, —) nti ode yiti EiiAtiou 18. RARO 
中 的 方法 来 检验 ， | 
5， 在 单位 圆 s= cost, y— sinf AETA artt 2brytey, EWE 
的 极 值 是 (参看 习题 1); 
(ae) dev (gto dA A—ac— bt 


6. 证明; RRIAGA AREARE, 把 zy 化 为 对 前 型 ， 

7. 保持 aiteite al TAE y ER PETER Do Piet (Lorentz) 变换 , 
EH: BELEX- tE EEEREN PUULSPUSLSP*SU, Es 
X T ERER BOREAS BE, 其 对 角 线 元 素 为 1, 1, 1, — 1, 

8. (2) WEBS; 加 果 ALGSGR Hh S Hope im EE, 吾 是 正 变 和 矩阵, 那么 S? 
= AAT, 

*(b) EA: 只 存在 一 个 正定 矩阵 S, 它 满足 St AAT. GER: S 的 任 
TERE- EE S HARER ELO 

“9， 证 明定 理 21 的 推论 5. GER. 把 XAX* 看 作 具 有 内 积 XBX 的 
欧 玫 里 得 狗 量 空间 的 二 次 函数 , 再 根据 定理 20, 把 BB 写成 8=PP",) 


$9,11 仿 射 群 和 欧 几 里 得 群 之 下 的 二 次 型 


TEDERRÉOBGEB g, e, a 的 笑 量 的 任意 非 齐 次 二 次 函 
数 


FESD za Dbi, te Ci, j,k=1l, m). (37) 
$ i k 


这 可 以 写成 (6) — XAX'- BX^-be, Hh As (ap) HER 4E Es, 
B= (b, 0, DITER dE EEHUM =ar brc 的 简单 
情形 中 , 我 们 看 出 , 平移 gz 一 # 十 上 使 二 次 项 系数 4 保持 不 变 , 这 是 
因为 i 
f=aly tk +b tk te 
一 0 + Qak+b)y+ak+bk+o. (38) 
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AEn ACRI OD BORUUA TER, FB X>Y=X—K (K Ë 
矩 降 ) 给 出 
f(8) - Q--E)AQ - K)' BO --K)' +e 
=YAY + KAY HYAK' + KAK 4 BY'C BK". 
HARR Y AR" GTERE x ERE x AERD EARE ERE 
BHRR KAY = KAY", 总 起 来 有 

"FES YAY 4 (ORKA + BY EAK" 4 BK +e. (39) 
这 确实 与 公式 (38) 类似 ， 这 就 证 明了 

引 理 平移 使 二 次 丧 数 了 (下 的 齐 次 二 次 项 部 分 对 应 的 矩阵 4 
保持 不 变 . 

BDM, FREER XYP de FO) ER Y (PAPY 
(BPY)Y'+c， 在 这 个 二 次 函数 中 , 二 次 项 的 新 矩阵 是 PAP", 这， 
恰好 同 单独 是 齐 次 二 次 型 的 变换 情形 一 样 . 

现在 通过 具有 方程 X= 了 YP 十 KK(P 是 正 交 矩阵 ) 的 刚体 运动 ， 
米 化 简 实 函 数 有 6)， 根 据 上 述说 明 ， 只 是 忆 所 对 应 的 正 交 变换 可 
以 化 简 二 次 项 的 矩阵 4， 确 切 地 说 ， 是 齐 次 二 次 型 对 应 的 矩阵 A 
REE S 9.10 中 那样 ,我们 得 到 (用 新 的 系数 b!) 

f(£) —- Avid + RASA Heb rb bu zs €. 
FREH A, 相 联 系 的 55， 现在 可 以 通过 简单 的 “配方 ” 车 用 平移 
n= nC E. RITER T T, 使 得 非 零 的 》 项 都 移 到 


前 面 , 于 是 我 们 得 到 
和 
如 果 这 个 函数 的 线性 部 分 不 正好 是 常数 5c'， 那 么 可 以 通过 适当 的 
平移 和 正 交 变 换 ， 象 在 定理 13 中 那样 ,化 为 gr 的 形式 ， 这 个 
变换 并 不 影响 前 r 个 变量 ， 最 后 结果 是 下 面 形 式 中 的 一 种 
f(£) Aul + dy (40)- 
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fG) SA? > Ag e. (41) 

KE hhe A. Bot ASSERERE, d-- 0. 

定理 22 在 所 有 刚体 运动 的 欧 几 里 得 群 之 下 , 任意 实 二 次 型 
(37) 3F 4i -F (40) 3 (41) Xp 8$ — 85, 

这 些 简化 形式 确实 是 实 二 次 型 在 欧 几 里 得 群 之 下 的 标准 型 ， 
但 是 证 明 比 较 困难 , 内 概括 叙述 如 下 . 

这 些 A, 是 {37) 式 相对 应 的 矩阵 4 的 全 部 特征 值 ( 见 8 9.10); 
已 们 的 唯一 性 (包括 重 数 ) 将 在 &104 中 证 明 ， 特别 是 ，(40) 或 
(41) 式 中 的 平方 项 个 数 7 是 一 个 不 变量 ; 注意 , v 也 是 4 的 秩 , E 
在 变换 APAP 之 下 是 不 变 的 利用 微 积分 , 可 以 对 不 变量 
和 o' 作 更 为 简单 的 直观 摘 述 ， 我 们 考虑 使 得 矢量 
ALTRE) SUB. UDARAN P, AIEEE n 
—y.0, mie AE fODdExx- CR 2 Vus ER EHR. TECIOD X. 


的 情况 下 , 这 个 轨迹 是 空 的 , I9 98 21 af -—d--0 而 4 可 以 表征 为 


igradf | TAM; 还 可 以 证 明 ， ARMEELE OR 
不 变量 . 
对 于 仿 射 变 措 下 一 YP 十 下 (其 中 了 是非 青 异 的 )， 可 议 采 用 类 
似 的 处 理 方法 .在 化 简 二 次 项 部 分 为 对 角 型 时 ， 象 在 8 9.9 那样 ， 
所 有 系数 都 是 土 I， 而 线性 部 分 可 人 象 8 9.6 中 那样 去 处 理 . 
定理 23 部 个 变量 的 任意 实 二 次 函数 可 以 通过 HAER 
者 通过 举 标 人 入射 变 挽 ) 北 为 下 面 形 式 中 的 一 种 . 
gitet tia 一 一 办 十 (rs (42) 
yide gna 一 一 二 (ren) (43) 
因为 平移 不 影响 二 次 项 ， 所 以 根据 惯性 律 ( 定 理 017), $r für 


= 363 © 


正 项 个 数 2 一 定 是 不 变量 . 

AURRERA, BA KEAR EA XAXA BA te 定义 
一 个 图 形 或 执 迹 ， 它 是 由 满足 方程 f(5) - HRA AR S HR, 
在 二 维 空间 中 ,根据 这 类 二 次 方程 画 得 的 图 形 就 是 普通 的 一 次 咎 
一 ;在 三 维 空间 中 , 它 是 二 次 曲面 ; 在 一 般 情形 中 , 它 称 为 超 二 次 中 
面 {或 者 二 次 超 昌 面 )， 一 个 仿 射 变换 了 = 及 PP 十 下 作用 于 这 个 曲 
而 的 方程 了 世 就 相当 于 把 同一 个 变换 作用 到 图 形 的 金 部 点 上 ， 并 且 
我 们 称 新 的 图 形 在 给 定 的 仿 射 变换 之 下 等 价 于 老 的 图 形 . 

吾 然 ， 王 述 的 在 等 价 之 下 二 次 国 数 分 类 的 结论 将 给 出 对 应 图 
形 的 一 个 娄 似 的 分 类 ， 急 而 , 我 们 首先 看 出 ， 方 竹 fO 2905 IR — 
Jj f&ü "SG" AR ef= O 2E B BEES LS, 这 可 以 用 来 简化 标 
谁 型 , 例如 上 面 求 得 的 y)—32-—0:-—0, MpcX0B[, 这 个 方程 给 出 
ASHLEA Ce y Ce 09$ c 1—0 给 出 的 轨迹 一 样 y 当 c0 Bj, 
通过 仿 射 变换 芒 =、/ ez, ya esi MIE E te A 2$ — d 1 
一 0, 而 对 于 0-0, ER gi — / — 6c. 给 出 类 似 的 结果 对 一 好 +1 
—0 一般 地 , 用 这 个 方 革 总 可 以 把 (43) 式 中 出 现 的 常数 变 为 1 或 
o ALERE EH n HE? a] eb, 任 疮 超 二 次 曲面 在 坊 射 群 
之 下 等 价 于 下 面 方 程 中 的 一 个 所 给 出 的 轨迹 ， 


yickyPO greeny 0170, (44) 
yi 二 一 二 Yr+t1=0, (45) 
gig 4a 4:—0, (46) 


这 里 Oc pszrszn, 在 (45) 的 情形 中 rn, 

fg GOD X dn, 不 同 的 二 次 型 表示 仿 射 不 等 价 的 轨迹 , 而 在 (45) 
Ap, HEBR y20——— gy Erro E, 于 是 变换 后 的 二 次 
型 对 原来 的 等 价 . 

例如 ,平面 上 满足 + 之 0 的 各 种 可 能 类 型 的 轨迹 是 : 
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p—2 
a. g? ^ 1—0 OI AE 
a?—33^4-1—0 3x die 
—gax-—9)41-0 [bii 
i-t SA 
gi—gy*—0 两 条 相 党 的 直线 
r—l1 
-ary-0 JR 
33--1—0 没有 轨迹 
一 地 十 1 二 0 两 条 平行 的 直线 
c—0 一 条 直线 
特别 要 注音 ， 不 辐 的 标 礁 函数 2Y 十 六 十 1 fa 2? 3-1 给 出 相 园 的 加 
迹 ( 即 ， 这 个 图 形 一 令 点 也 没有 })， XB oc E GE U^ fü 
—ai— y, a? Eg dI. 一 到 十 g 也 是 这 祥 ， 
习 
1. 在 欧 几 里 得 群 之 下 , 将 下 列 二 次 型 分 类 : 
(a) Azz-- 49! --8g-I- 8, 
(b) 9a*— dy oy - 322 -- 24 8 rtd 5 y- 122-18. 
3。 在 坊 射 群 之 PORE TADRE X 
(a) 22 十 482 十 922 十 428 十 和 3 十 1235 十 8 十 163 十 2423 十 15， 
(b) x!—62zg4-10424-22z — 3025 — 10gz — 4102—17, 
(c) z5--4a*-- trat dirt da -—- 694-6, 
(d) — 2g 3y —722-I- 22g — Byz — 6x2 — 4g — 6g — 142 — 6, 
3， 证 明 : Æ Ay XA + BX +e GEB AGdEdbPERAUISO iR 
性 部 分 可 以 通过 平移 消去 ， 
4. (a) 证 明 ， 非 平凡 实 二 次 方程 XAX t =1 是 一 个 才 转 曲面 当 且 仅 当 
ARA EY EE. 
(b) 描述 二 次 方程 y gatara, 
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5. 把 定理 23 中 给 出 的 二 次 函数 的 仿 射 分 类 推广 到 系数 在 任意 满足 1 
c1x0 lS rn fg E. 

6. (a) AHE h p xd n S ah RT RE IE) C5 AERE 

(b) 3Hg-—-3&39 5 HH TET i JL fo TE AE. 

7. ZE LR OL EECS 9. 4 ORE ET dE COO BERI, <b) db, (OO XU Eb 
进行 分 类 ， 对 每 种 情形 求 出 全 系 不 变量 . 

*8， 在 刚体 返 动 群 之 下 , 对 呈 维 欧 风 里 得 空间 中 的 二 次 超 曲面 进行 分 类 
(AAIE 22). 

9. RARA 25-39? 3 中 面积 最 大 的 内 接 六 过 形 . 


*89.12 HERSKERE 
对 于 贫 数 的 情况 ， 实 二 次 型 的 正 交 变换 是 用 某 个 埃 尔 米 特 型 
的 西 变换 来 代替 ， 一 个 复数 “=4 十 所 定义 为 实数 对 (m 闪 ， 或 定 
交 为 二 维 矢量 空间 R? 中 具有 分 车 (a, 8) 的 矢量 ， 复 数 的 模 或 绝对 
值 1c[ 正 好 是 实 笑 量 的 长 度 
[c|?— |a-F ibi? =at +b = (a ib) (a— ib) —ec*, — (47) 
这 里 c* o cH Raib 同样 道理 BKAOCA n E 
(cb 7, 64) (其 中 每 个 分 量 0; 72a, 7 $50 Re ik y NI LB TE 2n 维 
实 党 闻 中 的 具有 228 A Cs, bi, n gn, DOARE. iX IPRC 
Bg KIER FARREN UR iB 


HC, 6) P= Gl ED er Ca FDA) 


=at ib) (a;— ib) (48) 


j=} 
二 016? ore CaCa 
IPEA e;f-—al-d02290, BLGEA4GRIYNAORORPU R GE 
性 : 这 个 实数 和 全 ,cic 是 正 的 ， 除 非 所 有 的 c; 一 00， 表达 式 (48) 
j=1 


很 象 通 当 的 关于 实 矢 量 长 度 的 毕 达 如 拉 斯 公式 ， 我 们 用 (48) 式 作 
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AERE K — (0, so, ERE X, BA 22050? 可 以 写成 从 
EJER OKK*, 其 中 五 * Xni Kir) g e 2 MERO Sod £990 R59 A5 
*. 
定义 ”在 复 关 量 空间 COP, iE gR Ai Xam 
Eo de Y e (ri, 5, gu) f A, 并 引进 内 积 
Gm Smyt e T Eat S AYY, (49) 


KA, EARRAIGH? 

间 普 通 内 积 的 情况 几乎 一 样 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 肉 积 具 有 上 

本 性 质 

9, 性 (c-am, č}— et, E) d Gp £). 

amè Emme". | 

Xo 性 如 果 二 六 0 WC, D) ecc JE BL C 7-0, 
由 疼 对 称 性 显然 可 推出 第 一 个 因子 的 诗 线 性 : 

(E, e +d) = (en tdt, £)* -e* (5, * 4 d* C, 
—6* (E, T) ta (5,0). 
Si 
(E, eg--d£) —c* (E, n) -d* (E, D). (80) 

如 果 需 要 的 话 , 我 们 可 以 把 线性 , 斜 对 称 性 和 正 性 这 些 性 质 作为 复 
数 域 上 抽象 矢量 空间 中 肉 积 息 ,办 的 公设 。 那 么 这 个 空间 被 称 为 
西 空间 (比较 S7.10 RULES RE R). 

PAARE EAn TRE CE, 9) 0, WREE FR 2 d Gi fe 
E£[5. RIBSDEEREE. EL 可 推出 ?LE ERES RR 
Cn ANRE s, au, 如果 每 个 笑 量 的 长 庶 为 1, 且 性 意 两 个 拓 量 
Jab H: 

la| == n] =l, (em,e)9-0 (GJ) (51) 
册 称 这 个 矢量 是 这 个 空间 的 标准 百 基 ， 这 样 一 组 矢量 一 定 是 普 
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WETHER, Ix HERE & 一 ü, 9, 77, 0), tr, rT (0, Ut. 
0, 1D —- E P AE, 根据 87.11 的 方法 ， 我 们 还 可 以 构造 另 
外 的 标准 酉 基 , 并 可 证 其 

定理 24 站 西 空间 中 ， 人 性 意 mO—n)73dLA dd EGEX 
的 医 量 构成 这 个 室 间 标准 酉 基 的 一 部 分 ， 

特别 是 ,如 果 a, ns am 是 非 零 正 交 矢 量 ，01 一 (各 名 六 ,那么 对 
任意 £, LETE 一 所 一 C104 — n — Og WARE Qj, y Og EX, 

—^rnxn MIER U = (w), 如 果 满 足 UU" —I (B 到 表示 
Hr U AAR m R8 AERE, NIERU 39 Ei EFE, 这 个 条 


FRR T Duni di XX ELO.) 是 克 罗 内 克 尔 符号 ( 8 9.0. 


换血 话说 ,0 024g — 1155 S P5 H3 1, U B EEXEPR A TT EIE TR, 
ZERE, Hi U GE X B C" 的 线性 变换 把 e, …, es 变换 到 一 组 标 
HERE, 4838 8 8.6 定理 9 的 推论 6， 它 还 等 价 于 条 UUSI, 
这 表明 己 的 每 一 列 关 量 的 长 麻 为 1, 习 的 任意 两 个 列 矢 量 正 交 . 

C^ 的 任意 线性 变换 已 一 > 素 4 把 内 积 XF* 变换 成 中 4.49 Y", 
对 所 有 的 矢量 卫 和 和 了， 这 个 新 的 内 积 等 于 原来 的 内 积 XY*"= 
XIY*' ERÄ AA =I, MARHA EHER T, AE 
PEA ERESHE A mAAR EE T, 保持 复 内 积 XY*" 
mE, 类 似 的 论证 指出 ,4 是 再 矩阵 当 且 仅 当 了 Ts. 保持 长 度 


(XX**)* qb, JUL E, 如果 西 空间 的 线性 变换 多 保持 长 度 不 变 
[| — | 有 (因而 也 保持 内 积 不 变 ), 那么 称 卫 为 百 变换 ， 交 维 空间 
的 所 有 西 变换 组 成 的 集合 构成 一 个 群 , 这 个 群 与 所 有 xn BABERE 
A us ERU A. 

下 面 ， 我 们 用 * 挨 尔 米 转型 "来 代 夫 二 次 型 ， 它 的 最 简单 的 例 
Gk Est 一般 地 ， 奖 尔 米 特 型 是 一 个 含有 复 系数 
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< gihiurt--XHX*, H= (hy), (52) 

i.f 
其 中 系数 矩阵 吾 基 有 竹 质 HUSH. eh W REREH Pe A m 
ATEM. MER khu WERA RRR R ERER E RERE, 
RI RRN (52) ETEUB A TERRE RA m, rn, ns 9E 
A ACD) —XHXU. KAARE OXHXU 总 是 实数 .为 证 
明 这 一 结论 , RANEA TE dee k AE SET 8 
HERD. MAA EIE ATOKPERBEE, 所 以 有 

(XHX*'") *r— (X*H*X**:} T —X"H'"XxX* —XHX*: 
满足 断言 . 
BjüERY—XU, X-—YU —YU' 了 这 用 到 控 尔 米 特 型 ,得 到 
XHX''—(YU-)H(YU*')* YU H(UY"') 
zY(U- IETDYY *. 
XA CREE UC IU TERR ERE, RAAT =y", 
A 
(U-HU)** «U* H** (UN + -U-AHU. 

如 黑 我 们 用 举 标 变换 ， 变 换 到 一 个 新 的 标准 酉 坐标 系 ， 那 么 可 以 
得 到 局 料 的 效果 ， 因 为 这 样 的 变换 通过 方程 了 =Z7 (其 中 已 是 酉 
上 矩阵) 给 出 皇 的 新 坐标 王 与 老 些 标的 甘 系 . 

用 这 种 变换 的 说 法 ， 我 们 可 以 把 尾音 埃 尔 米 特 型 变换 到 主轴 
上 ， 这 个 新 主轴 是 根据 逐次 最 大 的 性 质 而 选取 的 ， 这 怡 好 同 二 次 
型 在 正 交 变换 下 化 到 主轴 的 讨论 一 样 . 58 — 8 oa RUE REOR 109 
Ad, 并 使 AC ELE] 51 上 取 最 大 值 ; 然后 我 们 根据 定理 24 可 以 
求 出 包含 a AHERE. 对 于 这 组 基底 ， 交 叉 乘 积 项 zc 
G-DXqgEdS. 因为 埃 尔 米 特 型 的 值 总 是 实 的 ， 所 以 逐次 最 大 
值 A: 部 是 实数 . 这 一 过 程 证 明了 下 面 的 主轴 定理 . 


* 569 * 


定理 25 任意 埃 尔 米 特 型 XHA" THA ox B E AY-—XU 
化 成 实 对 角 型 
THY = Ayi Haggi TA (53): 
kd 3E TEE T ELSERE LER AE RE DS AE HE FL BD 
定理 26 — pDTRAORTORTMPERNRH, f—4 HORHU, E 
TRUCCHU-U'*HU X3: sE Ry 4g l5, 
用 第 十 意 的 方法 还 可 证 明 (53) 式 的 系数 2; 是 唯一 的 。 


可 题 
l. PAJER ELH ETSER, 哪些 是 下 尔 米 畦 第 阵 ? 


1i 1—i 3 1—-i 1 dy 

2 2 
" m | | | 
2 72 IHi X i I 

LoRS(L oL iiyexisemsskm T ENAA. 

3. HEB: CO ERARE LRA AR i jA RY mh. 

4. MUI dno KE o CREE GDRG MAn IG. jeh m 是 
TRE. 

5. WEB. 对 任意 实数 P, IER 

( chë ishð 
-— ishü ch 

是 本 矩阵 ， 计 咎 它 的 转 征 信和 特征 儿 量 . 

8. 证明; Bd ex 两 矩阵 构成 - MEECEE EDD GE ARTE 5 BE 2n x 2n. 
K EARR AO HERREN. 

7. WEB]. RRR PATER CE, AURA, SUME BEI ETE, 

8. TESMER F Be VE AE Bx SE 24. 

9. VEHI: —A HR URSEEJETI ASIE PLI EB BUS dE TER A HAE 
R1. 

10. 对 于 两 个 变 妈 的 埃 尔 米 转型 , 它 在 zs= 0 y 1 RABRLECKIÉ. ILU 
类 似 半 59, 10 引 型 的 结果 , ( 担 示 ， 把 经 个 变量 分 成 实 部 和 虚 部 . ) 
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IL ARI RENEM EMA EE. 

12. 通过 基于 zx 和 # 的 酉 变换 ， 把 让 尔 米 特 型 x 六 十 x*# 从 成 对 角 型 。 
(I 考 央 丰 应 前 实 二 次 型 ,) 

13， 在 西 群 之 下 ,把 2* 一 2ww* 十 25 (rwt wr HERAS, 

14. LEBU. È ap LABES A Hon — £8 ED Bn E Ac IE SR ES Ag dE, 这 
些 圣 征 疾 有 旺 对 应 的 特征 信 都 是 纯 蕊 烙 ， 【提示 : 证 明 0A ERR RRRA MO 

15， 证 明 : 任意 西 矩 阵 的 谱 伺 于 复 平 面 的 单位 闸 上 . 

16， 证 明 : AE AEREC A IEXEU IRAK BEES BL C-PPtT, 共 中 
PX EM. 

17. 证明: 埃 尔 来 特 杯 阵 是 正定 的 当 且 促 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 
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仿 射 几何 是 研究 在 仿 射 群 之 下 图 形 不 变 的 恰 质 ， 正 如 欧 几 里 
得 几何 是 研究 在 欧 几 里 得 群 之 下 图 形 不 变 的 性 质 一 样 ， 作 用 在 有 
限 维 矢量 空间 .上 的 仿 射 群 , 象 (11) 式 那样 , 是 由 下 的 所 有 把 下 的 
点 (或 矢量 ) 去 变 到 点 
EH —g—ET--& (54) 
ERARE 这 里 c 是 一 固定 笑 量 , T EV. 05 — loe dedi 
性 变换 。 RIEV ERF LgAedEZr(U], ibo FOMDE Ade 
1 十 1 去 六 例如 五 不 是 域 Z). 

在 仿 射 几何 中 , 正如 在 欧元 里 得 见 何 中 一 样 , 任意 两 个 点 «和 
及 是 等 价 的 ， 这 因为 平移 EIE (Bo) B a 变 到 8， 这 就 把 仿 
射 几 何 与 玉 的 笑 量 几何 (在 全 线性 群 之 下 ) 区 别 开 来 ， 在 仿 射 几何 
中 原点 怠 起 着 下 中 畦 矢量 0 的 特殊 作用 SAEED TIE 
持 不 变 前 性 质 时 , 我 们 通常 把 矢量 空间 称 作 仿 射 空间 ， 

在 平面 解析 几何 中 ， 联 后 两 点 C2, 如) 和 (xa yo 的 直线 的 方 
程 是 


a, — JY 
ya Xa 


(TK) TFt 
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引入 参数 t s 则 我 们 得 到 y=y +t y), e—m 


# (wo 一 2 换血 话说 , 这 直线 具有 套数 方程 

r= (1—i rmttr, g-—(1—i yo iFa (55) 
"EIUS EJUXG,D-£--—80£8-crt5. Jub, GOMA 
Xi Gr, 用 是 把 (zu gi) RI Ges 9) 两 点 之 间 的 线段 分 成 比例 为 5 (1— 


从 的 点 . 当 4 一 去, 这 个 点 就 是 中 点 


在 任意 仿 射 空间 中 ,把 x< 和 户 之 奖 的 “线段 ”分 成 比例 为 : 

(1— 0 R9 RE SL 
y—(1—2)a4- tf. (56) 

Sia, Eik a f0 fu DE ag 定义 为 满足 (56) 式 (1EF) 
的 所 有 点 ?组 成 的 党 人 台 . 

定理 27 任意 非 奇异 念 射 变换 把 直线 变 到 直线 。 

证 明 ODRA GOR, 我 们 有 

yH-—yT-ki—(1—i)aT--tBT-V-& 
—(1—1)CxT - iD -ECBPT i 
—(1—1) (aH) --£ (8H). 

ERU H deo xb an P i9 (SEE a E] i ELEC BET 09 0; ME 
HÓA. mE 证 毕 

如 果 y —(1— tac tB Râs (uatu daB 上 任意 两 个 
不 同 的 点 ， 那 么 因为 

{1—e)yiod=(0 tiot—o at (f —vt vu) B 

所 以 % 和 包含 ?5 的 每 个 点 。 反 过 来 也 可 以 类 似 地 证 明 ?6 包含 a£ 
的 每 个 点 , 因此 8 月 二 F656， 也 就 是 说 ， 直线 可 用 它 上 面 的 任意 两 点 
确定 ， 

一 个 普通 平面 有 时 可 用 平 直 性 质 来 表征 : 平 而 如 时 包含 任意 
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Pun. MEKAAR ER BOT AAKA 
EF RAT AEA P RATAREA TEAM: 如 
Ram BM, MENER 也 在 于 中 . 显然 , 仿 射 变换 把 仿 射 
子 宇 间 足 上 到 仿 身子 空间 ， 更 进一步 ,了 的 仿 射 子 空间 恰恰 是 按 
下 述 意 义 平 称 玉 的 活 最 子 空间 而 得 到 的 一 个 子 空间 . 

定理 路 加 有 果 膨 是 玉 的 任意 信 射 于 空间 ， 那么 存在 信 的 一 个 
fA bh FUE da] do IR K RAME HAAR ETAK A P EES 
RIR, ES nr "DXAdbikdR DR AEA y F E WD M= 
局 十 As 

WEBB 设 上 是 形 中 任意 一 点 , 并 定义 如 是 所 有 矢量 上 一 k 组 成 
的 集合 (其 中 a€ M); 换 句 话说 , Sik 一 g PMAR. E 
JR, M RE Bi SEZR E S M 表述 的 形式 ， 简 下 只 须 证 明 妨 是 一 
个 矢量 子 空 间 ， 因 为 直线 平移 到 直线 ， 所 以 对 于 形 的 假设 保证 S 
也 有 有 亲 样 的 性 质 : 联结 仿 的 任意 郴 个 矢量 的 直线 仍 在 总 中 。 对 于 
S HEERE a, 联结 OCC ac AERE S h, 因此 如 包含 所 有 
"Toe" Aca. Anf S BS adn B, MAELA 2a 和 28 以 及 
联结 它们 的 整个 直线 £=24 十 i(28 一 2%)，( 画 一 个 图 !) 特别 当 


1= 广 时 , SES ES2a(8—a) =B+a， 也 就 是 包含 给 定 矢 量 的 


和 。 于 是 , 我 们 就 证 明了 8 在 加 益 和 数 乘 运算 之 下 是 封 闵 的 , 因此 
COUR ECT 2BL METR, 证 毕 

F=Z 的 情形 是 个 例外 : 三 个 笑 量 组 (0, 0), (1, 0) 和 (0, DE 
一 个 “平面 ”, 当 它 包含 任意 两 点 w 和 8, Bub dE HE a+ 
t£; 但 是 这 三 先 量 组 并 不 是 一 个 仿 射 子 空间 . 

逆 定 理 也 不 难 证 明 ， 它 换 种 说 法 就 是 ， 仿 射 子 空间 正好 是 在 
矢 基 加 壮 群 之 下 儿 量 子 空间 的 隘 集 特别 是 ， 仿 射 直线 是 一 维 矢 
量子 空间 的 陪 集 (在 平移 之 下 )。 
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上 述 结果 包含 着 仿 射 几何 中 另 一 个 概念 ， 平 行 性 ， 

XX 仿 射 室 间 下 的 两 个 子 集合 访 和 总” 称 为 是 平行 的 当 且 
仅 当 存在 严 的 一 个 平移 也:Eh > 十 4 把 总 史上 到 三 *。 

定理 29 VoM Edo dde pk ART ES. 

证 明 设 S3 和 好 =S+4 是 给 定 的 平行 集 含 , VEURIUT 分 别 
是 它们 在 HEET +r 之 下 的 变换 式 ， 定 理 断 言 ,U* 是 由 所 有 
i 十 上 组 成 的 集合 ， 其 中 EEU, 下 是 某 一 国定 的 平移 矢量 .和 根据 定 
X,U* 是 由 所 有 (Co 十 六 )T 十 Kk 二 CoT 十 x) 十 2 组 成 的 集合 ， 共 中 
orES， 并 且 U 是 由 所 有 =oT 十 * 组 成 的 集合 , 其 中 ocs. E 4 一 
AT, 显然 定理 的 结论 成 立 . 证 毕 

关于 在 仿 射 群 (实数 域 R 上 ]) 之 下 的 等 价 性 在 初等 几何 上 有 很 
多 有 趣 的 应 用 ， 在 仿 射 群 之 下 ， 任 意 两 个 三 角形 是 等 价 的 ， 为 了 
证 明 这 一 点 ， 上 只 须 证 明 任意 三 角 
E apy 等 价 于 以 0=(0,0), Bo— 
(2, 0), yo 一 《ls 3) 为 顶点 的 特 
殊 的 等 边 三 角形 ( 见 图 2). 通过 平 
f£, 顶点 可 以 移动 到 原点 O, 其 
他 两 顶点 移 到 位 置 B 和 y. 因为 
AE B 和 是 线性 无 闫 的. 则 存 
EAREN ap t gy'— zo 
+yyo 它 把 B' 变 到 Bo, Æ y E 
到 yo 这 个 变换 与 平移 的 乘积 将 
把 «By 变 到 086oyo， 正 如 所 求 . 
国 虹 这 两 个 三 角形 是 等 价 的 . 图 2 

于 是 每 个 三 角形 等 价 于 一 个 等 边 三 角形 ， 而 等 边 三 角形 的 三 
条 中 线 根 据 对 称 性 它们 一 定 交 于 一 点 ( 即 重 记 )， 但 是 ， 仿 射 变 换 
把 中 点 变 到 中 点 ， 因 此 它 把 中 线 变 到 中 线 。 这 就 证 明寺 一 个 初等 
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定理 :任意 三 角形 三 中 线 交 于 一 点 .再 有 ， 我 们 可 以 很 容易 地 证 
H, 等 边 三 角形 中 线 的 交点 按 比 例 1:2 把 中 线 分 成 两 部 分 , 因此 对 
任意 二 角形 同样 的 结论 成 立 . 

雍 外 ， 任 意 燃 贺 与 一 个 圆 仿 射 等 价 ， 但 是 一 个 贺 的 通过 圆心 
的 任意 直径 在 两 个 端点 上 有 互相 平行 的 切线 ， 而 生平 行 于 这 两 条 
切线 的 共 箔 本 径 把 平行 于 给 定 直径 的 所 有 下 平 
分 .可 以 推出 ， 对 任意 猜 珊 ， 这 两 个 性 质 同样 
成 立 , 这 是 因为 仿 射 变换 把 平行 线 变 为 平行 线 ， 
把 切线 变 为 切线 (但 应 注意 , APER n B die e ETE 
T—3EH Rise ÉL, 图 3). 图 3 


附录 ” 洪 心 与 重心 坐标 按 给 定 的 比例 分 割 一 线 惧 的 分 点 
(56) 是 形 心 概念 的 特殊 情形 ， 在 下 中 给 出 mel 个 点 do, …, wm 
EF hH m-l NIE to h, Em 使 得 wo 十 :十 wm 二 1， 其 有 权 
Z9, Wm 的 点 ao am 的 形 心 定 交 为 点 

E= ato br exu, Tod ex 1. (57) 
(更 一 般 地 ， 对 任意 迪 一 wo 十 … 十 wm 天 0， 具 有 权 wo, Wa 的 点 
co … am 的 形 心 仍 用 (57) 来 定义 , 这 时 n m) 

3n E EE Co) EROS AERE Me, 那么 
EH = (aoo T dr aua MT M 

—ag(ao P) T tm (VT) En) 

—ag(aoH ) t ru (aVv HJ). 
KDH, 仿 射 页 换 把 形 心 变换 到 形 心 , 其 权 不 变 . 

定理 30 仿 射 于 空间 肝 包 含 它 的 点 的 所 有 形 心 ， 

我 们 道 过 对 (57) 式 的 点 数 mw 十 1 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 ， 
当 加 = 二， 可 直接 得 出 结论 ， 当 m=, d 和 的 形 心 怡 好 是 通过 
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a, fü a; 的 家 线 上 的 一 个 点 , 因此 很 据 定义 , 这 个 形 心 在 于 中. 假定 
m>l, FE E 看 作 形 为 (57) 的 点 。 那 么 有 某 个 系数 ， 比 如 说 是 zm 


PETF 1. i igit ttnan M zx—1-—4£4,0£50,05 8— Pao + 


Sa 是 we …, wm-l 的 形 心 , 由 归纳 法 假设 , ETEM h. 进 


一 步 ,5 三 1 十 (1 一 让 aw 是 在 联结 B€ M T a, € M 的 直线 上 , 因此 
EEM th, 如 断言 所 述 . 

形 心 可 用 来 描述 下 给 定 的 点 集 wo …，an 张 成 的 子 空间 M, 
án T ANÈ. 

定理 31  Vopm-rl4 Qy t, Om 6A AA (57) 88 N 68 JE 
合 是 一 个 仿 射 子 空间 肛 ， 访 个 也 空间 肛 包含 每 个 点 a, 并 且 它 色 
4 dE E EUR ECT m p UN SP, fg UN. Gg PRECES, o, n, Os. 

证 明 设 (57) 表 示 的 § 和 

N= Yo ee 十 nm Ho al (577) 
是 任意 两 个 形 心 , M 
(1—4i)£—c t9 
=| {1E yeot iyol t [DO —£)x4 194 

也 是 so …， Gn 的 形 心 ， 这 是 因为 全 体系 数 (1 一 上 zi 十 地, 的 和 是 
1， 因 紫 玫 的 确 是 一 个 仿 射 子 空间 ， 显 然 它 包含 每 个 x 另 一 方 
夯 , 根据 定理 30， 包 含 所 有 有 ai 的 任意 仿 射 子 空间 次， 一 证 包 介 
xt M. 证 毕 

Api m A ABE ot 一 co n, 0, —0 是 线性 无 美的 ， 那么 称 m | 
1 个 点 Gp, … em AE EG A BS. XE RD] SE EUH. 我 们 有 
(a; —a,)T 2a, H--a;H, AiE SED; 588 26 E d D S876 OR a 变 
到 仿 射 无 美的 点 ， 在 这 个 仿 射 无 关 的 定义 中 , 起 点 o 起 着 特殊 的 
作用 .下面 的 结果 开明 , 仿 射 和 无 关 性 不 依赖 于 起 点 的 选取 ， 
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PEI o mob 4oh4dE ALAS X X Boda ddp ao, m 4X Ug 
坊 射 子 空间 并 中 的 每 一 点 二 作为 Qo cs m 的 形 心 (57)， 有 唯一 
P ik X. 

WEBB 假设 点 m. Gn WHER, mM REA £, 作为 形 
DARRERES EDAG, i-2lINPpe, F E Dr ==. 
Wb 

&—29— [s ti) t (2425), 
ir H.E 3 0—0 Bol 3E XR GR 
0= > (n a1)a; — T9 (v.a )0 — (26 — x0) 


ico ici 
= Dir: —2) {0 —as) 


因为 矢量 本 一 wo, …, am 一 ao 是 线性 无 美的， 我 们 推出 结论 ， 对 于 
i—1,:e, 人 有 ;二 wi 因为 mliit etn MAREA 
2 一 刘 ， 于 是 , E 作为 形 心 的 表达 式 是 唯一 的 ， 

其 次 ， 假 设 点 ao e as 仿 射 相关 ， 那 么 存在 一 个 线性 关系 
己 ci(ei 一 ao) 一 0， 其 中 系数 6; 不 全 为 零 ， 比 如 说 c: 尖 0。 通 过 做 
除法 , 我 们 可 以 假定 61=1. 则 有 


0 — — 6505 — mm 二 Coz 二 "上 Cn 十 1 Yao 
在 % 的 表 还 式 中 ， 这 些 系数 之 和 是 1， 但 是 ol 还 有 另 一 种 表示 
=la, 因此 e 作为 形 心 的 表示 不 是 唯一 的 . 证 毕 


当 点 go …，aa 是 仿 射 无 闫 时, 由 ato, e, anm 张 成 的 空间 中 的 每 
一 点 可 表 成 (57), 在 表达 式 (57) 中 出 现 的 标量 wo, nsns 称 为 所 相 
对 于 do …, am 揭 重 心 坐标 ， 注 意 , 这 些 坐 标 中 任意 加 个 可 以 确定 
H Bg —^- 55 55, 这 是 由 于 wo 十 十 wm 三 1， 
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E m 
+， 对 下 列 每 对 点 ， 求 两 点 联 线 的 参数 方程 ， 并 把 这 直 绞 表示 万 形式 总 
十 4 也 就 是 求 空间 Sp. 
<a) (2,1) PS, 0), 
(b) 0,3, 2)48]C— 1,7, 55, 
(e) (1, 2,3, 4) 8104, 3, 2, 1). 
2、 把 通过 53, 3) $0 (4, 2) P ELS CERCAUGRRORE TO SEA, Ap Aaa 
不 同 的 选择 ， 画册 图 形 ， 
3. WEN: 通过 不 在 一 直线 上 的 三 个 笑 量 a, 月 dE4E— CHO RGFÍE— 
个 二 维 仿 射 子 空 间 (一 个 平面 1 }， 证 明 : 这 个 平面 上 前 矢量 可 表示 上 成 形式 
< 一 G 十 sf 一 co 十 -这 里 ss 和 + 是 变量 . 
4. 求 通过 下 列 每 三 点 的 平面 (如果 存在 的 话 ) 的 好 数 方 程 ( 按 照 习 题 3 
的 形式 ): 
(3) (1, 3,2), (4, 1, — 1), (2, 0, 0), 
(b) (1,1, 0, (1,0, 1), (0,1, 1), 
(c) (2, —1, 3), C1, 1, 1), (3, 0, 4), 
5， 在 习题 4 的 每 个 小 题 中 , OB SER UCET PERS AC IC, 
*6. 证明; 定理 28 在 除去 Z 的 每 个 域 上 都 成 立 . 
7， 只 用 有 有关 的 定 头 证 网 : 任意 仿 射 变 挤 把 中 点 变色 中 点 . 
8 EA 每 个 尘 行 权 边 形 与 正方 形 仿 射 等 价 ， 
9.. 用 仿 射 方法 证 明 : 平行 四 边 形 网 两 条 对 角 线 总 是 彼此 平分 . 
10. (a) cR R? 的 仿 射 变换 ， 它 把 以 (0, 0), (0, D, CL, 02 为 天 点 的 三 角 
形变 换 到 以 (1 0), (一 1,0), (0, 3 ) 为 顶点 的 等 过 三 角形 . 
(b) 邵 果 第 一 个 三 角形 是 区 (1 D, 0,2), ,32 为 项 点， 那么 所 求 
的 仿 射 变 换 是 什么 ? 
11， 轩 访 射 方法 证 明 : 在 梯形 中 , 两 条 对 角 线 和 两 平行 边 中 点 联 线 通 过 


12， 证 明 :， 任意 平行 六 面体 与 正 立 方 体 仿 射 铎 价 . 
13， 证 明 : 任意 半 行 兴 面 体 的 四 条 对 角 线 有 公共 的 中 点 ( 它 基 重心 ). 
14. (m) EA: 在 任意 域 下 上， 任意 两 个 三 角形 在 仿 射 群 之 下 是 野 价 


*(b) 证 明 : RF 12-1250, 12-19-1550, 那么 任意 三 角形 的 
qiEXCP- 
i5. 证 期 : ARER rA- EHT XEU; E ESAE ELE y (1— 06 
TB AGE EHI T= aTi T), 
16， 证 明 : 如 果 仿 射 子 空间 于是 由 各 十 1 个 协 射 无 类 的 点 qo e aa 
张 成 , 那么 导 同 .… 个 欧 维 笑 量子 空间 平行 ， | 
17， 根 据 定义 ,Fr 中 的 超 平面 是 4 一 1 维 仿 射 子 空间 . 
(a) 证 明 : KERRE ortet aate 的 所 有 矢量 上 
组 成 的 集合 是 一 个 超 平面 , 这 里 假定 a s ea TENE. 
(b) 反 过 来 证 明 : 每 个 超 平 面 都 满 呈 这样 的 方程 . 
(c) 求 通过 四 个 点 (410. 1,00, (0, 1,0, D, 00,1, 1, 00, (1, 0,0, DR 
18. Hb ro em E n AER MEER IRE V A ntl 个 仿 射 无 关 的 点 , ILE Ao 
ss P. REV PREE n1 Sx. WEA: FETERE SV p 8E AE 
把 每 个 a; 变 到 E. 
19. 证 明 ， 如 果 仿 射 子 窗 间 形 是 由 mtl AEKA detn Anik 
JE. 3E ELE rtl 个 售 射 无 美的 点 有 ns A 张 成 , 那么 mr. 


*$9.14. 射影 几何 


在 实 仿 射 平面 中 , 任意 两 个 点 在 崔 一 的 一 条 直线 上 , 任意 两 条 
布 平行 的 直线 变 于 有 唯一 的 一 点 .我 们 现在 来 构造 实 射影 平面 ， 在 
这 个 平面 上 ， 

(i) 任意 两 个 不 同 的 点 在 准 一 的 一 条 直线 于， 

(i) FORPRARCRIRIIELERAS T ME 89)— 5. HRE B9 TE Ft 
COsaGD ig ZRTE P 3R3C XL PRESHA, R ER RT REX" dal, 
并 在 术语 上 稍 加 变化 ， 就 可 把 性 质 ( 让 ) 变 为 性 质 (i)， 也 可 把 性 质 
《ii 变 为 性 质 (i)， 

构造 实 射影 平面 P= 了 Pa(R) 的 一 种 方法 如 下 所 述 ， 取 实数 域 
R E —^4 HE MEZ IBI Vo 并 把 TPs 的 一 维 失 量子 空间 (不 是 仿 射 
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TZA) SHA PIBQ—4RURC. dO Va 的 二 维 子 空间 王 称 为 Pi 
"HER". 进一步， 我 们 说 点 人 在 直 钱 工 上 当 且 仅 当 子 窗 间 总 包含 
在 于 空间 工 中 . 

我 们 来 证 明 PRO RS AER MEO AD. 如果 S. 
S3 2 ll A Ed EE aa 和 上 az 张 戌 的 一 维 子 空间 ， 那 各 S SES HE 
24 名 和 ws 是 线性 无 关 . 于 是 S 和 上 所 在 的 瞧 一 直线 三 就 是 由 ai 
积 吧 张 成 的 二 维 矢量 子 空间 , 这 就 证 明了 性 质 (i). 其 次 , 如 果 坦 线 
(TETARA 和 荆 是 不 同 的 ， 那 么 子 空间 五 十 Ls( 是 荆 与 工 ; 
的 线性 和 ) 必 共有 较 高 的 维 数 ， 于 是 它 是 整个 三 维 空间 Vs. AE 
18 87.8 定理 17, 有 

d in Claf144)— dim}, + dimZ4—dim(£I4 +E) 
242—821, 
所 以 一 维 子 空间 L NL XE IUS BET. 二 五 的 唯一 的 一 点 . 这 就 
证 明了 性 质 Cii). 

为 了 在 射影 平面 户 二 Pa(RR) 中 得 济 适 当 的 射影 奉 标 , 取 Ts: 是 
由 所 有 3- 实 数组 (zu vu, za) 组 成 的 空间 RÀ. 那么 每 个 非 零 的 3- 数 
组 (wl, x2, wa) 确定 Po — RS; H cAol, 3- 数 组 Gn, mos ys) 和 
Coat, coa eas Rf RE I] — Ae jS. 我 们 把 这 些 3- 数 组 等 同 起 来 

(21, Ba, 95) = (62h, CHa, CE3), CEO 
并 称 这 些 3- NE a pros BUE Ld. AA Vs 的 任意 二 维 子 空间 
荆 可 以 描述 为 一 个 谭 次 线性 方程 的 解 其 量 组 成 的 集合 ,， 所 以 已 的 
直 线 工 是 那些 齐 次 坐标 满足 方程 
GT ta srs — 0, Ci, Ga a3) 3:0, 0,0) (58) 
的 点 的 轨迹 ， 我 们 可 称 (et, an 0:229 YL2X LBS JE Ee. EAR, 当 
0 地 0 了 时, 坐标 (eu az, es) 和 (eol cas, c03) 确 定 同一 条 直线 . 

实 射 影 平 面 有 非常 简单 的 几何 表示 .点 总 的 齐 次 坐 松 (zu i, 
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2,), ERE (tata 可 以 标准 化 ， 于 是 新 坐标 (2 Ya ya) 
满足 好 十 好 十 暗 =1 并 在 单位 球面 上 , 在 这 个 球 而 上 的 两 个 对 径 点 
Gh. 32 932 IC — As — Ma. 一 的 ) 确 定 已: 的 同一 点 . 换 铝 话说 , Pa 的 
点 可 以 通过 把 直径 的 两 端点 (在 球面 上 ) 看 作 一 个 点 而 得 到 ， 因 为 
ys 的 任意 二 维和 量子 空间 工 沿 一 个 大 圆 截 割 单位 球 ， 所 以 我 们 可 
以 说 ，P2 的 一 条 直线 是 由 单位 球 的 一 个 大 加 上 的 全 体 对 径 点 对 组 
R. TEZLA, 两 条 射影 直线 (两 个 大 圆 ) 交 于 一 个 射影 点 ( 球 
面 上 一 对 对 径 点 ). 

可 以 用 同样 的 方法 在 任意 域 五 上 定义 一 个 射影 平面 POP). 
在 任何 情形 下 ， 显 然 有 每 个 一 维 矢量 子 空间 Cem eas, cu.) Gep 
2,750) 与 仿 射 平面 zs= 1 恰恰 交 于 一 点 (于 , 22, ane, z) 
Sio SERE HR Cem, Cta 023) 的 非 齐 次 坐标 ， 但 是 ws 一 0 的 轨迹 是 一 
AAEE, ERD AREAS”, WEE MEEA 
P, 的 每 条 直线 

Lian taat asta = Ù 

或 者 是 “在 无 穷 远 处 的 直线 ”( 当 a a5 — 0), 或 者 是 仿 射 平面 的 一 
条 直线 o( 全 pa (2t a0, 加 上 “在 无 穷 远 处 的 直线 ”上 的 一 


个 点 Co, 一, 0). 
在 性 意 域 冲 上 可 以 构造 % 维 射影 空间 了 PP 本质 的 一 步 是 从 高 
一 维 的 疾 量 空间 T= 可"?! 开始 。 那 么 =P.(F》 可 以 描述 如 下 ;: 
P 的 点 是 下 的 FEN ,了 的 各 维 子 空间 是 由 位 于 的 基 个 
加 十 1 维 矢 量子 空间 工 的 所 有 点 SP 的 点 ) 组 成 的 集合 ， 显 然 , 每 
个 这 样 的 子 空间 本 身 与 由 这 个 m 十 1 S4 Er? IRL dE[S ES ik 
定 的 mn 维 射影 空间 Pa 同 枸 ， 如 果 下 表示 流下 的 % 十 1- 元 素 组 构 
成 的 空间 (用 对 于 给 定 基 底 的 坐标 表示 ), 那么 Ps 的 每 个 点 妨 可 以 
: 3815 


用 nti Aere CD, n rnt1) 给 出 ， EH SEES Com, s oz 
《其 中 六 0 与 毕 标 (71 n. En RE [8] — Ai ER. 
已 一 已 (五 ) 中 的 超 平面 (一 工 维 子 空间 ) 仍 是 由 一 个 齐 次 方程 
agy Hee Hantit = 0, C, 7,04,4075(0,-,0) {59) 
rng. 数组 (al …, 9;+1) 可 以 看 作 超 平面 的 齐 次 坐标 ; 射影 
空间 了 和 它 的 对 惕 射影 空间 (这 个 空间 的 点 是 卫 的 超 平面 ) 之 闻 的 
关系 ， 同 笑 英 空间 六 和 它 的 对 偶 空 间 V* 之 间 的 关系 一 样 .根据 
$7.7 定理 13 (基于 齐 次 线性 方程 组 解 集 合 的 维 数 的 定理 )， 我 位 
得 到 , r 个 象 (59) 那 样 的 线性 无 关 的 方程 组 可 以 确定 一 个 % 一 r 维 
射影 子 空 间 . | 
WE T:IV-Y 是 一 个 非 奇 异 线 性 变换 ， 我 们 知道 (8 8.6 定理 
10 的 推论 2), T 38 V. B3 8g — PEE-E-ZS [RIS 2E | V. 88 — 7 — HE T- 
ZASA Ae TREENAA PARE d SI 8* —ST*, 
这 个 变换 T 把 射影 子 空间 变换 到 射影 子 空间 ,其 维 数 保 持 不 变 ， 
我 们 称 了 全 * 是 号 的 射影 变换 如果 人 和 了 ;是 下 的 泗 个 这 样 的 线 
性 变换 , 那么 鞠 积 了 ,Ts 诱导 出 卫 上 的 一 个 变 挽 (TIT2)*, 它 是 这 两 
个 诱导 出 的 变换 的 乘积 Yi， 国 此 所 有 射影 变换 组 成 的 党 会 梅 
成 一 个 群 , BI n ZEE XP, JE Hos Ez T M T* enti 维 全 线性 群 
到 域 王 上 9 维 射 影 群 上 的 一 个 同 坊 . 
相对 于 正中 给 定 的 坐标 系 ， 线 性 变换 下 是 由 一 个 非 栖 异 人 十 
i)xGdJ-1DEbRECaOHN ERU. MATA T 把 具有 章 次 坐标 《ea 
0844 29] RUE BASIL RU AE UOCE E Gris n gs) 的 点 ,其 中 
Y= Phat e (j—l1,esn41). (60) 
定理 33 (nn-F1) x (ek DEA AO Pn 的 恒 等 射 影 克 换代 * 
3 Botox 4 Gode dp Io ERG CT( 其 中 5 十 0)， 
证 明 ÆR, Ap AI, W[y;-cx; A Et 
Gn, Enp (em, OX H1) 人 确定 P 的 同一 个 点 ， 所 以 T* 的 确 
» 352. 


是 异 等 变换 ， 反 过 来 , pie T 是 恒 等 变换 , 那么 下 一 定 把 n 十 1 个 
RE eure, enn 的 每 一 个 si 变换 到 某 个 数 乘积 een 国 此 4 
ERIEN, HARTERA 01,…, crt1。 得 是 全 也 把 矢量 
(1 1,…, 1 变换 到 它 的 一 全数 乘积 ， 而 4 把 这 个 矢量 变换 到 (el， 
Mu Ca) (0, ns Ca DEC 1, n, 1). 的 数 乘积 当 且 奴 当 cu ns 
£.o RHE. BINE Bop E I 89— T CORR. 
推论 GE Linii ER hantla EH T Gb E $ 
ELETT ELTE EE IE IEN 
证 明 映射 人 一 >T* 大 全 线性 群 到 射影 群 中 的 间 态 ; 定理 
33 断 音 ， 这 个 同 术 的 核 丛 恰 是 由 柱 等 变换 的 数 乘积 组 成 的 集合 . 
因此 根据 $7. 13 定理 28 得 此 结论 。 
还 可 以 推出 , AERA A 确定 同一 个 射影 变换 当 且 仅 当 
4 一 cAC e 为 某 一 标量 ). 
对 于 一 维 射 影 直线 , 射影 变换 具有 形式 
gi7X| + bo, gio dx, be. (61) 
RRIF Uie :一 区 ，w 一 多 ,这 个 变换 可 写成 线性 分 式 变换 
ntb, (62) 
它 是 由 (61) 的 第 一 个 方程 除 以 第 二 个 方程 而 得 到 的 ， 公 式 (62) 可 
以 解释 如 下 ， 如 景 6 一 0， 则 (52) 把 点 = oo 变 到 点 名 = co; 如果 


大 0, 则 (62) 把 点 4 一 oo 变 到 点 四 = 全, 把 点 5 一 一 生变 到 点 ww 一 


ce， 这 些 解释 的 正确 性 可 以 通过 代 回 齐 次 坐标 并 利用 (61) 式 来 验 
证 ， 在 % 维 的 情况 ， 也 可 能 有 用 线性 分 式 变 换 表 示 射 影 变 换 的 类 
ME dei 


LUI c tt B T Oa 


"EE 2 M ; I " U^. a 2t 
gb, 十 -十 3 再 + Onal , Cj Gintl t 1 f) (8 ) 


Wi 
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我 们 已 经 看 到 ，P。,( 了 ) 的 射影 变换 把 直线 变 到 直线 ， 反 过 来 ， 
实 射影 空间 PR) 的 任意 把 直线 变 到 直线 的 一 一 变换 ， 当 n2 
If, 是 射影 变换 (见习 题 6), 这 是 一 个 经 典 的 结果 . 

三 个 变量 的 一 次 型 确定 射 形 平面 中 的 一 个 搞 迹 


了 一 0 (i, j=1, 2,3), (63) 
i.d 


这 基因 为 如 果 坐 标 《zt 22,2.) 满足 这 个 方程 ， 那 么 性 意 “ 数 乘 *" 积 
(EE, 025, 28) 也 满足 这 个 方程 。 这 个 加 迹 称 沟 射 彩 二 次 曲线 ; 这 
个 二 次 早 线 的 (射影 ) A ERRER B. 如 果 排 除 “ 在 无 穷 远 
外 的 直线 ,这 个 射影 二 次 曲线 (63) 就 变 成 普通 一 次 曲线 ， 在 实 射 
影 平面 中 , 任意 非 退 化 二 次 曲线 ( 即 椭圆 , 3 zik). JR 
§ 9. 9, 它 与 下 列 虽 个 方程 中 的 一 个 所 确定 的 曲线 等 价 : 
zi-zid-ai-0, zi r1—3ai— 0, (84) 
—zi—zi—44—0, risi riso, (64) 
这 些 方程 中 ， 等 号 左边 各 项 符号 改变 并 不 改变 其 轨迹 ， 因 此 由 
64) 给 出 的 二 次 曲线 本 质 上 就 是 (64) 到 出 的 二 次 曲线 ，(64) 第 一 
条 二 次 曲线 是 空 的 ， 因 此 我 们 得 出 ， 住 意 两 个 非 退 化 二 次 鹿 钱 在 
实 射 影 平 画 中 是 射影 等 价 的 ， 


习 HH 

1， 在 域 忆 上 的 三 维 射 萌 空 间 中 , 证 明 : 

{a) 任意 丙 个 不 同 的 点 在 一 条 生 只 在 一 条 青 线 上 . 

(b) 任意 不 在 一 直线 的 三 个 皮 在 一 个 且 只 在 ,一 个 平面 上. 

2、 痊 广 可 题 1 到 4 维 财 影 空间 . 

S FER Za 上 的 射影 平面 中 列 出 所 有 的 点 和 直线 ， 以 及 舒 条 直线 上 的 
全 部 点 . 

4 在 含有 # 个 元 素 的 有 限 域 上 的 射影 平面 中 , 证 明 : FEH 个 
* $84 * 


点 :8 十 1 条 直线 , 并 县 每 条 直线 上 有 如 十 1 4A. 


83— 81) (Gu — Z) { 


5。 四 个 不 同 数 so ge za za ZEVER SEO M DR S SE C ay 


Þeim, AEE). HEBES DELE ERE N A (62) 之 
下 的 不 变量 . 

#5， 证 明 : 在 复 射影 平面 上 , HER (zu zu zear r 28 把 直线 变 到 直 
线 , 但 这 个 变换 不 是 射影 变换 . (BERRE. ) 

7 如果 去 挤 * 在 无 穷 远 镍 的 直线 "z 一 0， 那 么 射影 二 次 申 线 i= erT, 
在 仿 射 平面 中 表示 什么 ， 

8. (n) WEA: 每 个 非 退 化 实 二 次 曲 画 与 一 个 球面 或 与 一 个 单 叶 双 曲 面 
Bier. 

(b) dris] festo ps E EHE d p PNE AR DES XX HE TM ED E e ER e ER 
i 9T 82559 ot 

cc) 证明， 球面 与 音 叶 双 曲 面 不 射影 等 价 . . 

9， 证 明 : 在 射影 直线 中 结 出 任意 南 个 不 同 点 的 3- 数 组 《zi, si zs) 和 
C W, Wa Wa), 则 存在 一 个 射影 变换 62), 它 把 每 个 名 变 到 相应 的 ws 

10. ib (Po Po Po 208 (gu 95 d 9,2 是 射影 平面 中 的 任 春 了 两 个 点 的 
4- 数 组 ， 证 明 : 存在 一 个 射影 变 热 462), 它 把 每 个 p 变 到 相应 的 e. 
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第 十 章 ”行列 式 与 标准 型 


$10.1 行列 式 的 定 多 和 基本 性 质 


在 任意 域 上 每 个 方 阵 4 都 有 一 个 行列 式 ; 虽然 行列 式 能 够 用 
来 研究 算 阵 的 牧 和 求解 联 立 线性 方程 组 ， 和 但 是 它 在 妹 阵 论 中 最 重 
要 的 应 用 是 定义 纸 阵 的 特征 多 项 式 . 在 这 一 章 中 ， 我 们 来 定义 行 
JS, 研究 它 的 儿 条 性 质 , 并 指出 答 阵 4 的 特征 多 项 式 和 短 阵 的 特 
征 根 (特征 慎 ) 之 间 的 英 系 . 然后， 用 这 些 概念 来 研究 年 阵 在 相似 
变换 之 下 的 标准 型 ， 

联 立 线性 方程 组 的 求解 公式 自然 导出 行列 式 ， 两 个 线性 方 竹 


aw- =k, 
3x -tH 05g — ka 
在 ajb.—a;5,250 E S, HERE RE 
pb kb ELA; 
a; 05 — ab, Gib; — ab, 
Ip Ba dE Zr 3-382 BE rn B EXC ER 2 £p 71 XX, 
H > =mb— abi, " ; bbs — kbi (1) 


炉 位 地 ,我们 可 以 计算 三 个 联 立 线性 方程 组 220.5; k: WE, SS 
RENAE zy 的 分 尽 是 
G1 fu i3 


= tdss F Ui otiostisi F (aot iza (2) 
— (11623032 — 012091033 — 013025021; 


Qo) das (3 


iffi as G33| 


等 式 的 右边 是 六 项 乘积 的 代数 和 ， 每 一 项 包含 矩阵 第 一 行 的 某 光 
* $86 * 


3& ao, Il IE 4o 28 — 1189 3EOC EUIS — ETRUAEOCGR. ECT 
可 以 表示 成 包含 着 不 同 列 的 元 素 滋 积 , 所 以 (2) 中 的 每 一 项 可 写成 
41.8; a, "SERIAL Y Eb 1 2 3 的 某 一 置换 ， 在 六 个 可 能 
的 属 换 中 ,三 个 偶 置 换 7, (01232, (32) HUE GE S RRT H, 
(i4 EIER S URRI, EAS] 个 来 知 数 
的 n 个 线性 方程 的 解 可 以 表示 为 业 似 的 公式 ， 

XX nxn Æ A—(au) HTTP AGE EO ausal, ) € 
$8 A: 


detA = JA! 5-2 sgnó EZ | 
四 i=] 
— 7» (sgné)a(1, 14)Ja(2, 2d) ---a(n, nó). (3) 
$ 


这 里 是 对 整数 1,…, n 的 所 有 ni TREE ES y RA. EARR 
项 Tar 前 面 的 园子 sgnó 是 十 1 还 是 一 1， 根 据 上 是 侦 置 换 还 是 

于 是 行列 式 141| —det(a; XE nia aa, - 的 和 ,这 里 究 
白 处 添上 数字 1, n, n 的 各 种 置换 外 把 0,; 写成 CU, D), Vei 
i 在 多 之 下 的 象 ， 于 是 一 般 项 可 写成 tall, 16)a(2, 24) ealn, 
ng), KECHSA sgné(signumé 的 缩写 ?对 于 和 中 的 
每 个 乘积 项 , 恰好 含有 矩阵 每 一 行 中 一 个 元 素 , JE BELT EE GOR EE 
每 一 列 中 一 个 元 素 . 

第 阵 的 每 一 行 在 |44| 的 每 一 项 中 出 现 一 次 且 只 出 现 - 次， 这 
就 意味 着 14| 是 4 的 第 i IIIR wb t oa 的 线性 齐 次 函数 .把 每 
个 这 样 的 au 的 系数 合并 起 来 ; 我们 就 得 到 表达 式 

| JA] = Aue T Agi d n Anis (4) 
这 里 o, 的 系数 4;; $825 a; 的 余子 式 ( 妈 代数 余子 式 ); 它 是 4 中 


Q 这 里 指 的 元 素 是 域 卫 中 的 元 素 ,; 或 更 一 般 地 是 指 交 反 环 中 的 元 素 . 


URE i EHRUF IS AE TSCRRIR AEDRGR, KRTANI 
篇 导数 4 二 对 下。 因为 |41 的 每 一 项 上 只 包 含 每 一 行 和 每 一 列 中 


一 个 元 素 ， 所 以 余子 式 Ay 及 不 包含 第 5 行 的 元 素 也 不 包含 第 j 
JATE., CRUS TR RTE Mo 的 元 素 , TER MGE 
从 矩阵 4 RARR i (1X8 J ARRETE RAEE, 
Hi 对 于 行 和 列 是 对 称 的 ， 
定理 1 设 才 表示 攻 的 转 置 拭 阵 , 则 |4"| 一 141. 
证 明 A 的 元 素 aj; a5; 是 把 4 的 元 下 a 的 下 标 策 倒 过 来 
而 得 到 的 ， 当 jmidd, i=j, 14| 的 一 般 项 是 
Cseng) [TaGi, i$) = sene? [T atja, j) 
—Ggn) [T ec. 76-7». 
它 也 是 14"| 的 一 般 项 , Eg — REUS ORC. 7I, 
而 且 正 负 号 也 相同 , sgn$ 一 sgn$-!， 这 是 根据 是 偶 置 换 ( 即 在 交 
错 群 中 ) 当 且 仅 当 名 的 逆 71 也 是 惕 置换 (§ 6.10)， 因 此 [4|= 
[47]. 证 毕 
对 行列 式 进 行 初等 行 运算 对 ,将 会 产生 什么 样 的 效果 呢 ? 
法 则 1 EAMA RLRE e 关 0， 则 相应 的 行列 式 就 
JR t c. 这 是 因为 在 线性 卉 次 表达 式 (4) 中 ， 对 第 i 行 和 的 每 个 元 烷 
Ga, … Gin 乘 上 一 个 因子 e 就 意味 着 对 |4| 苹 上 同一 个 因子 e. 
法 由 2 SEREA 的 两 行 交 换 , 行列 式 |44| 变 号 . 根据 对 称 性 ( 定 
理 1J， 我 们 可 以 改 为 证 明 矩 阵 的 丁 烈 交换， 行列 式 变 号 ， 这 种 交 
换 可 以 用 到 标的 奇 置换 go 来 表示 , 于 是 可 用 矩阵 B= (8,;) 来 代替 
A, 共 中 B=b(i, D =al jó), 那么 
|B| =X gng) [D 56, i6» - S Gene» Tati, igo) 
$ i á i 


因为 全 体 置 换 构成 一 个 群 , ECL A HERR Hd GEB. 8o 是 国定 的 ， 
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$ ERMATS) 包含 全 部 置换 ， 因 此 上 商 的 1 如 | 含有 14i 的 所 有 
项 ， 只 是 每 一 项 的 正 负 叶 改变 了 ， 这 是 因为 名 是 坷 置换 ， 所 以 当 
$ 是 奇 置换 时 ,$$o IECUR, 反 过 来 ， 当 多 是 偶 置 换 时 , 60, 是 奇 
Hi. FE sgnódo— —sgnéd. 这 就 证 明了 法则 2. 

引 理 1 kæ AA AHE by iT, 那么 [4[ 一 小 

证 明 根据 定理 1， 只 须 证 明 当 4 有 相同 的 酚 列 时 , Al — 0. 
设 罗 是 把 两 个 相同 的 列 进行 交换 的 对 换 , 那么 表达 式 (3? 中 的 所 有 
SUUS (sgné) Hali, 3$) cR (6, $43 REN, rid, vd) Xd 
v 生成 的 二 元 素 子 群 的 陪 集 组 上 成， 因为 多 是 奇 置换 ， 所 以 sgio = 
sgip; 又 因 为 琴 个 列 是 相同 的 ， 所 以 有 Hali, 9) — Io Ci, 
iph). 因此 成 对 的 被 加 项 其 数值 相等 符号 相反 ， 所 以 它们 和 的 和 是 

为 了 考 氏 伴随 矩阵 (8 10. 2)， 用 一 个 方程 表示 3 引 理 I 是 方便 
fj. 在 4 中 , 用 第 为 行 来 代 夫 第 $$ 行 , 则 两 行 变 成 一 样 了 ， 其 行列 
式 等 于 零 。 但 是 这 个 行列 息 还 可 以 在 线性 齐 次 珍 达 式 (4) 中 用 第 
kf TUBOS irm e, 于 是 

SAna tAth ie H Aint COR). (5) 

法 则 3 EER kd13R LER cO AGE CO D. RIAA AR 
TRA. 这 个 运算 是 用 eg ca, REGA as WRR 
ER) 新 的 行列 式 是 


MiAg(Gjg 06a) = 之 ,digi 十 2 dimi | A] --0, 
j j E] 


上 式 最 后 一 个 等 式 是 根据 (4),(5) 得 到 的 ， 行 列 式 的 确 没 变 。 

这 些 法 则 可 以 用 初等 矩阵 加 以 概括 ， 任 意 初 等 行 运算 把 单位 
ERE TERIER E, mE A RR EA. 行列 式 | 了 | =1 因而 
变 威 | 如 | 一 让 一 1 或 1 (对 应 于 法 则 了 2 或 3)， 而 14| 变 成 |B41= 
241， 一 14] 或 |41{ 对 应 于 相应 的 法 则 )， 这 就 证 明了 |84| = 

。 389 ， 


LEJLA] 根据 对 称 性 (定理 1)， 辕 样 可 应 用 于 右 霖 因子 E. kit 
建立 了 
定理 2 hEr E, RA 
[BA] 一 |EÍ 1A| — | AE |. 

X^ EE, MET BERT ABRE M 可 以 明显 地 得 到 余 
子 式 的 表述 式 ， 

法 则 4 Ays 0] Mj, E3K EBERT d RT RA 
zi t Br BS TRETEN ES E $338 (— 12 7 m ERES GEL fA 
(CDH WwpAEPSIEBEBHUE BRETAR, — et 
列 ， 并 且 堪 上 和 角 第 一 格 中 是 十 号 ?上 的 和, 力 位 置 上 上 得到， 首先 我 
TL i= j=l 来 证 明 这 个 靶 则 ， 从 定义 (3) 立 即 看 出 ， 包 售 d 的 
项 恰恰 是 满足 条 件 14= 工 的 那些 置换 光 所 对 应 的 项 ,这 种 类 型 的 
惕 置换 (或 奇 置换 ) 实际 上 是 条 下 的 数字 2. …, n 的 个 置换 (或 奇 
置换 ) 所 以 这些 项 划 去 a AARRE M BEFARAT. 
任意 其 他 余子 式 A; 可 通过 把 qi; BAE EATERS E 
JE. iio; 称 到 左上 角 位 置 是 相继 进行 i 一 1 次 相 邻 两 行 的 交换 和 
5 一 上 次 相 邻 两 列 的 变换 午 到 的 ， 这些 初 等 运算 并 不 改变 | 于， 
因为 它 不 影响 Mu 中行 与 列 的 相互 位 置 ， 但 是 这 些 运算 却 改 变 了 
| 和 4 的 符号 ， 因 此 ii 的 余子 式 的 符号 改变 了 十 一 1 一 上 次， 通 
过 这 样 的 简化 就 证 明了 法 则 4， 

一 个 特别 有 用 的 情形 是 ， 算 阵 的 第 - 行 除 了 第 一 个 元 素 外 共 
他 所 有 元 素 都 是 零 ， 那么 表达 式 (4) 上 挫 须 包含 第 一 个 余子 式 | 开 | 
=A, 所 以 
MM —e[B], (6) 
K B| 
ix HO dElx(n—1)BER K Æ (n—Dxl14B5, 加 是 (mn 一 1)x 
(n—1)5BEE. RIAA, 我 们 得 到 下 面 结 果 . 
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引 理 2 三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 对 角 线 元 素 之 积 , 
上 述 各 法 则 提供 了 一 系列 计算 行列 式 141 的 方法 .通过 初 m 
运算 把 矩阵 和 4 化 为 三 角形 给 降 TP， 用 t 表示 所 用 行 ( 或 列 ) 交 换 的 
次 数 , 用 cu sy ce, 下 示 莱 到 +4 的 行 (或 列 ) 上 的 各 个 标量 ， 根 据 定 
理 2, 14] = (iy erreg ! [T], 再 用 引 理 2 设 | | = tt 这 
尽 就 计算 出 行列 式 的 值 . 


J PH 
1， 从 行列 式 的 定义 直接 证 明 引 理 2, 
2. TES 7.6 2IRECZ dh AB REI ERU 


1 -—1 ü 
3. (a) 设 EE 0 jJ 分 别 用 第 一 行 的 子 式 或 第 一 刹 的 子 式 
2 1 1 
计算 行列 式 |4], 并 比较 这 两 个 计算 结果 ， 
(b) BE Lion pk A 的 元 素 是 模 2 整数 , 计算 141|. 
4， 写 出 一 般 4x 4 行列 式 展开 式 中 的 所 布 正 项 . 
5. En RW, JEH 1--1-E0, WEBB: nx 者 对 称 矩 阵 4 的 行列 趟 为 


a. 
6. (a) Hg T mW Vandermonde) AAN ERFA 
1 zc oc 
1 zx. zlic—(.—z(rn 72x). —ar.). 
LI om mi 


Cb) 推广 这 个 结果 到 4x 4 POSTE, 
ce) 推广 这 个 结果 到 nn 的 情形 , 即 证 明 ; 如 果 au ait, 那么 


lal = TI (r= t). 
i>i 
7. 证 明 : SHEH 4x 4 BRERA, 有 |4| = itits 7 01:91, 7010217. 


8. (a) 证 明 : 任意 署 换 和 矩阵 的 行列 式 等 于 +1 
(b) EA: 音 项 护 阵 的 行列 式 等 于 全 体 非 霹 元 素 的 乘积 再 乘 上 士 1. 


9， 如 困 gx KIRE A RT ial, son. 1 [au] nass XI A DRE 
i 
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PRHE, WEN WR AERAR, 那么 | A170. 
10， 证 明 : 平面 上 两 个 点 (eu a9 fü (b, bp EE I URS 


Ti X; 1 
HQ M: 1-0. 
b b 1 
*11. (8) 证 明 : AE ER 4 的 每 个 元 素 ou 是 x 的 函数 ,那么 el ni 
- da _ 
之 A 
(b) 用 此 验证 Aue 2141. 


*12. WEBB. 如 果 4 和 如 是 方 阵 , 那么 有 
A B 
lo cl7!4ltel 
"13. HE OR nx n AME (3) 3X Elo Re m pce ERR, 证 并: dnd 


n=l (mod4), 那么 有 Q| =ni, 


§ 10.2 行列 式 的 乘积 


在 初等 行 适 算 与 初等 列 运 算 之 下 ， 任 闪 态 阵 4 等 价 于 对 角 矩 
阵 D(8 8. 9 E 18), ALAR $8.8 EM 13 那样 , dE A B LAHE. 
RE D ZEMER eap E 和 EV 得 到 , 即 
As Bpen EDET EO (oy 
HIREA 2 PENI EA] =E] AR] AE]=]Al El, ÆRE (7Y 
的 行列 式 中 , 可 以 同时 对 每 个 因子 召 取 行列 式 | 吾 | ,于 是 得 浊 
JA] 5 LE, [e | EA] [DE [EP e EPL (85 
因为 每 个 IE| 郑 9， 所 以 整个 行列 式 |4| 直 08 24 ELCSH [D] 50. 这 
个 标准 型 号 在 主 对 角 线 上 恰恰 有 ?个 元 素 1, 这 里 * AES BIA B5 
物 ， 而 行列 式 |DI 是 它 的 % 个 对 角 线 元 娄 之 积 ， 因 此 |D| 才 0 当 且 
fU r-ns 也 就 是 当 且 仅 当 4 是 非 奇 晃 的 .所 以 由 (8) 式 证 明了 
* 392» 


定理 3 FEARI 65:55 Rx |A 0 

行列 式 的 计算 ”公式 (8) 岂 为 xn 行列 式 的 数值 计算 提供 了 
一 个 有 效 方 法 ， 我 们 象 高 斯 消去 法 那样 进行 计算 ， 逐 个 把 对 角 线 
元 素 用 1 代替 ， 这 样 容易 算出 对 角 线 元 素 的 乘积 ; HARTE 
行 ( 或 列 ) 乘 以 常数 的 初等 矩阵 外 ， 共 他 所 用 的 初等 矩阵 的 行列 式 
都 是 土 I， 所 以 这 是 以 计算 出 整个 行列 式 ， 例 如 ， 


3 1 
2 3 4 1 E 
4—1 2 3| 5|p 7.6 1 
8 5 2 6 0 14 14 9 
8 5 ?一 2 0—7-—9 —8 

3 1 

1% 2 3 

8 ] 

——140 1 T UTR 

0 0 2 il 

0 0 —8 一 7 


Pide Afr IS SET C714 09) = — 266. 

一 个 非 奇 蜡 矩 阵 4 JEgISEABBEISAERLA-— ESSE. ip B= 
如 +*… 到 + 是 另 一 个 这 样 的 矩阵 ， 那 么 乘积 AB 的 行列 式 可 象 (8) 式 
那样 进行 计算 , 结果 为 

[AB| = | Ept E,ET---E1| 
=|E Jee] E] E Et lAl BI 

ERRi ARERIA A Bee iR 
|AB| — | AI - [B]. 

证 明 王 述 计算 仅 给 出 当 4 和 BB 都 是 非 奇 蜡 盾 阵 时 ， 这 个 法 
WiPyUEBS. 34.4 m BEARER, 因此 AB EARE, BT 
以 14B| T |A (BIB PROS ED TRE. 证 毕 


a 595. 


f£ AX LA] 3-0 的 紫 阵 4 的 逆 存 在 ,并且 可 以 用 4 的 余子 式 明 ， 
THERE. Emm ey E 3 x97; f Ono a ELS 

an Aseo 61 Al Duc] > iat (9) 
Ön X& cr f ARAB BE I — (5,0 的 全 由 位 置 上 的 元 素 . 方程 
(9) e 4B ER EET, 如 果 把 余子 式 的 下 标 交 换 , 那么 (9) 式 左边 就 
给 出 了 矩阵 4 AA PRERA AERE G, DhE ERY 
元 素 . (9) 式 帮 边 是 用 标量 |41 张 上 单位 簿 阵 后 的 人 W， 站 位 置 上 的 
元 素 , 所 以 有 

ALAD — JAJI. (10) 

DREKT REHA ABRBE G a" JE A ena TAAR 
Aspen Pe RERE, MOD ABOUT EE an HE. EA = 一 1 的 情况 下 ,方程 
(10) 32H], A mM (E BE Sa EE ERE A Aiape, — Aihe, Anti A[--0, 
COREN T 

THS — 4X JA S50, I AIRAA ACT— AIA, 

解 % A RATE m AP ZR TE T FEHI T RENEM Je C BE I3 
的 推论 .已 知 的 线性 方程 组 形 为 i 

agb, 


其 中 宇和 了 是 从 工 到 #， 用 矩阵 表示 , 这 个 方程 组 就 是 AXBOX 
和 五 = (b, e, ba 都 是 EARE). dA 是 非 奇 异 的 ,那么 
IH A7! 左 科 这 个 方程 每 到 唯一 的 矢量 解 X — nue, m) SAB. - 


An JR HE RR RE A71 MG, DR EORR E Da, 屠 
LXXANTDUSOEGEM. ARENT 
定理 6 (LRR dE on ed noc HUE E 
M agr sib, 
i " 
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6E EB ASQ) E db Re. 那么 方程 组 有 叭 一 解 


bit 4- Aniba . 
q,— A VAT P JEL vun (11* 


RP A RE Ce HA POL aus 的 余子 式 ， 

这 个 公式 的 分 子 本 身 可 以 写成 行列 式 ， 因 为 它 是 用 常数 列 
(81，…，Ba) "代替 矩阵 妇 的 第 j 到 而 得 到 的 行 到 式 按 第 】 了 到 的 侈 
子 式 的 展开 式 . 可 是 对 于 大 的 联 立 线性 方程 组 , 通过 化 矩阵 {或 增 
MERD 2913 45 Up BEBE GG. 7. 7) 的 方法 求解 ， 通 常 更 为 有 效 ， 

是 然 ， 克 革 姆 法则 可 以 应 用 到 任意 不 上 ， 转 别 可 以 应 用 到 
82. 3 中 所 讨论 的 所 有 方程 组 (参看 下 面 习题 5) 克 葬 姆 外 则 对 
于 求解 二 个 或 三 个 未 知 数 的 联 广 线性 方程 组 是 特别 方便 的 . 


HR FIRS KHER ANF HETRE 4 
DA A 85 aet dn dE semi fis EERE OX BE — ABE 
AUER zt x mp. 任意 长 方 短 阵 4 夺 9 的 “ 行 到 式 秩 "人 
可 以 定义 为 行列 式 不 为 零 的 4 的 最 大 子 式 的 行 数 , deg. d FL 
有 性 质 ; 他 4 至少 有 一 个 &x&@ 子 式 Mmi AL MIS GO 
如 果 Aod, M A Pie ASh TA N, ERBEN] 0. ELWER, (s 
oe n5 CT E TPLA A, 

习 Mi 
1. 4j 2x2 en A- (7 ; 
Pe 
9. (a) HE 87.6 Sij 2 GO PERREN EE. [CT uk Rb f TE Er 
UESTRE M PE ER E FD RC WT 
(b) 5 $7.6 2188 2 Cb) Hi [Rd EE B I] 
3. MIER EREA Yik CK 8$ 8. 80000 3 PS ABIRE SERE HL IT 2E. 
5n I--dE4 B)XE ABE, 


) 的 伴随 短 阵 ， 并 计算 A 和 它 的 伴随 矩阵 : 
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Fi fe Bá s RE 857; ks, E 8 8. 8 习题 5 f PIER ue. 
WEBB: aE 4 AEdESPSRGBRE, 那么 | ACT | m | A] 77. 
EA: WpPERAEBEGU'ERUEBSAE E RUSRBUE TEH. 
- 证明: EEEX ERA PEBETB He AE P RC, 
， 写 出 兰 全 未 知 数 三 个 线性 方程 的 克 芭 姆 法 则 ，. 

. MERREN. KA S 2.3 习题 1 的 联 立 同 余 式 ， 
40. (a) EA: 下 面 一 对 齐 次 线性 方 称 

i b5--c,2-0, 
ttt by teat 


$ o6 Mom x 


b. c 


T 
b; c. 


£1 8, 
r= = 


Z= 


G, 6! 
ta Gl t, b. |. 
(b) fld Pr BER ELE EET AC E 
(c) XP zn BP] —s 1 HER JF M Se UL BS PL. 
11. WH: jFZESEEERU DADA +i. 
12. 证 图 : AER A HERE ABPERITISIS, AE | A]""!, 
13. 证 明 : EPF AI BEBÉ PES CE BEAR EE RE | A[772.4. 
14， 直 接 由 行列 式 秩 的 定义 证 明 ; GU fpem FE. 
"15. (a) 设 4 和 上 BB 是 3x3 pF, II: ABER 2x2 T 5B e f d 
列 式 是 一 些 项 的 和 ， 其 中 每 一 项 是 4 的 一 个 2X3 子 矩阵 的 行列 式 与 召 的 一 
个 2x2 子 矩阵 的 行列 式 的 乘积 . 
CO. 推广 这 个 结 聚 , 并 用 它 证 明 tank CAB) rankA, 
”16， 设 nxXn BR AREA r, EH: ABS EEBRAR REBS PR s 确定 如 下 : 
dPr—n 则 3 一 1 djr-—5—1,BH| asl; # r-a—1,W] s—0. 
*17. WR: HE XeRBEEBUBSS T EB TITIA E, 


§ 10.3 作为 性 积 的 行列 式 
nxn 实 矩 阵 的 行列 式 在 几何 上 可 以 解释 为 维 欧 几 里 得 空 
闻 中 的 体积 ， 这 是 从 平行 四 边 形 面积 公式 得 到 启发 的 . 
FAVAR E os 和 wz 为 行 的 2x2 CBE A REIR IPEA O, d, 
95, 01 ta 为 顶点 的 平行 四 边 形 。 反 过 来 , 短 个 这 样 的 平行 四 边 形 
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确定 一 个 矩阵 (参看 图 1)， 这 个 平行 四 边 形 的 面积 是 
EX ES la la] sint], Q2) 


ay Gn i Fy 


O v icy 
图 1 
式 中 心 表示 已 知 矢 量 Ma: ZAHRA, 38458 8 7.9 KHR 
A CG, 这 个 面积 的 平方 等 于 
a &) (aa, 85) (1— cos? C) = (a, a4) (Er, a2) — (06, Go) (Ea, 0), 

个 结果 看 起 来 很 象 2x2 BpERI £1 03x, 实际 上 , 它 就 是 矩阵 
(ts. 2,)) — AA" 的 行列 式 ， 

任意 维 欧 上 几 里 得 空间 中 的 平行 四 边 形 都 具有 类 似 的 公式 ， 其 
这 还 可 以 推广 到 % 维 欧 几 里 得 空间 中 芍 m 维 糯 似 于 平行 四 边 形 的 
儿 何 体 ， 这 些 几 何 体 称 泥 平行 六 面体 . 

为 了 进行 这 种 推广 , 设 4 是 任意 一 个 以 …, gm 为 行 的 mox 
n ER. KERRIE e ELERA SH E, 中 从 原点 出 发 
HRE. PAMER c e, an 张 成 的 平行 六 面体 五 是 由 折 
有 形 为 

Ean OLES Il, ym) 

的 矢量 组 成 . 《对 m=r=3 的 情形 画 出 图 形 ， 你 会 得 到 一 个 与 立 
方 体 念 射 等 价 的 平行 六 面体 ! CREE RUE m ox n KERE n HE 
空间 中 的 估 维 平行 六 面体 之 问 的 对应 , 0a, …，am 称 为 这 个 平行 六 
TE PEE EIL AR, 

KA EITA P m $8 48 48 V (IT) (包括 当 m —1 时 的 长 度 和 
当 mm 二 2 财 航 面积 这 两 种 特殊 情形 ) 可 以 对 m 用 归纳 法 来 定义 . 设 
" 82, t, Og 为 棱 的 平行 六 面体 称 为 五 的 底 ，m 的 与 uy, au E 
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ZEB RESO S, ERE SEIT S BO— AB as 写成 两 个 分 量 ? 与 
B Rufneckf Hp Dd yT Gu c. Oa SE I zx IBI Sai 中 ， 
B 5 S. 1EZÉ CILE 1 根据 $7.11 这 总 是 可 能 的 ); 
aty, BiSaa, Y Æ Sana H, (13) 

JH 0) fH b E LES m — 1 8E CR BL Eg eu f HC EE LB | HER, 

EIET 以 e, Om 为 楼 的 平行 六 面体 的 体积 的 平方 是 行 
列 式 | 有 4"|, HALUAA 053 ROS d Poo BN, 

注 ”因为 4 的 行 置换 是 用 PP4 代替 A Apr EIP = 
|P* | — Xx 11H89 mox m 置换 矩阵 , XE 2g 

(PA CPA) [= |P] [AA | | P| 2 ] A4], 

所 以 互 的 “体积 "与 它 的 底 是 由 哪 m — 1 1 A E SE LIE. 

证 明 AAA E mxn ER, 所 以 乘积 AA"dÉ—4 mx mJ; 
人 竹 ， 现 在 我 们 对 mm 归纳 进行 论证 ， 当 mi], RE A ITERE, 
“HER AL —(m, a)dE o, RERED, WER, BRE XH F 
m —1 f1f55 58, ANEMIE, qe 105 E m TAE. 3. 
《13) 式 那样 , 第 一 行 A "TELS, A,— B1 cC, 这 里 “高 "Bl 同 每 个 
TEE Áo. An ARIE (EI B14;—0,4—2, 7n, m), rj C1 CAs 
dence A, 是 As s An 的 线性 组 合 ， 从 万 的 第 一 行 逐 次 减 去 第 
4i gH edi —2,-.m), AATA E gr ERE 4*， 它 的 第 一 
FEB. mE, 这 些 初 等 行 运算 每 一 个 都 相当 于 用 一 个 行列 式 为 
1í405& BE ZESEABEE.AA, DUE At PA XxXHIPI—I, JF FLOS 
A*A | = PAAP | = | P| [AA | | P] =| AA]. Su. D ER A* 
ymi 7p As, Anm RERE, 那么 


B, B Bi Bp 
A*A" =| . KB1D)2— 
D DBI DD 


D 茜 信 810.3 中 ， 矢 虽 的 坐标 部 基 对 半 一 组 画室 的 标准 正 奖 基 来 取 的 . 当 
menki, ZA 738 IO 3535 E 00. 
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BBi O 
-( o pp ) 
这 里 BD'=0 是 因为 对 卫 的 每 行 4 有 B14; 二 0. 根据 (6) 式 , fF 
列 式 就 是 
|A4*| = [ A*A* | = (3,B1) | DD" |. 
REDEE, 它 的 所 有 行 Ass ns An DELTA ES 所 以 根据 归纳 
法 假设 ，| DP"| RGEEUASEUMGEJS. Woh mE BBE 是 高 的 长 度 
网 平方 , 所 以 我 们 得 到 所 要 求 的 甘于 44 前 底 x 高 的 公式 . 
证 毕 

在 行 数 为 % 的 转 殊 情 形 中 , BRAJA sja .141=142， 
于 是 我 们 就 证 明了 人 @ 

定理 8 d AJG4tXEnxaXESGE,USAZIp»a,.-c A 
AGARRIT TRARA ERORA ES 中 以 us rn, Ga 为 
接 的 平行 六 面体 的 体 坎 ， 

行 的 任 意 置 换 并 不 改变 行列 式 的 绝对 值 ， 所 以 这 个 定理 还 表 
8], 平行 六 面体 的 体积 定义 与 楼 的 排列 其 序 无 共 ， 当 mem 时 ， 这 
个 论证 还 可 用 到 定理 了 的 公式 ，、 当 mon b, 行列 式 | A Lf ROS 
DA a, :am 为 楼 的 平行 六 面 恒 的 “ 囊 符 号 "的 体积 .用 任意 奇 置换 
可 使 它 的 符号 改变 

定理 9 一 个 名 维 欧 几 里 得 关 量 空间 的 线性 变换 了 一 世 P， 使 
得 所 有 如 维 平行 六 面体 的 体积 磁 上 因 巴 士 [ 王 | . 

证 明 .考虑 一 个 平行 六 面体 , 它 分 别 以 行 笑 量 A, dh An 
T4. TRER A e. AQUDEIE AP, e, AP 含有 这 些 新 行 多 
最 的 矩阵 就 是 矩阵 染 积 AP, Jin A 具有 行 4 ns AV 那么 新 的 
CH EPSUBMEORSET LAPI— |ALIPI, 这 里 14| 是 原来 平行 六 面体 


全 证 明 这 个 定理 的 基本 步 要 最 初 是 由 J S. Frame gE. 
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让 此 推出 , 变换 了 = 二 了 XP 使 * 带 符号 "的 体积 保持 不 变 当 且 仅 当 
变换 矩阵 满足 1P| —1. 所 有 具有 这 种 性 质 的 矩阵 (或 所 有 变换 ) 组 
成 的 集 舍 称 为 么 模 群 . 有 时 这 种 群 扩 大 成 包含 所 有 满足 [P| 二 土 
的 矩阵 (也 就 是 , 保持 体积 绝对 值 不 变 的 所 有 变换 ). 

n 维 欧 儿 里 得 空间 中 ， 任 音 区 域 了 的 体积 可 以 粗略 地 定义 如 
下 ; 用 一 组 有 限 个 给 定形 状 和 方位 的 平行 六 面体 J，…, H, 外 接 
FS, RERE), 定义 了 的 体积 是 所 有 这 种 平行 六 面体 的 
不 出 集 含 的 体积 和 的 最 大 下 界 ( 第 四 章 ). 〈 在 积分 学 中 , 这 一 般 是 
可 以 做 到 的 , 那些 平行 六 面 依 是 其 边 平行 于 汲 标 轴 的 立方 体 , ) 

RENERE 9 FUA ak P Bod Herne SRL 1: [P| BEC Blei S FEE 
平行 六 面体 的 体积 ， 因 此 它 也 以 同样 的 比例 改变 于 的 体积 。 因 为 
平移 使 体积 保持 不 变 , 所 以 我 们 得 到 下 面 结果 . 

推论 ” 仿 射 变 撞 了 二 卫 P 十 下 使 所 有 体积 采 上 一 个 因子 |Pl 
(X 388 Vg se C, AR OL] P | e fer dà). 


习 题 
1. (a) 计算 平面 上 以 C0, 0, 0, 0), (C, 8 (4, 40 28 TL SE HT E EE 
的 而 各， 
th) 计算 空间 中 以 (0,2, 00, (2, 0, 00, CI, 1, 5 和 (人 0, 0, 0) X48487 
AS éd zx i PEBS [OR 
2. 证明: f££35—jfüiE f — dA bii — OE CIE BUR SES Bo. GE 
T: HUnpSSSeQE I RDUEBLHUSXI LL OEPTEEO 
3. EH: 任意 平行 四 过 有 形 的 两 条 对 角 线 把 平行 四 地 形 分 为 面积 相等 的 
阳 部 分 . l 
4. (0) RP EXGEAIPIXUUOM AA EA: GE PRSE EOSUE 
行 冰 边 形 分 成 年 积 相符 的 两 部 分 . 
(b) 把 这 个 结果 推广 浏 尘 维 情 形 . 
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5. 描述 三 个 平面 , 它们 拒 四 面体 分 为 体积 相等 的 六 部 分 . 
6。、 用 平面 三角 直 接 证 期 ， 由 舌 量 £s n M nm Gn 9 SORTE GE 
VQ X E Bo IER A WERS 
z, T|? 
3.1 Yy: . 
7. (8) ER: An E, PRIMIRE ausos Gn 线性 相关 , HEIL Bm 
个 尔 量 张 戌 的 平行 六 面体 的 % 维 体积 ETE. 
(b) SGEJCUEBLIE AP CREE DE e RI, 
8. WEB). AEA ERIE p, PAREJA = 1 ER CO AAT IEEE 
HO dE Hoy 2 BEATE. | 
9. (a) WEB): 对 应 4e-| A] 把 全 线性 群 同 态 地 映射 到 由 非 零 标量 组 成 
的 乘法 群 . 
(b) 证 明 : 么 横 群 是 全 线性 群 的 正规 子 群 . 
(0) LARENA EP] 一 土 1 的 矩阵 P) 是 全 线性 铬 的 正 
MY BETIS 
10. (a) 证明: MEAE Gu cs am DO TE EEG. 那么 AAT E 
4H ALBUEUR HERE (Ca, a3). 
(b) 用 (a) 证 明 ; 如 时 wu …, em JE IBLIE E EC, 那么 
144r] 2 Gail] [es D*. 
11. (a) fp A dE mx isle, HAEA 7 的 证 朗 米 证 明 | 44"| 20. 
证 明 ， 当 m—2 时 , 送 个 结果 就 是 &7. 10 定理 18 TP LECCE EXC. 
(b) WE: EÀ(0,0,0), Gr. Jo 2O R Ge Yo se) 为 顶点 的 三 角形 面 
paplant ae a n 7. 


2 Y: tr 


* (c). Bladi, ubi, = 辅 的 三 个 单位 线段 为 楼 的 四 面体 的 体积 为 寺 ， 


证 明 ; 以 ce an an ai 为 顶点 的 四 面体 的 体积 是 二 | Bn |, hB E 


3xn 下 陈 ， 它 的 三 行 分 别 为 G54— Ig. G4— G4. 047 04, 
*(d) 推广 到 高 维 的 “四 面体 ”. l 
*12. 3b — Esa K(, j=l, nn) 
(a) 证 明 : 如 果 本 = (ausos ag). MBA ad RES n. 
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(b) WR: TAL [exul [asl Led Km 阿达 玛 (Hadamard) ir 
HAEE), 


$10.4 特征 多 项 式 


我 们 已 经 看 到 (89.2 定理 5) AE ncn ERE A 的 特征 根 ( 特 
PER M EDOR 4 一 和 是 奇异 的 ， 根 据 定 理 3, 也 就 是 当 且 仅 
当 |4 一 47| 一 0 这 就 证 明了 下 阿 的 引 么 ， 

BIO geb AU AEAR 《特征 值 )》 是 满足 14 一 A471 一 0 的 标 
A. 

dete Pd D ont RR, 如 果 化 简 是 可 能 的 , ARET 
一 全 间接 的 方 水 . 

例 HARRIER 


1 3 0 
A=| 3 一 2 一 1 
0 —1 1 


35 z Sc — frio T SURGE A— AT i, 


1—4 3 o . . 
1 一 和 | 二 | 3 —2—À -—1 一 一 形 十 134 一 12， 
0 一 1 1—4 


3t CEPLRSA REAA | e — (o1) (0 4) (A3), BrUL A BS 
征 根 是 1, 3, 一 4，( 一 般 地 , 为 了 求 3x8 矩阵 的 特征 根 ， 我 们 必须 
解 一 个 三 次 方程 , 象 54.4 或 者 8 5.5 中 那样 求解 . ) 对 每 个 特征 根 : 
都 存在 变换 T, 的 一 个 特征 舌 量 . 
因为 
(x, y, 2) T, — (x 3y, 3z —2y - 8, —9 2), 

A&d&£— (c, pn 2 是 属于 特征 根 A— 1 AEREE e+ 
3y—z,92—29g —2—y, 一 十 2 二 2; 也 就 是 当 生 仅 当 y =0 fiz = 3r, 
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于 是 得 到 E= 0,32). ÆW, E= a, y, zo AST SE EB A-3 
RHEE Epi H (WM x-e3g—3-r,8zr—2g—z-93y, —9--2—32, 于 
是 只 能 是 撩 最 (3, 2, —1) Hie Efe. 同样 , 属于 特征 报 4 二 一 4 的 
EAE Ac RES AC BEC 3, 5, DARE iX LÁ PRG EE 
(1,0,3), (3,2, —D, (—3,5, 1) 
WLES, BABUUESIERTEJOX LAXE ITE ITEP E 
奇异 的 ， 对 于 由 这 三 个 矢量 构成 的 一 组 新 基底 , od T ER SE 
的 , 它 对 应 的 矩阵 是 PAP- (参看 8& 9.2 定 理 3 和 定理 47， 我 科 
还 可 以 把 这 组 基底 标 淮 化 , 得 到 特征 舌 量 的 标 淮 正 交 基 


了 | Od E 
a — 71d 0, 3), a= A40 2， D, 


1 
t= zg 5, 1), 


以 这 三 个 狗 量 为 行 ERE QE EM A QAQ-! —QAQ* 是 对 
jag BE, 共 对 角 线 元 素 为 也 3 一 4. 
上 述 3x3 ARRERA 是 二 次 型 x? bey — 2y? —2yz 4-2? Bo 
Bi. 前 面 的 分 析 表 明 , 这 个 二 次 型 对 于 标准 正 交 上 基 (“ 主 轴 ?)al, ao, 
Q5, RR TELE m? 33 — A2. 
一 般 地 , Vt A EEE moon ABD, 因为 行列 式 是 一 个 多 项 式 ,对 
每 -一行 的 元 素来 说 是 线性 的 ， 所 以 行列 式 14 一 社 | 是 求 定 元 4 的 
n PX A 2 
JAAT = {IAH b, A771 4-8 bA bo. (14) 
我 们 将 定义 4 的 特征 多 项 式 是 0400 SJAA, A 的 特征 方程 是 
方程 14 一 41 二 0。 现在 将 上 面 的 引 理 重 述 如 下 : 
定理 地 Apip GEAR Ce e E) EA 0h He dE ENS RR. 
因为 任意 复 多 项 式 至 少 有 一 个 根 ， 所 以 我 们 得 出 下 面 椎 论 : 
推论 在 复数 域 上 ， 一 个 线性 变换 至 少 有 一 个 【《 非 索 ) 特征 
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AT. 

定理 11 相似 矩阵 有 相同 的 特 古 多 项 式 . 

证 明 ” 设 两 个 相似 药 上 矩阵 是 4 和 中 = 已-14P， 因 为 1Pi 一 
IPI, 着 旦 | 已 [是 标量 ， 所 以 可 以 交换 ， 于 是 由 行列 式 乘法 靶 则 
f 

| P-1AP—AT| = |P-1 AP— AP-IP| = |P- (A—AI)P| 

=| Pje | A-A) [PE — 1]A— AI]. 
下 此 我 们 得 到 一 个 推论 14 一 好 | 的 逐个 系数 
b,— lAl, 


加 -一 (一 要 "之 (0,852,584), 

b,-.— C71)" (m i d dy) 
EERE AEH APAP 之 下 的 不 变量 . 关于 Ob, 的 某 些 着 
当 的 多 项 式 给 出 另外 一 些 有 用 的 不 变量 .在 这 样 的 不 变量 中 ， 有 


一 个 是 
€* 8505,77 2a +29 ma 
PEETI -1 izj 
zit (— 1)" 7 28- 
对 于 对 称 矩 阵 的 情形 , 这 个 不 变量 就 是 Bal. 
因为 AA = | (AAD 2] A— AT] (根据 定理 1)， 我 们 
还 有 
fiib PRAPER Xp LA" 具有 相同 的 特 狂 多 项 式 , 因 
雍 有 具有 相同 的 特征 根 . 
定理 12 — 5b ES HUE 9 d, do, s d, 的 三 角形 矩阵 全 的 特征 
多 项 式 是 
* 40$ + 


Vf —AIF| = (d — À) (0 —4)- (d, m A) 

pix; T-A ERREZA, MERE $10. 1 的 引 理 2 
人 恒 得 到 定理 的 证 明 。 由 此 得 到 推论 对 角 线 元 素 ( 可 以 重复 出 现 ) 
集合 是 由 特征 多 项 式 的 全 体 根 (有 的 是 重 根 ) 组 成 ， 因 此 对 于 两 个 
神似 的 对 角 算 阵 ， 对 角 线 元 素 集合 和 每 个 对 角 线 元 素 出 现 的 次 数 
都 是 -… 样 的 。 这 可 以 叙述 如 下 : 

推论 ”两 个 对 角 矩 阵 是 相 侯 的 当 且 仅 当 只 是 它们 的 对 角 线 元 
素 的 次 序 不 同 . 

相似 性 的 这 个 性 质 给 实 二 次 型 的 正 交 变换 (§ 9. 10) 以 新 的 解 
释 ， 如 果 具 有 人 矩阵 4 的 二 次 型 天 4X' 通过 正 交 变换 名 二 XP 化 成 
XH AA RAS. WAKAS MR B9 4p fü 5B Be JE D= 
PAP. [iX P EEZER, ME P =P, D-PAP-O, Beg 
RED HIRIE A 是 相似 的 ， 所 以 忆 的 特征 值 A ns An EERE 
二 的 特征 值 相 同 ， 这 就 给 出 下 面 $ 9. 10 定理 21 的 更 强 的 形式 ; 

定理 13 GEROAN XAN "p vAJHGE XDOGp dà 4U op RD xj 
Aite t Anti, EFRA AR A 80d dE 204 [A AT| — (4 — 
(4, —2) :-0 的 根 ， 

特征 方程 以 及 它 的 根 是 由 矩阵 4 唯一 确定 的 ， 这 就 证 明了 对 
角 型 本 质 上 的 唯一 性 ， 并 且 给 出 直接 计算 系数 的 方法 ， 知 道 了 系 
数 以 后 ， 我 们 还 可 以 按照 上 面 指出 的 方法 计算 出 与 此 相 联 系 的 特 
征 笑 量 作 为 主轴 . 

因为 我 们 知道 , 任意 实 对 称 和 矩阵 正 交 等 价 于 实 对 角 算 阵 , 所 以 
我 们 得 到 

推论 ” 实 对 称 适 阵 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 . 

任 注 ”如 果 44 是 对 称 炬 隆 ， 闭 么 属于 不 同 特征 值 九 友和 的 特 
ERE X! 和 工 ; 必然 是 正 交 的 , 因为 双 线 性 表达 式 XL AXE 可 以 按 
两 种 方法 来 计算 : 

45 


OG A)X3 — A (XX1), 
X(AXi)-X, (X24)* =A {XXi 
HA A 5545, BELA KX 一定 是 零 , AE GLEZ, 

因 紫 ， 如 果 nxn PRERE ACH n 个 不 同 的 特征 值 A, --…, An 
MAE n 个 相应 的 特征 矢量 Xn, …, X ETE BS, FHE 
EQ, …, R ESERE P BH PAP = PAP-! jo RI fh 
PE. 

3 题 

L RDE ARR 共 对 第 线 元 素 为 3 1, — 1, mi P JUL O2, —3) (0, 
—1,4), (0,0, DOS fr — fü dB, E PODPRE, ES DEUSE 
征 方程 进行 比较 ， 

2. HEP 91] de SHEER p OECD RERE Oc E 


一 了 2 2 3 2 2 
(a) 2 2 2} (b) ( 1 4 r} 
—8 —2 —4 一 1 


—8 一 6 


4 5 0 
(e) (: 一 了 s} 
Ü 0 7 
3. RORE ay d yzd-ir-em-d-yd-i—1fü t5. 
4. "OH EXE dE S Bh 2E TTT IRE AB ERO e IU CU E f — vet. 
(a) 2a2!—119*—5z?-FAzg--l&yz--20zz. (Hon: WEBSEUNX BOO 
是 3 的 倍数 .} 
(B) 3zi—y*—323 —1* —4zz — 10g. 
5. iIBTE IBI 4 B0 dg CN EOS SEDE TOUGSE RE RE IE SE TER. 
6. RH 2x 2 ja PE PEU E FECE SE Er T DR AR EP. 
7， 求 出 其 特征 值 汐 1 和 一 1 的 全 部 2x2 Br, 


A 0 
8. WEBH: 如 果 A R BARI Me WARR, 2 再) 的 竺 征 多 项 式 是 4 


30 B ET REGE SELL RT SER. 
- 406 » 


9. HEBR. (14) RPR bu mE auttaa), PER as a 
称 为 4 的 流 . ) 
10， 证 明 ; (14) 式 中 的 6,-2== (7 0*0 1 (0505; aya). 


[Lu 

11， 证 明 :; XPTOUERESMER Zat-— b.c C^ D 1720s. 

12. AEAN: KARER AUIBUS EGER EE RE SCUSA: 
HTHH X, WEI XACOX'OT—AXOX')U— A*TX(OXO*, XH Xt 表示 
XHAR.) 

13. (a) 证明: Bina R RERI A EEE A, 

(b) 证 明 : ARP IRE Do HC LEE Ae BER RR. 

*14. 证明: dg EAM UCE — AE EU—dt BEA RE, 共 中 dl 
mj. 

15. (a) WEB: mR ARTIE A 有 > 个 线性 无 关 指 特征 攻 
量 , 那么 特征 多项式 e 400 4E AAD" 的 一 全 以 式 . 

(0 HEX r, RE -4 rx rie d, Et ea — (A — A07, 而 对 
TRAE ,没有 两 个 线性 无 闫 的 特征 关 最 . 

16. 通过 对 线性 变换 Xe» XA 所 进行 的 如 下 分 折 , HEBR SOM SERE 4 的 

主轴 定理 ， 

(a) 矩 际 4 有 一 个 长 度 为 1 的 特征 矢量 a. 
f (b) 如果 把 &, WAER RERE ARE. IAE Ended 
前 新 矩阵 的 第 一 行 和 第 一 列 除 了 第 一 个 元 妹 外 共 他 元 素 都 是 备 .. 

(c) 用 归纳 闭 继 续 完 成 上 面 的 论证 . 


UIT. EHE BER Baura 的 体积 等于 经 |A, JE 中 A= (ng). 
GER: 变换 到 主轴 上 , 并 用 定理 9. ) 


810.5. 极 小 多 项 式 


年 隆 在 相似 变换 下 标准 型 的 构 寺 依赖 于 对 和 抑 阵 或 相应 的 变换 

所 满足 的 多 项 式 方 程 的 研究 ， 龙 其 是 ， 设 下 是 域 四 上 的 革 维 矢量 
SI T:IV—V 是 下 的 线性 变换 ， 了 的 各 次 需 了 "也 是 下 的 线性 变 
换 ， 因 为 线性 变换 还 可 以 相 加 或 苹 上 一 个 标量 ， 所 以 对 每 个 形 为 
- 407 * 


f(x) =o Fam aat ( 共 中 系数 a; £F) 8 ELA, 我 们 可 以 
A EHRT T HSER 
(一 十 人 二 (15) 
EEn ARET: VV, REAREN fG)-LlUE 
恒 等 变 换 I:F->Y. 因为 了 的 项 是 可 交换 的 (时 "一 了 一 人， 
所 以 多 项 式 f CIO RT UL EAS fO) PERMANAR, 
类 似 地 , REF rng di mox n ABA POETS A i6 69 C 
f CD 一 go Fai AT ba, AS, (16) 
它们 还 是 元 素 在 下 中 的 xn 矩阵 ， 因 为 恰好 存在 说 个 线性 无 关 
PE EHI nxn ERE, PAn ti BRE I, A, cs, A" 一定 钱 性 相 
关 ， 并 且 这 种 相关 关系 提供 了 一 个 次 数 至 多 为 w^ 的 非 堆 多项式 
f), WE fCA)—O. AF nxnEEER V, 的 线性 变换 之 间 存 在 
同 构 4 了 所 以 对 维和 关 量 空间 下 的 每 个 线性 变换 了 也 存在 一 
个 非 零 多 项 式 (o) 848 f (D) ^0. 
定理 14 HAFLA EREZET ATRE T, d£ 
TR FCD) -O && FP 85 $ 3 E, FP(a) 4 "R— 885 — $3 X ma 
TA, 
证 明 Er Lui S —O 的 所 有 多 项 式 f(x) ji R 
4 于 .我 们 刚刚 看 到 弄 包 含 非 零 多 项 式 ， m HOMOUEAnPE. Wi 
和 用 任意 多 项 式 gr) RARE BS — Ros RE BEPHAS , 因此 型 是 环 下 [xz] 
中 的 一 个 理想 ， 因 此 根据 8 3.8 定理 11, 型 是 由 满足 m CP) 一 局 的 
次 数 最 小 的 首 一 客 项 式 如 人 2) 的 全 体 倍 式 组 成 . 
我 们 称 mGOdET 8544: $278 X, CERA TORTEBPB)S— 
多 项 式 : 
m (D) —0; Hi f CP) —O HEIL mla) L fie), Q7) 
这 里 记号 mr) | fGo) Ao TE d Sine FÜz]:B meyi BR fO 08 
第 三 章 那样 )。 对 nx n EREA B BOURSE RE BOE dS iR. E 
- 408 。 


等 同 于 后 上 相应 变换 Th 的 极 小 多 项 式 ， 因 为 相似 的 年 阵 是 同一 
个 线性 变换 的 不 同 表示 , 所 以 我 们 有 
fiib 域 刀 上 的 相似 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 ， 
作为 一 个 例子 , MTA HERE RETE MR. CHLOE Cdp MO, 即 对 其 个 m 
满足 T”=0 的 线性 变换 全 ”因为 了 了 满足 到 = 一心 所 以 它 的 极 小 多 
项 式 是 r, eh A RETER. cR B ERE T =O 的 最 小 下 
整数 .- 
特殊 情形 是 假定 =%， 因 为 TY-! 二 VP"! 壮 0， 所 以 存在 一 个 
Raae" l RIE, a, aT, aT, =, aT x nA 
量 是 线性 无 关 的 。 如 果 不 然 ， 则 存在 线性 相关 关系 =aataaT 
+e tdn T7771, 其 系数 不 全 为 零 ， 如 果 a 是 第 一 个 不 为 零 的 系 
数 , 那么 我 们 就 用 了 *- 记 ! 屠 这 个 方程 两 边 得 到 
0= O07 i — ao T?T7-i-! —-aja T" !, 
而 这 里 选取 的 < MEAE, aT" 71-0, 因此 o; —0, 了 矛盾 .当选 取 o aT, 
=, aT 这 些 线性 无关 矢量 作为 基底 上 时， 人工 把 每 个 基 矢 量变 到 下 
一 个 基 矢 量 ， 并 把 最 后 一 个 基 笑 量变 为 零 和 失 量 ， 因 此 代用 %*x% 朱 


0 1 0 Ü 
0 0 1 | 
0 0 Q0 -e J 
[t] ü ü ee Ü 


ZAER EREM L "EA A E RREN ARE m — 
条 对 角 线 上 上， 这 个 些 阵 显然 是 祖 零 矩阵 , 它 称 为 多 项 式 mm 的 “ 友 
E”, i 
更 一 般 地 ; 对 每 个 % 次 首 一 多 项 式 
ga) = cot 642 d- - 0,42" 7 Eg", 
« 409 ， 


384 T8T ELE — UL g Co) 29 BU EXER nox e AB, ox T ABER 
$129 g(a) Bü A se Rc, idm s —4 H4, 


0 1 0 
0 0 1 i 
C= ; "(8 
r 0 0 0 1 ) 
— eo 一 如 — fs = egi. 


对 于 任意 %，Cy ARRENAR E TREO RAAR EERE 
1, Kei — 6837038 E — 69 7, 一 ca-b 其 余 元 素 都 是 零 ， 

定理 13 对 每 个 首 一 多 项 式 ga) RERO RADIAR 
g(zx)dedriE $m (—17^gC0. 

证 明 ik TE F"É5 BE an(18) AERE O, 所 表示 的 线性 变 
H. 因为 这 个 矩阵 的 各 行 分 别 是 FA LAE 21,…， ss 的 变换 
XX AS Fg, 所 以 我 们 有 

£17 — 85, ee, £41 T = Bn 
eu T — —0698,— — C4 18g. 
换 名 话说 , AB eu ai n eT ”1 是 本 的 一 组 基底 ， 所 以 任意 矢 
量 扣 可 以 唯 -地 写成 
£ age, a e, T t. bas ue T" mf), (19) 
这 里 f(s) —as 1 aum | e Lau um" 71 AETHER e 2 n — 19A e TL, 
进一步 有 eT” = —6961— e — 6, 16177 71, 所 以 eig CD) — 0, ERE 
对 任意 矢量 与 
£g (P) S ef (0g (P) — eig CP) f CD) —0, 

RRINE., THEN- SHADE SC)-O. ATERRAR 
的 和 多项式 f(x) 250, MUDRM ef (07) —67-0, 因此 fT) 0, 
于 是 oO RE C, 的 航 小 多 项 式 ， 

C, 的 特征 多 项 式 是 通过 把 行列 式 12 一 好 | 按 最 后 一 行 的 子 
式 展 开 求 得 的 .因为 一 ca 的 子 式 是 三 角形 矩 夺 ， 筷 的 对 角 线 元 素 
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d k^4ik—A 其 他 都 是 1, MACA [RESET C— D^ g CD, iX 
SURE S CT 1)" ZEE 2S (EX noc 矩阵 的 特征 多 项 式 的 首 项 都 
是 (一 DD" 入， 


3 HH 
0 I 
v (a) WEN 任意 满足 X* o 的 2x c2 jeREX RARI TUE TE( ， 0 起 
£0 0 
axel, o) 


(b) 对 3X3 矩阵 证 明 相 应 的 结果 . 
2. WB. SARX, 如果 宅 的 行列 式 是 负 的 ,那么 它 同 对 角 条 
BHEL SHILER. 
à. (a) HER xus deos RE P, 证 明 ; 对 应 AL>PAP-! 是 所 有 
nx niti ARRE Š RW. 
(b) 根据 (a) 直接 证 明 ， 和 似 矩 阵 有 租 大 的 极 小 多 项 式 ，. 
4， 证 明 :任意 对 第 炬 阵 的 特征 多 项 式 是 它 的 极 小 多 项 式 的 倍 式 ， 什 么 
1 8E DAR OR d 
*5. (0) 证 明 : 每 个 行列 式 为 负 的 2X2 dog belt 一 个 刚体 反 
射 ，( 提 示 ， 亿 习题 2 或 $9,4.》 
Cb 证明， 每 个 行列 区 为 下 的 2x 2 正 交 和 矩阵 表示 一 个 刚体 旋转 ， 
*6. (a) 证 明 : 任 党 Bx 8 SERE 4 有 一 个 实 特征 笑 量 ， 
(b) 证 图 EÈ 3x3 EZER, (EXE E ÉIEZESEMR B. E4 F 
va” 了 的 短 降 , icm B ge 2x 2 ERER 
£c) AAR 5 nEBH. WA AAE ERER, JRHL ]4 70. MA 
4 有 一 个 畦 征 介 是 L 而 且 4 表示 团体 旋转 ，( 这 就 是 欧 拉 定理 , ) 
*7. WES o7 AGE ATA GE FS. g(z) EU EXER. WA g) 是 


gA) 65 re dE TR. 
*&. (a) EH: ER 

0 

0 

1 


[= 
co con. 


PO 
——á 


AHT 。 


的 特征 值 为 士 1 i BD Ar eu pci rd. 
(b) C Bg FEIER EE (T 
(c) C 5S4 ARRAI A ERER? 
*9. —--nxniBglE, In To dB XE i j Gum dan i CERT ER i 
都 取 横 n Xe. MPRA ER A pep, EN: 尾 意 给 换 矩阵 的 圣 征 
fü An e ALME 
ÀÁ, 78,4 T 44:07 -- Fa iot ns, 


武 中 外 是 如 次 本 原单 位 根 ，( 提 示 :; 利用 习题 7 和 习题 8.) 


. $10.6 项 莱 -哈密 顿 定理 


我 们 现在 将 要 证 明 , 每 个 方 阵 4 都 满足 它 的 特征 方程 , 也 就 是 
说 , 4 的 裤 小 多 项 式 整除 4 的 特征 多 项 式 . 

用 给 阵 多 项 式 或 者 本 算 阵 的 概念 很 容易 证 明 上 述 性 质 . A- E 
阵 4 一 47， 是 的 以 4 多 项 式 为 元 素 的 撼 阵 ， 把 台 的 同 次 寡 的 项 合 
并 , 我 们 可 以 把 任意 非 零 A- ABE 吾 ( 力 写成 下 面 形式 

B(A) 一 再 十 4 AB, 

ix HB, 是 常数 矩阵 , B, +0, 【等 式 意 味 着 两 边 的 拒 阵 各 个 元 素 中 
4 的 每 个 相应 系数 都 相等 . ) 

引 理 t$ C BUD AADA FREH, 2 C=O, 

WEB] EF BO) CA— AD, 我们 得 到 

—d B SA (B,A—B,.)) + Bod, 
t=} 

Apu SGER, 意味 着 B,=0, BL,A-B,.,—0, k=l, e,t, 
WefRBO)-O, MTER OERO. 

定理 l6 Xd HO 每 个 方 阵 满 足 它 的 特征 方程 . 

这 意味 着 , (14) 前 桂 征 多 项 式 FO) = LA AT LE, dm A dg 
TFE 2 用 矩阵 4 的 同 次 种 4 FUE, OREL IP HL PIED, K 
结果 是 零 : 
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bol bb, A erba ATI EC DIA" 0. (20) 
证 明 “在 矩阵 4 一 47 中, 每 个 元 素 都 是 4 的 线性 多 项 式 ， 所 
以 它 的 非 零 子 式 也 是 4 的 8 一 1 次 识 小 于 % 一 1 次 的 多 项 式 .4 一 47 
的 伴 贿 乍 阵 C 的 每 个 元 素 是 这 样 的 子 式 ， 所 以 这 个 伴随 拭 阵 可 以 
写成 % 个 矩阵 的 和 , OX m AERD SUAE A Dai x 938 A^, AL, - 
A^), 换血 话说 , EBEE C—CCOD 是 A-5BBE C-CCOD = X26, 
iR38 (10) X, A— AI. tz Po PER AB RE RS EBUE 
OCA CA— AD 5 1A— AT|I—- f CO I, (21) 
X JUO RUBHIES DXX. 
现在 注意 , ERE DRDALAY REIS 
ÄTS A AAT e HA CA— AD, 
肯 利 用 特征 多 项 式 民 的 系数 42;, 我 们 得 到 


FO) FO EA ba 
i-i iz 
一 Sp, (AT 一 AT) 


=$ h, (AHI IF AAT e 
$-1 


ACD) CA— AD, 
这 里 了 (C4) 是 特征 多 项 式 FO) 中 的 14 换 成 4 而 得 到 的 。， 上 式 即 
fXA) - f 01 — —G(4) (A— AT), (22) 


共 中 G( 力 是 一 个 新 的 4- 矩阵， 如 果 我 们 把 422) 与 (21) 48 n, 
便 得 
[LOW GC 1CA—- AD — f CA), 
其 中 84 是 常数 矩阵 ， 和 根据 引 理 , 这 就 推出 (4) —0, 
s413: 


3 题 


13. 通过 直接 代 人 证 明 ;， 每 个 2x2 EESE CES AHE RR 
2， 证 明 : 如果 A RIERREN 并 者 特征 多 项 式 (14)， 那 么 4 的 伴随 二 
阵 由 
— [B.E + bAt bL APT] (Dn 
zu. 
S. BORIM? WARREN: A 的 特征 多 项 式 为 


4.(a) 通过 直 搂 计算 证 明 : 关于 汇 烙 三 角形 答 阵 的 饥 莱 -哈密 顿 定型 ， 
* (b) 对 三 角形 奸 阵 回答 同样 问题， 

5，(a) 用 直接 计算 证 明 : GHR 40€ EERE C, 满足 它 的 特 入 古称 ， 
(b) XI m Pe XA Ze AE fj [SERE E HB, 


$10.7. 不 变 子 空间 与 可 约 性 
如 果 一 个 线性 变换 下 满足 一 个 可 以 因 式 分 解 的 多 项 式 方程 ， 
那么 表示 了 的 第 阵 常 常 能 够 相应 地 简化 ， 例 如 ， 我 们 假定 了 满足 
:二 了 (周期 是 20, JEDE FR. 1-771250, 所 以 (了 一 CP-- D) — Off 
Pi BC AH ERU. T 的 特征 笑 量 包含 下 十 了 的 值 域 中 的 全 部 非 
FRESE- KAH 
(ECT -- 1) ) T — £CT? 4-1) ECT - D). 
这 些 矢 量 站 是 局 王 特 征 值 3 B9. PIPER, T—I REIR rh Hot GE 
FRERE TREE- 1 Pte IE AR Rc, 这 因为 
($(7— D))T-EQ—T)- EU —T) — —£(T—1). 
WAA 1-10. MEERA E TASEA e PS 


£- JETHI- I). 


因此 属于 特征 值 士 1 的 特征 矢量 张 成 这 个 空间 . 于 是 根据 § 9.25 
41 。 


PR 4, T [UL JEXE fa EGC RC E BUE fA EESUR. 

转 别 地 , WERA RRE 1, M T tu Apy n, HE TAJ 
极 小 多 项 式 是 x 一 1; in füiEGCXEDAE — 1, MTRS 
Exc 如 果 对 角 线 元 素 既 有 工 又 有 一 1， 则 人 多 的 极 小 多 项 式 是 

一 J]， 这 个 分 析 是 下 面 定 理 的 特殊 情形 . 

定理 17 HRS t øT V-V bg AA ma AV 
的 基 域 总 上 可 以 分 解 因 式 为 mm(w) 二 了 (wj)glw)， 其 中 fte gl) 
县 首 一 多 项 式 , AELE, 那 公 玉 中 任意 疾 量 可 以 叭 一 地 表示 成 和 

£-g-6, nf(T) —0, £g CD) =0, (23) 

证 明 因为 了 和 9 是 互 素 的 ， 所 以 得 欧 几 里 得 算法 给 出 系数 

在 五 中 的 两 个 多 项 式 Cg) 和 (x), 使 得 
1— ha)f (tw) Heeg ie). Q0 
HETARA v, 得 到 了 工 一 ADET TECDSG CT), FE, HEERE E, 
d 
. £-E 240 a Ek CP) (D, £—-E£UP) FCT). 

因为 nf (P) — ECT) g (T) f (T) = EKCT) m (D) —9,. 25013, £9 00 
- 0, Br LIS SURE ET SEGICRY 2r t 

OA NO) EIE NM. 加 为 如 果 扣 一 人 十 站 一 十 如 是 两 个 
H RR WMA a= me ga i JE Wh ef OP) - UR ag CT) -0 
HRE. AIAD A... l 

aif —ah (T) f CD) ak CP) g CP) — 0, 

TÆ mm, é= éz. 

定理 17 4n RS thA., FTA BIDS 是 由 所 有 满 是 
nf (7) —0 PS m EL, S. E BUCH 09 07) 20 的 矢量 “组 
成 ， 这 就 是 说 ,5 是 f( 人 0) 的 零 空 间 ; Sz 是 9(T) 的 等 空间 ， 此 外 ， 
按照 §7,8 中 的 定义 ,F 是 子 空间 S. 与 ;的 直 和 . 这 两 个 子 空 
[a], 每 一 个 都 被 工 上 映射 到 自身 。 这 样 , 技 下 述 一 般 定 义 ， 它 是 一 个 

,415 。 


“不 变 ? 子 空间 . 

矢量 空间 玉 的 子 空间 已 在 线性 变换 了 :FF 之 下 ， 如 果 由 
EES JEH ETES, MIRS AT AFER ET a. 这 时 ,对 应 E> 
ET RATES EHS Gin. 

显然 , 如 果 访 在 人 之 下 是 不 变 子 空间 ， m AREE A. 

3852.3 4E 41) 之 下 也 是 不 变 子 空间 . 

EEM 17 rh, 对 每 个 HES1, 有 0f 020 —0; 因此 ， 如果 7, ET 
在 1 上 的 性 出 线 福 变换 ， 那 么 于 的 极 小 多 项 式 是 ftw) AEAF 
fi. 384b, S; EAF TEH T: 的 极 小 多 项 式 是 g) 的 因子 
892z(z2?， 所 以 对 任意 表示 成 (423) 的 矢量 所 有 . 

Efi CP) CP) = iaf 7219300) Hiig] 
—0--0— 0. (25) 
ARERR figle) 可 被 极 小 多 项 式 mGO — fGog GONEER. 
为 了 和 9 J& tr sS EO, 这 就 证 上 明了， 开罗 可 整除 fi). gla) 可 整除 
gle). BÆ fis) RES Fie), 所 以 六 = 六 同样 有 g;— 9. 于 是 
我 们 就 得 到 下 面 的 结果 . 

定理 17 da OS, 和 Ss 分 别 是 定理 17 中 (TT) 和 g(T)sy 
空间 ,那么 下 是 总 45 82 的 直 和 ,并且 四 在 局 与 人 2 上 的 导出 变换 
T, 和 T, DEERD F AR (2) 和 go). 

可 以 通过 很 多 方式 产生 页 变 子 空间 .比如 , 设 f(w) 是 人 尾音 多 
项 式 ， 那 么 变换 fÜD):V V 的 值 域 一 一 即 所 有 矢量 ef T) Gn 
EV ) 组 成 的 集合 一 一 是 在 全 之 下 的 不 变 子 空间 ,这 是 园 为 ECT 
二 (了 TT)AT) 也 是 在 这 个 值 域 中 . 一 类 符 珠 的 不 变 了 空间 是 由 一 
个 矢量 生成 的 循环 子 空间 ， 我 们 现在 给 出 定义 

已 知 变换 了 :Vy->V 和 六 中 一 个 矢量 % 显然 V B EAE 
Tg], REBA a HELET Z PETET, 那么 它 一 定 包 含 & 
Bop T fo X, TT) 作 用 而 得 的 所 有 变 模 式 efr) 得 是 ,所 有 
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这 种 变换 式 的 集合 Z 是 一 个 包含 a 的 不 变 子 空间 , 我 们 称 它 是 由 
«HE RÉI T-4& eru zx. 

我 们 现在 考 虚 & 在 下 的 逐次 等 之 下 的 一 列 变换 式 aa, aT, 
«17, …， 显 然 ， 存 在 第 一 个 与 它 前 而 的 变换 式 线性 相关 的 变换 式 
a, MARHE 

aT -- caT? t e egal -- atm. CT) —0, (28) 
这 里 a aT, =, eT 中 1! 是 线性 无 关 的 ， 于 是 mun) —2* eua! 
Tee, EET, 的 极 小 多 项 式 ， 其 中 T. 是 了 在 2 循环 子 空 
E 多 .上 的 导出 变换 ; AHA mtw) 称 为 0 8g T-6r. EXE, T IB 2。 
HERE «aT, e, a7! rh ftd — 1 oc CRDI A 到 它 的 下 一 个 
AE, 而 aT 除外 , 它 被 映射 到 
«T? = — cog — ea T — e — o4 x T5). (27) 
XL Z. XAR xQeaT,-e,oTU7, Ba T. 的 矩阵 的 行 是 基 笑 
TB SE PR AR CO, 1, 0 03, (0,0, 2, 1, D), e, (0, 7,0, 1), 
(— ap, — 911). 3& T ABERAT RE DU, mO, 所 以 
我 条 就 证 明了 

定理 18 T A CT-dWicqoudgu Z. LEk AA -i mkae 
的 导出 变换 可 以 用 mn) 6 X de PER eo, 

长 过 来 , n 次 普 一 多 项 式 子 的 友 上 矩阵 C, 表示 变换 TT, FT 
PP, CE F^ 的 每 全 单位 朱 量 e, 变换 到 下 一 个 单位 矢量 eius 把 
最 后 一 个 单位 矢量 eu 变换 到 am, AE, 象 在 (19) 式 那样 ， 整 个 
空间 F^ 是 由 e; 生成 的 卫 - 循 环 子 空间 , 并 具有 人- 阶 Jo. 

3EXRE 10 EER TSVOV 的 权 小 多 项 或 是 majh MAV 
中 等 个 关 量 名 的 四 - 阶 是 全 (go) 的 一 个 因子 、 

证 明 AA CD) —0, am CT) —0, WE HOR, m C) JE x 
BS T-Br mCz) 的 倍 式 ， 

推论 下 中 两 个 关 量 6 和 月 张 成 相同 的 四- 盾 环 子 空 间 多 .二 
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Z, 5 2.4.8 fi—ag(T) E X X qo) a & EREXO 3 
e, 
证 表 留 作 习 题 ( 习 是 8), 
习 X 
see 0 1 
L QD 证 明 : 请 足 4 一 一 了 的 任意 2X2 实 知 阵 4 与 矩阵 (_， ，) 
相位 . | 
(b) 证明: 不 存在 3x3 KERRE Mm, 
(c) 对 于 满足 4 ——I8 4x4ctABME 4， 有 什么 结果 ? 
2. (0) VES RE PT RER ER RENAT 的 信 城 和 等 空 了 
是 补 子 空间 (参看 57.8 的 (35) 式 ). 
(b) EM: 任 乾 两 个 秩 相 全 的 睾 等 矩阵 相似 . GER: 用 C) M EROR ) 
3. (a) 对 所 有 满足 ASI 89 3X3 EAE IER NR. 
(b) 对 3x3 实 和 矩阵 解答 同 样 的 问题 ， | 
4. Ag — AED REOR 和 -+7 一 4 十 4， 闵 满足 这 个 方程 的 2X2 4 
BOREM, GR: 考虑 形式 A-I.) 
"5， 当 标量 域 具备 什么 条 体 时 ,具有 极 小 多 项 式 2 十 x 一 2 MRIS 2x 
2 对 角 短 阵 相似 .， 
6. (a) 在 定理 17 中 ,证 明 : 9(P) 的 值 城 同 了 (2) 的 党 空 间 相 等. 
(b) WEHA: duJ& fUI29 (D) —O, For f O83 g GO E OE r, 
那么 , 即使 fz)g (RIE T Bo BLA TS SEE 17 的 结论 也 成 立 。 
7. 证 明 AR DO T-Er EUR. of (7) 一 0 的 次 数 最 低 的 首 一 多项式 
FD, 
8， 证 明定 理 19 的 推论 ， 
6， 证 明 ， CARTI — V, V 中 的 矢量 a 与 SAAT K T- 
FOS 962, 32, a AH T-Br fe) . 
*10. MD: T-MESEAE ISO p AE T e IE RHET OI SE D (提示: 
Ap ETATE RERO, ) 
1i. A% fGP) - 0, sti £688 OER, WATA 9 CP ARR 
的 循环 子 空 间 . l 
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$108 第 一 分 解 定理 

在 证 明定 理 17 和 定理 175 时 用 过 的 结构 可 以 用 来 分 解 一 般 
线性 变换 为 “ 扒 素 ”分 支 ， 这 些 分 支 的 航 小 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 
的 镍 .在 这 个 分 解 中 , 8 个 子 空间 的 直 和 的 概念 起 着 重要 的 作 
用. | | | 

EX KURERET MV ATP A Sy e, 9 S408 
VEEE E V-—SQeO89.248VopP&MAXEETuUE-— 
表示 为 | 

£—mtetm GE, i51, e, k). (28) 

d $7. 8 的 定理 16 Sm 4 — RE, 我 们 可 以 证 明 

xu 20 EFATE Spy ene 其 中 每 个 向 ; 的 维 数 是 
n; HA AE auus Gin BAV EIS. S 的 直 和 当 且 仅 当 

1 (28) 
& V 695—183. 
由 此 得 出 ,P 的 维 数 是 站 和 被 加 项 8， BR PRECII te bna, 
推论 ARV Adi S, 8, 张 成 ,并 且 
d[Vj- d[.S,) d- +a), 
那么 VEG. 18, 的 直 和 ， 

邵 果 空间 下 可 以 表示 成 变换 外 之 下 的 真 不 变 子 x RA, 
那么 我 们 称 线 性 变换 卫 :7->TF (Rat T THER EAT 
£m. 

定理 中 GoX VORGKGEGOEG Su, 9.65 doe, Cod 
AIUEERILERS ROREM B, dos, HRzCTORV ECDyiH 
5p 
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B- - (80) 


O 0 ~ B, 
EK. 
AAEE B iod fati PLEBE Bi, ue, Bs, 其 他 位 置 的 元 
KREP, pB AER B, Bi 的 直 和 ,可 以 看 出 BB 的 任意 多 
项 式 f(B) 是 了 (B1),…, 了 (B,) 的 直 和 . 
证 明 ”对 每 个 不 变 子 空间 S, 选取 一 组 基底 ouis s ci 所 以 
B, 是 变换 了 在 S. 上 对 于 这 组 基底 的 矩阵 表示 ， 那 么 把 这 些 基 撩 
章 合 并 在 一 起 构成 整个 空间 的 一 组 基底 (200. 而 且 了 把 基 矢 量 
Mit Cin 变 到 第 衬 个 子 空 间 的 矢量 ， 因 此 变换 卫 对 于 基底 (29) 
可 用 上 述 间 和 矩阵 (30) 来 次 示 . O EB. 
现在 考虑 在 基 域 上 把 中 的 极 小 多 项 式 ma) 分 解 成 不 癌 的 首 
一 不 可 约 凶 项 式 p. Cr) REIS RR, 写成 形式 
mE) = pCa) pe, ei>0 (81) 
因为 不 同 的 p.a)" 是 互 素 的 , 所 以 反复 运用 定理 17 就 得 到 
定理 只 Goo oo x dà T:IVOV BS hob SuSxEzeFL 
可 以 分 解 成 首 一 不 可 约 因 子 p(x) 的 来 积 ((31) 式 ), EV. AUGE 
PEM Spe a 的 直 和 ， 其 中 8 是 DD 的 零 空 间 . TR, 
cé fH m AD, 有 视 小 多 项 式 pun)". | 
这 就 是 我 们 的 第 一 分 解 定理 ， 这 些 子 空 间 S, 称 为 下 的 在 全 
之 下 的 “ 淮 录 分支?:， 它 们 由 严 了 瞧 一 确定 ， 因 为 分 解 式 (31) EE 
一 的 . 
一 个 重要 的 特殊 情形 是 
. 推论 ”元 闽 在 下 中 的 矩阵 和 4 在 所 上 相似 于 对 角 扰 阵 当 且 仅 兴 
A Mq $3xS mx) XE j TH B] 3-85 X 48, 
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证 明 HRT—TSF PURERADETAPSB. 3E 

mx) — Ge— 4): (2— 44), A, 7, A. 是 不 同 的 标量 ， (32) 
这 个 定理 表明 玫 是 空间 S, S EM, h S e n T 
An BS EN Aft n 组 成 , Mos Va. GAFE A 的 所 有 特征 
估量 组 成 .8 RRRA EDRCFERI HIE ELE, 所 以 变换 人 
E S, 上 的 矩阵 表示 是 AJ. WOD AIPE E EE JpIE— 
起 , 我 们 可 以 用 一 个 对 角 人 矩阵 来 表示 T, 3X PE AER ARE 
欧元 素 是 A... 

反 过 来 ， 如 果 妖 是 任意 对 和 矩阵 ， 它 的 不 同 的 对 角 线 元 素 是 
tn 77, 04, JE ZH SE BS FD — (D — e£) --(D— 6,1) 表示 的 变换 把 
4g EE ESI O, 因此 F(D) —O, D Fio f A S DE 
TUUS FEE E AB PAS EH o ES RERBA (o — 61) (n7 03) 8 ER T7 
因此 是 不 局 钱 性 因子 的 飞 积 , 

3 H 

1. VENAE BR 20, 

2. Em 22 中 , We o TO, Ws 那里 的 子 空间 S, UD 
ét tici, 

"3. RAER 1T, SEHE VERE E 22, 

4. 证明: 如 果 nx IER ALTERE D, WA D 的 对 角 线 元 素 
3, UABLEG Hc cA HUE ANS E A DEIER RO As Po HC 

5. EN: 两 个 矩阵 B, 与 BL 的 直 和 的 极 小 多 项 式 是 Bi 与 BLU 
项 式 的 最 小 公 倍 式 ， 

56， 证明， JERLA TS BUP STARB 2 MORCER PET 9 B. DL ANE 
多项式 可 以 同样 地 分 解 ， 

"T. ARRIEN, CHED dE m — G— At (6 Apt 
于 它 的 特征 守 项 式 ， 证 角 : EMAR mA eux e, EAEE BB, 的 站 和 相似， 
B, fite 3x 3n: 
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A, 1 0 


A 1 
0 EE 
*8B. DEBE: 和 如果 ma) E THEA NR, AERE RE a, ET- 
Prii me), GET: HHM 810.7 的 习 业 9, E4763 HE ma) 一 to) "的 
情形 , 其中 D(z) 是 不 可 的 多 项 式 .) 


§10.9 第 二 分 解 定理 


下 面 我 们 将 指出 ， 线 性 变换 TIVA V (yk qe x S 本 身 是 
T- 循 环 子 空间 的 二 和， 在 证 明 这 个 命题 时 , :我 们 将 用 到 矢量 空间 
太 对 于 子 空 间 人 的 商 空间 V/S 的 概念 ， 我们 回忆 一 下 (8 7. 12)， 
商 空间 V'=F/S ioca dk 8 Boii £s, 并 和 由 =& 十 太 给 出 
H d ES P:VV/S-V 是 一 个 线 人 性 变换 ， 畦 别 是 , 对 给 定 的 也 : 
VV, 如 果子 空间 态 是 了 之 下 的 不 变 子 空间 ,那么 在 公式 
(E--.S)T' - ET--.8 (33) 
中 , ET 不 依赖 于 E =E HS PERSE E 的 选取 ， 这 是 因为 如 
果 选 取 另 外 的 代表 元 niti, WAHT EES, 推 由 ETES, 所 以 有 
gria ET- ETHS SETAA. | 
因此 由 (33) 式 定义 的 变换 TD':V'>V' 是 单 值 的 ; 容易 验证 到 也 是 
线性 的 .我 们 称 TU 是 F/IS 一 站 上 的 由 下 导出 的 变换 ， 而且 对 于 
T 的 任意 多 项 式 用 TD), AHH S7. 12 的 公式 , 由 (33) 得 到 
(ET SDfCT') - £fCT) 48. (34) 
特别 是 , 由 FUP) —0 dE 18 FUP) 50' 3E V' rh, BEA Vb £' B T- 
Ma V rh & bà T-Hr. 
我 们 现在 准备 证明 第 二 分 解 定 理 . 
定理 23 如 果 线 性 鹿 换 中 :FF->F 有 家 小 多 项 式 人 zz 一 Da， 
. {22+ 


CEGOV Edu d GEO bod —GoRC 9) BORA p) cR, ARV T- 
补 环 子 空间 名; wp dde Sas 
A - V-2.4.02, (35) 


其 中 子 空 Ta] Zi, Z5 ERE] Zr PILAA T- fr 
px)". pe)", e POr), e= eme, ep (38) 


FP 的 任意 针 - 福 环 子 空间 的 直 和 ，, de sk ALAS FLA CÓ XP HI 
dedu] 85 T-fr dk 4- (36). 

uH] 直 和 分 解 的 存在 性 可 以 通过 对 下 的 维 数 站 用 归纳 法 来 
IH. n=l t, F 本 身 就 是 循环 子 空间 ,于 是 直接 可 得 结论 . 

4 nol 时 , 我们 有 pCD)*—O, 而 pT), REF RA — 
个 满足 a pCT)714-0 dE en. PEEL g B3 T- Er dE pe, JE H. 
o E E, 全 -循环 子 空间 名， 因为 名 1 是 四 之 二 的 下 变 子 空间 , 所 以 
中 导出 一 个 在 矿 下 /8 上 的 线性 变换 因为 显然 有 只) "= 
O, AAE V' E T: 的 极 小 多 项 式 是 p) 的 因子 ， 我 们 可 以 对 
d[V/Z/]:-d[V]—d[Z./HiRix, E V/Z. 分 解 成 下- 循环 子 空 
H Z2, …, Z 的 直 和 , 这 些 子 空间 的 于 - 阶 是 

pP), e, pe), ee e. 

引 理 1 Ha tA T-wEF EN ZQGL2, 0) WHRA 
TRAE o, 84 dX doc a, d a; d T- Hr a; e T MN, 

证 明 依 赖 于 下 述 事 实 ， a T- Wr p 是 了 的 每 个 元 素 的 
T-BR. aE po E a nu T-BAR o; 的 任意 代表 
JÉ n—1o nT =a TE ai ER T-ARA. MWA 

Een T a fT. 

三 为 a 有 T-P pD MAER H st fGDzG2O'7*, 因此 
F= glapir, Hh gE. BT ER EN o. 
=y mg CTR T-Br p()* lila; 的 T'- 脐 相等 。 这 是 引 理 所 要 求 
前 . Ba. Bg T-BrAk a a Za 的 于 -By po! BUE, BREL 
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只 须 注意 
ag TPT — np(T)* a, f (P) =. 

证 完 引 理 1， 我 们 设 Z, 是 由 m 生成 的 -循环 子 空间 ， 那 么 
EZ J= d( Zi J], 这 因为 这 两 个 维 数 都 等 于 i 的 公共 工 - 阶 nC) 的 : 
次 数 ， 因 此 

d[V]—d[Z,;]-d[V/Z.;]-d[Z4]9--«-Hd[Z,). — (37) 
XE VHC CRT DL, TAR Za, e, ZEER V, 因此 根据 (37) 
和 定理 20 的 推论 得 到, V EENT —Z.0--(Z,, ENNA E. 

剩 下 需要 证 明 出 现在 分 解 式 (36) 中 指数 的 叭 ~- 性 ， 这 只 须 和 证 
明 这 些 指数 是 由 全 和 玉 确定 的 ， 通 过 对 这 些 尘 空间 维 数 的 计算 ， 
就 可 做 到 这 一 点 ， 鲁 如 ,如果 4 表示 gz) 的 次 数 ， 那 么 循环 字 空 
E Z, 的 维 数 是 des, 因此 整个 空间 六 的 维 数 是 d(e re). XE 
TARH, 导 任 意 整 数 s, Z: EAT 之 下 的 象 PTY 是 由 B, 
=o2(T)* 生 成 的 循环 子 空间 . 当 es 时 , CHRR dlee), 
当 esca 时 , 它 的 维 数 是 淮 . 

V AERAR EREHE 

= GnCEA.gP-le,0) 
HEE pCT' RER VAY 中 , 任意 矢量 有 唯一 表达 起 
£g CT! qu p Tt 4- e 4- n p T*, (88) 
其 中 分 量 na CD)* 在 空间 Zap UD) h, MORE WE AEG E 
得 
47-8, ***, £,778,. Cp 58 

CRE He, >s IH £— 7), 因此 由 (38) 式 , Vp CT) JE Hl E, mas por) 
生成 的 循环 子 空间 Zu (51, =, DHEA, LENEE 

aLa TY] =d C ece) et eme] - (39} 
等 式 左边 的 维 数 由 玉生 确 定 ， CIKKRE 6; 如 下 .首先 取 
sa 一 6 一 1 一 6 一 1， 册 由 (39) 式 确定 出 等 于 eg e; 的 个 数 ; 其 次 取 
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8—6—2, MAGDA REBET e 1 p e; RA B EO T C 
等 等 ， 这 就 证 胃 了 指数 enc 6; 的 不 变性 , 从 而 完成 了 定理 3 的 
HEH, 
3 题 

l. MESH; 如 果 矢 量 空间 下 是 则 矢量 su … a 生成 的 了 -循环 子 空间 张 
成 的 , 那么 工 的 极 小 多 项 式 是 el … au 的 卫 - 防 的 最 小 公 倍 式 . 

2， 求 8&5 习题 3 中 的 矩阵 加 的 极 小 包 项 式 . 

23. PRERA: WER TYV 是 线性 的 ， 于 空间 多 是 五 之 下 的 不 变 
子 空间 , EE Z T :Y/Z—V/Z 是 线性 的 ， 

4。 祖 据 (37) 证 明 : Zi uZ 张 成 空间 Y, 


310.10 有 有 理 标 准 型 与 车 当 标 准 型 


. 用 定理 20 和 定理 23 容易 得 到 矩阵 在 相似 变换 之 下 前 标 难 
型 我们 只 须 对 于 循 鱼 子 空 间 上 的 变换 给 出 标准 型 ， 
定理 21 提供 了 这 样 的 标准 型 。 如 果 4 EEn nape, B 
么 在 每 个 舌 环 子 空间 中 适当 选取 一 组 基底 ， 在 这 个 子 空 闻 上 , T, 
用 友和 矩阵 表示 ， 把 所 有 这 些 基 研 合 并 起 来 产 些 F^ 的 -组 基底 , 对 
于 这 组 基 请，?s 可 用 这 些 友 算 阵 的 直 和 来 表 东 .定理 20 和 定理 
23 关于 唯一 性 的 断 谨 指出 ,如 此 得 到 的 友和 矩阵 集合 由 4 唯一 确定 . 
于 是 我 们 证 明了 
定理 34 元 素 在 域 丙 中 的 任意 答 阵 机 在 下 上 与 一 个 且 只 与 
一 个 多 项 式 
Plat, m, qut, (40) 
eu smmeeummeNT Plu 
$5 K 4E E 65 Rie du dt, 这些 多 项 式 是 首 一 不 可 约 多 项 式 pleh n, 
Pi) 9E, A 的 要 小 多 项 式 是 ma) — p Gm)» p (n), 
RAEHAN A A Ze UL GE P E)ZE RO AGRRTRESA, gh 
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为 4 的 初等 办 于 集合 .把 4 表示 为 友人 矩阵 的 直 和 的 表达 式 称 为 委 
的 准 素 有 理 标 准 型 〈 用 “ 难 素 "这 个 词 巧 国 为 用 了 不 可 级 多 项 式 的 
Tr. 用 "有理 ?* 这 个 词 是 因为 分 析 中 只 用 到 域 王 中 的 有 理 运 算 )， 

推论 1 nxn HA EHE FARA Mida EE] 隆之 积 的 
(—D"'f£ 

证 明 FARAH EE B. ee. B, 的 吉 和 的 特征 多 项 式 是 B, 

nB, 的 特征 多 项 式 的 薪 积 ， 但 是 根据 定理 15, KER C 的 特征 

多 项 式 , 除了 符号 外 ， 就 是 f). 这 两 个 事实 同 定理 一 起 证 明了 
推论 1. 

推论 2 方 阵 的 特征 值 是 它 的 投 小 多项式 的 相 。 

证 明 因为 极 小 多 项 式 m2(w) 可 整除 特征 多 项 式 , 所 以 极 小 多 
项 式 的 任意 模 都 大 特征 多 项 式 的 根 , 因此 也 是 特征 根 { 特 征 值 ). 反 
过 来 ， 根 据 推论 1， 特 征 多 项 式 的 任意 根 一 定 是 某 个 初等 因子 
P(e) 的 根 , 因此 根据 定理 , CE mr) HR. 

989 具有 极 沙 多 项 式 G1) (zs 十 3)? AER 6X 6 "5 和 矩阵. 
与 下 烈 友 矩阵 直 和 之 一 相似 : 

Cai DO ra DO 
C aC ue Crs 
€ OC DO Ds 

第 一 种 情形 的 特征 多 项 式 是 (x? 十 1)? Ge 3075 第 一 三 种 情形 的 竺 
征 多 项 式 都 是 (2 十 1) Ge 32*. 

在 复数 域 上 ， 首 一 未 可 约 多 项 式 只 能 是 线性 多 项 式 Y 一 4 其 
中 A 是 标量 .利用 这 个 事实 , 对 于 复 上 矩阵 , 或 者 更 一 般 地 , 对 二 和 极 
小 多 项 式 是 线性 因子 贯 的 葬 积 的 任意 佐 阵 ， 可 以 构造 由 不 同 的 标 
谁 型 . 

这 时 ,定理 23 中 的 每 个 了 -循环 子 空间 2 将 有 T Br A. 
其 中 A 为 某 个 标量 ，e 为 正 整 数 . IF OZ. Ag dh gka, «T, -. 
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aT", 象 定理 24 那样 , T3 (z 一 49 的 友和 矩阵 来 表示 另 一 方 
i&i. 考虑 多量 Bi 二 a, 有 := 一 a0 1， Heh UTA A 

454 B, B eT y Oct e (8)  DRGREHARHUB AURI 
RE 8, e, fe WE Za 的 一 组 基底 .为 了 得 到 了 作用 在 By 上 的 
效果 ,注音 

BT alic —aUi-1(U - AT) = A;jaU*7 aU. 

当 jce 时 ,这 就 得 到 H/T— 4B; Bias J—e 时 , 则 有 aD — 
ETSAB WRICHCTGIXSDARAE, T epDHIARDE 


À 1 0 
Àd 

PES 

0 


来 表示 ， 它 的 行 是 pA 的 坐标 , 上 面 列 出 的 矩阵 , 主 对 角 线 上 的 元 
素 都 是 Ao 紧 千 主 对 角 线 上 面 的 一 条 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1, 共 他 
元 素 都 是 堆 ， 称 庆 者 的 矩阵 为 初等 若 当 (Jordan) 矩 阵 . 

如 果 我 们 用 上 述 类 型 的 基诺 代替 定 至 24 中 导出 友 矩阵 的 那 
组 基底 , 则 我 们 得 到 

5EJÉ 20 如果 矩阵 和 4 的 极 小 争 项 式 在 域 了 关上 分 解 成 线性 因 
子 之 积 

m(z) = (2 —À, a — Ap) n (7 A)", (41) 

其 中 包 ,""， 和 4 是 不 同 的 ， 那么 及 在 城 四 上 与 一 个 且 只 同一 个 初等 
若 当 矩阵 的 直 和 相似 ， 这 个 直 和 至 少 色 会 一 个 属于 特征 祖 《 特 征 
d)A 的 exe 初等 若 当 拭 阵 ， 并 且 没 有 更 大 的 初等 若 当 拭 降 属 
于 特征 根 (特征 慎 ) Ai 

注意 ， 在 对 角 线 上 A 出 现 的 个 数 是 4 作为 4 的 特征 多 项 式 
的 根 的 重 数 ， 
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Ei 305b era iBpEnU DAL dnd HOSEPSERHERE 
RHE ERHAN, q(ih"UE—f89, AAPEA Adr n hon 
X. "ERDVABIBURSPEDEENR EAEE. EA GÉ ped EE 
初等 因子 集合 确定 的 , 畦 别 是 ， fA CAI) Br G e; 都 是 1, 市 
且 只 有 在 这 时 , 若 当 标 礁 型 成 为 对 角 和 给 阵 , 其 对 角 线 元 素 是 加” 
An TE, EE 22 的 推论 可 作为 上 述 定理 一 种 特殊 情形 . 

推论 ”任意 复 拭 阵 周 车 当 标 准 型 矩阵 相似 . 


习 E 


1， 在 有 理 数 域 上 , 对 下 列 各 扼 阵 求 出 所 有 可 能 的 准 素 有 理 标 准 型 
(a) 5X5 ÆR, 极 小 多 项 式 是 (x 一 1)?. 
(b) 7x7 ER, BIS & TT GR e Gr? — 2) — 1), RE UE E CAS E (n — 2). 

(25— 1), 

(c) 8X8 HRF, BI de DESI RS Cr d- 4) * (4-8) *, 
(d) 6x 6 4i, 特征 多 项 式 是 (x1 一 1 (3 — 0. 

2， 对 具有 下 列 各 特征 地 项 式 的 矩阵 ， 列 册 所 有 可 能 的 兰 当 标准 
(a) (z—-A9*(z—49*, 
(b) (z— AD *(2— A95, 
(6? (x—AÀ) (z— Àp is- Apa, 

3. GUiEGCH IB HL EU UE 23 AB E COURT SEU HER E OU 

4. (a) 证明: 复 抵 阵 和 它 的 转 置 矩阵 一 定 有 相同 的 车 当 株 准 型 
tb》 雅 断 它们 总 是 相似 的 . 

5. (a) Bj4- MORI (Pauli) “ERER ie de (9T — — TS, S*- Tt — T, 
JERGEAEAOK BXMEPE. WEB. U= LST GENEROUS UE, JOLIE TU — — UT, 
T= | 

(b) 证明: 如果 刀 是 2x2 扰 降 , 则 与 (5 相似, 并且 对 于 这 组 


0 b 
abf, T=, NEL b RAN. 

*B。 用 $10.3 DREN: EEEE T:IPOF Er DSRRRGSSROHT- 
Erf. 的 T-M TEURER, mE foD lf GI +， 
r}, 而 且 faw ET Bo mA. 
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第 十 一 章 ”布尔 代数 与 格 


811.1] 基本 定义 


我 们 现在 将 从 近世 代数 的 观点 更 严密 地 分 析 “ 集 合 "( 或 类 }) 和 
“ 子 集合 "的 基本 概念 , 这 些 概 念 在 81.11 中 已 有 过 简短 介绍 . 假 
设 了 为 任意 集合 , 而 X, Y, ZERIT. kein! REDDE. X, 
F, ZZ ÆT i HA RAE 
登 的 图 形 , 如 图 1 83 "HERR Venn)” 
ER. 

HXEYHTÆE, BX MEL 
素 都 在 了 中， 我 们 记 作 XCY( 或 了 一 
X). XX XGRAB STRIS X “包含 "在 
Y rh. 图 1 

REXGRIE BIB: 这 是 显然 的 ， 因 为 任意 集合 互 是 它 本 . 
身 的 子 集 ， 包 含 关 系 也 满足 传递 律 : 因为 如 果 开 的 每 个 元 素 在 了 
中 , 并 且 了 的 每 个 元 素 在 名 中 , 那么 显然 至 的 径 个 元 素 在 2 中 . 但 
是 , EXER ERE. E. 如果 于 CT HYCX, WAX 
TrY—3ó t5 BESTE 因此 X—Y, 

概括 起 来 ， 集合 的 包含 关 系 与 算术 的 不 等 关系 都 具有 下 列 
性 质 : 

S&H xg-mxdxgxcx,. 

Aai mA XKCY H YCA, WMA X—Y. 

txt ipiÉXCYHYCZ,84XCcZ. 
但 是 ,“ 对 于 给 定 的 两 个 集合 和 了 了 , 不 是 XCY, SE YC- X x AI- 
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命题 是 不 正确 的 . 

因此 两 个 集合 下 和 了 的 包含 关系 有 四 种 可 能 的 方式 ， 一 种 可 
üREROXCYJEH YCX, 在 这 种 情况 下 , 根据 反对 称 律 有 下 = 了 . 另 
一 种 可 能 是 下 CC 了 但 不 满足 了 己 革 ,在 这 种 情况 下 , BIRI AG 
含 在 了 中 ,并 记 作 卫 < 了 或 了 一 XY， 我 们 还 可 以 有 了 CX IHE 
XCY, 在 这 种 情况 下 , 说 节 真 包含 了. RRRA R TE XCY, 
也 不 是 了 己 了 X， 在 这 种 情况 下 称 卫 和 了 是 不 可 比 的 .由 于 不 可 比 
集合 的 存在 , 才 使 包含 关系 不 同 于 实数 间 的 不 等 关系 . 

已 知 集 合 了 的 子 集中 不 仅 有 包含 甘 系 ， 而 县 可 以 通过 两 种 二 
元 运算 “并 ”与 “ 交 ” 把 它们 联系 起 来 ， 这 两 种 运算 类 似 于 普通 的 
“加 ”与 “ 导 ”"。 这 种 类 比 的 程度 和 重要 拍 首 先是 由 英国 数学 家 布尔 
(George Boole, 1815—1864) Hi B), fib Xg— 百 多 年 以 前 就 建立 
了 集合 代数 的 理论 . 

我 们 把 互 和 了 的 交 《 记 作 瑟 让 了 工 ) 定义 为 既 在 站 中 又 在 了 中 的 
所 有 元 素 的 集合 ， 把 蕊 和 工 的 并 ( 记 作 互 日 了 定义 为 或 者 在 互 中 
或 者 在 了 中 或 者 同时 在 两 个 党 合 之 中 的 所 有 元 到 的 集合 .符号 
RAU ”分 别称 为 * 求 交 ” 运 算 和 * 求 并 ”运算 ,- 

Tj, 我们 用 X ORTE X. 的 补 ”) 表 示 不 在 中 的 所 有 元 素 的 
集合 .例如 ,本 是 空 集 儿 , 它 不 包含 任 条 元 素 。 这 是 因为 我 们 所 考 
ERREFE. 

集合 的 代数 运算 可 以 通过 网 1 的 维 因 图 加 以 说 明 在 这 个 图 
cto X, 了, 多 是 三 个 闯 肥 图 形 的 内 部 ， 这 些 区 域 在 正方 形 了 中 的 组 
合 可 以 用 适当 的 阴影 区 域 来 表示 , 例如 ，Y' 是 了 的 外 部 ， 
XA UZER h 89 RED BR. 


i, X, Y, Z BoSE EDDIE BE ARANEAE DO BE, OX, Y, 
- 4350 * 


多 的 代数 组合 注 四 每 个 这 样 的 区 域 ， - 
2. (HR BL LIST FLA ORCI EIE 
ANDUIN, au»'nz, 
XUrouz. . . 
3. BARAA EXE SARRA, eTA BR HD 9 RE. 
arit 
(a) (X'y'-xfr, 
(b) X'UXY'—-(OXUY), 
€) (X UY»)nzZ-oxuz nr, 
(d) XUmanz'-couy»onz. 


81.2 定律 : 同 算 术 定 律 类 化 


我 们 现在 略为 详细 她 描述 一 下 集合 代数 与 普通 算术 之 间 的 类 
似 ， 并 用 来 定义 布尔 代数 ，“ 门 , U*" 和 普通 的 “, 十 "之 辣 的 类 假 ， 
由 下 列 定律 作 部 分 的 描述 , 这 些 定律 的 正确 性 是 显然 的 ， 
X34 Xx(X-X 和 XUX-X. 
x45 XNY=YNX 和 XUY-YUX. 
#e# XDOOnzy-anynz 
和 XU(QYUZ)-OXUYDUZ. 
4 Ed XnQ0OYUZ)—-(OXDY)UCXnz) 
和 XU(XnZ»)-OUXX)nOXUZ). 
TI TRESANA CORAZ Pb, PUE XXIe EBORE S ACC BER 
巧 的 *， ”与 “十 "的 性 质 相 对 说 ， 这 些 性 质 在 第 一 章 已 作为 公设 
4H. i 
下 面 的 基本 定律 把 交 和 并 相互 联系 起 来 , 而 且 把 交 , 并 和 也 含 
联系 起 来 . . 
mg XCY,XNY=X A XUY=Y RET RETH 
价 的 . 
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还 有 , 3E OO em, 各 和 了 工具 有 下 列 特殊 性 质 : 
iX QGCXCI, HHX. 
x Oónx-o minxe-x. 
并 GOUX-—X 和 IUX-I. 
前 三 个 交 和 并 的 性 质 与 普通 算术 中 09 和 1 的 性 质 相 类 似 . 

最 后 , 下 面 三 个 新 的 定律 把 交 , 并 和 补 联 系 起 来 .. 

Zə XNXX =ø 和 XUX'—I.. 

对 偶 律 (OXOY)-X'UY R (xury-xny. 

对 会 律 (QXuY-X. 0 
ddp X' 解释 为 1 一 ,并 假定 了 了 = 入， 那么 互补 律 和 对 合 律 与 
普通 算术 定律 相对 应 . 

上 述 定律 可 以 用 各 种 方法 证 明 ， 第 一 ， 我 们 可 用 特殊 傅 子 通 . 
过 “归纳 推理 "来 答 验 它们 . 维 思 
图 提供 了 一 个 合适 的 例子 ， 如 果 
鸦 和 了 分 别 是 图 2 中 左 圆 形 和 右 
TRJÉ 85 4b. 那么 对 于 区 域 X" gl 
出 水 平 直 线 的 阴影 对 于 区 域 Y" 
画 则 垂直 直线 的 阴影 ， 那 么 十 字 
阴影 线 的 区 域 就 是 X" PY". 由 右 图 立即 看 山 , 这 个 区 域 是 并 互 UT 
的 补 ， 这 就 是 第 二 对 侦 律 所 描述 的 ， 就 我 们 的 常识 而 言 ， 可 以 承 
认 这 样 的 论证 , 但 是 , 数学 上 这 是 不 允许 的 , 因为 在 数学 推理 中 , 只 
ARZEN. 

第 二 , 我 们 可 以 把 了 工 的 元 素 分 为 四 种 可 能 情况 来 考 碟 : (i) 元 
3EBXdE X p XE Y i; GO TOSETE HERE Y ipn; DARY 
HAUREX; GYv)TRXEBET dE X pam dEY B, Bem Ge 
xe XnYbpBIIECOY! 中 ,不 在 了 UY' 中 ; 而 (六 ) 类 元 素 
在 (XNY) 和 Y' 中 , 周 此 在 UY’ 中， 再 夏 其 他 两 类 元 素 , 也 是 
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这 个 情况 , 因此 我 们 看 出 , CX Q3 和 XUY' 具 有 相同 的 元 素 , 这 
就 是 第 一 对 人 惕 律 ， 注 意 , 对 于 两 个 集合 了 和 了 了 , 元 素 的 四 种 可 能 情 
完 用 上 而 这 个 维 思 图 的 四 个 区 域 中 的 点 来 表示 ; 而 对 于 三 个 集 
合 , 元 素 有 八 种 情 损 , 对 应 于 八 个 区 域 (图 1). 

第 三 ， 我 们 可 以 用 “ 求 并 "和 人 求 交 ”运算 的 叙述 性 的 定义 重 述 
这 些 定律 ， 鲍 如 , 考 虚 分 配 律 。 这 里 

*b ip XO (Y UZ)" Rd BETE X PREY SE Zp’, 

"b gg(XDY)UCX Zr". R "b o E RETE X t X JE Y h, 

BUEBUE X aUe Zip. 
TAREN RE 又 …" 及 “或 者 …， 或 者 …" 的 通常 用 革 ， 稍 化 mH 
译 ” 一 下 就 使 我 们 确信 这 两 种 叙述 是 等 价 的 ， 分 配 律 的 这 个 证 明 
表明 , 集合 代数 中 的 定律 怎样 翻译 为 “车 …, Ce, I, EXE 
词 的 性 质 . 如 果 我 们 假定 这 些 性 质 是 基本 的 , 那么 象 我 们 进行 平常 
的 数学 推理 那样 , 就 能 从 这 些 性 质证 明 上 述 所 有 关于 集合 的 定律 ， 


J HB 


1， 用 维 思 图 验证 分 配 笋 ， 
2. 用 细 分 几 种 情况 的 方法 蛤 证 结合 律 ,交换 律 和 禄 容 律 . 
3， 利 用 上 过 第 三 种 方法 中 前 “ 既 …, 又 …"、“ 或 …, e, dE" ip RS 
HOME BUE AU, 
4. (8) 在 处 理 四 个 集合 的 长 数 表述 式 时 ， 考 虚 它 们 元 崇 的 所 有 可 能 情 
EA 会 出 现 季 少 部 情况 ? | 
+H 机 出 一 个 下 集 侣 图， 它 把 元 素 的 短 一 种 可 能 傅 况 表示 成 一 个 区 
Ak. U 
(c) ER: 不 存在 这 样 的 图形 ， 在 这 个 图 中 四 个 给 定 的 集合 都 是 加 
3E. 
5. lH: GI uxeddpbdbFERURTELAAE SLPERUEI IER E SH, 
6. FERAE OD, JH" OEE TO AAH FOR E801". 而 得 到 六 个 推断 . 
证 明 : 有 三 个 推断 对 于 满足 OSs, yal AR xag EREK. 
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7. 在 习题 6 中， 如 果 名 用 数 0 FORE, 了 用 数 1 UTR, 3529, Iis 
的 性 质 中 哪些 是 下 成 立 的 ? inj X'Ho1— 一 = 代替 ， ym 1-p f. S2. 
TAA EE REGES E 不 成 立 的 7 

8. WEH: 对 了 的 任意 子 集 X, Y, XCY HERA X' Ur- L 


$11.3 sma^- 


我 们 不 再 关心 由 基本 逻辑 法 则 末 推 导 上 述 代数 完 律 ， 而 是 把 
这 些 定律 中 最 基本 的 定律 作为 公设 ( 象 第 一 章 中 的 算术 定律 那样 ) 
然后 再 从 这 些 公设 导出 尽 可 能 多 的 有 意义 的 结论 来 ， 因 此 ， 我 们 
现在 用 稍微 不 同 的 记号 给 出 基本 定义 ， 用 这 些 记 号 是 为 了 强调 这 
些 公设 可 以 用 于 不 同 于 集合 的 其 他 对 象 . m 
XX RGTGPH Ré ndo b, 0, eo 54e Bd s 
© (1) BARACLULEOLACROEO VOCE), 它们 满足 
Fi a/sa—aNa-—a. 
xd a/Nb—b/Xa, aM b— ba. 
站 合 律 aAA -Ca/ND Ae, c 
aV (bN c) — (aV b) Nc. 
(GD 3x GRECO SUR dd 
a/A(aN/ b) —aN/Ca/Ab) =a.. 
(ii) 这 两 个 适 算 是 互相 可 分 配 的 
a/A(bV/ c) — Ca/NDO V (a/Ae), 
aV (be) = (a Vb) A aV e). 
(iv) BESAT OI THRA 
OAg=0, ON/a—a, 
I/sac—o, Iasi. 
(v) 互 有 求 补 的 一 元 运算 aia, EXE dos PE 
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G/Na =0, ava —I. 

MEER LR BU E RURAL EHE UD a, b, cC B ERAH. 

HAREN, 8114811. 2 的 结论 可 以 概 插 为 下 面 的 
命题 . 

定理 I 让 交 、 并 和 补 三 种 返 算 之 下 ,任意 集合 了 的 全 体 子 各 
构成 一 个 斋 尔 代数 . 

为 了 更 有 选择 地 说 明 上 述 这 些 公设 的 意义 ， 我 们 现在 描述 几 
个 例子, 在 这 些 例子 中 ,有 一 些 公设 成 立 , 但 让 全 都 成 立 . 

例 1 WLIEUL RA HEUE TUR Aj. HEZRTRL CS 7. 10) 的 子 空间 为 
元 素 的 集合 . GX HUE SAT-S(UT ES AUT BUSES VT—SAT 
JE SURIT Bg PERI, O 2e iO, 了 是 整个 空间 ， S ETZE S 
的 正 交 补 空间 ST. 

那么 , AG GD, GO GO REEL, B3 EHE GID AR 
m. 《例如 , Ye S,T, U 2 sU m Em, 05, (9, D, G, 1) 张 成 的 
学 空间 .) - i 

例 2 设 工 是 以 有 限 群 9 的 正规 子 群 M N, 0850308 4E 
合 . WEOMAUON — MEN JE MRUN (9938, 而 MVN MN. 是 由 所 有 
RR yM, ENARRARE. MAMAN 30 MNVN MEG 
HERTE. mE ORRERA 1, I REG 本 身 , 那么 虽然 
Gii)sm Cv) — RATRE, BARG, (ii 和 (iv? 都 满足 . 

因为 例 1 30.91 2 中 构 坦 的 系统 都 满足 公设 (和 (ii， 所 以 它 
们 在 下 述 意 义 下 是 格 ， 

定 习 ”如 果 集 合 王 有 两 个 二 元 运算 四 八 和 WwW， EIS RUE 
样 、 交 痪 律 和 结合 样 , HAAA GD, RALE- DR, 如 果 
除 此 之 外 还 满足 分 配 律 (iii), 那么 工 称 为 分 配 格 ， l 


个 让 运 算 也 称 为 交 (meef)，YW 运算 世 称 为 并 (join), 我 们 将 变 替 使 用 这 些 名 称 . 
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例如 , 如 果 所 有 多 过 形 区 域 的 集合 工 包 含 空 集 必 , HEMRA 
等 的 集合 可 以 称 略 不 计 ， 那 么 集合 工 在 交 和 和 并 运算 之 下 旦 一 个 分 
E. Em, ERA ERREA Z+ 中 , dE X. mAn JE mE 
HERAA, mVn Emin 的 最 小 公 倍 数 ， 那 么 Z*' 是 一 个 分 
Bob. 

Ex feo AUR P dd de dB ec ae ES, 我 们 现在 
来 推导 其 中 最 简章 的 几 个 . 

结合 律 和 交换 律 的 必用 已 经 在 §1.5 中 研究 过 了 ， 结合 律 实 
际 上 意味 着 我 们 可 以 不 用 括号 来 组 成 多 重奖 或 多 重 并 ; 交换 律 意 
味 着 , 在 只 含有 或 只 含有 人 的 表达 式 中 ， 各 项 可 以 扶 照 我 们 喜欢 
的 任何 方式 排列 . 

连同 上 面 的 定律 ， WHERE LRL AUR CE RUNE REA 
现 的 
起 来 我 们 有 

引 理 1 设 了 和 站 是 由 符号 VW 和 所 有 字母 hs, G, CTRA 
此 字母 证 复 ) 构 咸 的 两 个 准 达 式 ， 那 么 由 千 千 律 、 交 换 律 和 结合 
律 可 推出 了 =. 对 于 只 合用 的 表达 式 , LE S e ELE X, 

WEN ET T ARI-L2,-,n898 46, 我们 可 以 不 含糊 地 用 


Va 或 Vas 


Ae X Aa 


分 别 表示 所 有 a; B33ECjoin) IAE (meeb。 这 些 记号 类 似 于 代数 
warp. 

RA, 我 们 从 交换 律 . 结合 律 和 分 配 律 出 发 ， 可 以 用 归纳 法 象 
§1.5 那样 导出 一 般 分 配 律 如 下 
- 436» 


z/NGAV 7 Vga) = GOV n V GAN a) 
EV n Ac III 5 GN o Aes AGN Ya) 
Gr Vn) A VY ga) 

= Gn A0V Gig) V n7 V GA Ag 


E" 是 
1。 用 归纳 丫 详 细 证 明 : 
Ca) KERER, sA Y y IM (Ag. 


Cb》 在 任意 布尔 代数 中 ， (Y. s) - Åz- 


*2. ABHRA: EERO P, 


(9 s) Y ")- V | V tto]. ! 
i*i jal isil gn 
3. EED: 当 a1 时 , 例 1 定义 了 一 个 格 ， Im AE. 


4. 证明: GAER, 例 8 定义 了 一 个 分 配 格 ， 7 
5. 证 明 : MEERN TRR TEA EH, 


81.4 其 他 基本 定律 的 推导 


我 们 指出 , 上 面 列 出 的 关于 布尔 代数 的 公设 可 推出 $ 17.1 和 
$11.2 中 讨论 的 集合 代数 的 其 他 基本 人 公式， 例如， 它们 可 推出 O 
和 了 的 唯一 性, 这些 我 们 并 没有 假定 过 . 

5] 2. 在 任意 布尔 代数 中 ， BFA a/S-adeaVx—sOR 
—4) a2) 中 每 一 个 都 可 推出 aO, JAA, BEA aesa 和 
Ga 一 zt 对 一 切 a) 4E TARTE HR a I. 

证 明 WRAAE o, a/Nc— a, 那么 特别 有 9A 信 0=a; 但 是 由 
Gv)di a/4O—0O, 因此 4 二 0。 同样 ,如果 对 所 有 z, ow 二 x, 那么 
#5VO= 吕 但 是 由 (iY) 有 aVO=a, 因此 久 有 4 二 0。 了 的 淮 一 性 的 
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证 明 类 似 ， 0 5 s uc 

引 理 3 对 任意 格 中 Bx Ka a, b, oa- T TEEN 
=b, 

证 明 xg ev 一 可 那么 根据 吸收 律 (iD)， "E 
M5) —a, 反之 ,如 果 a/b—a, WE aVb-(a/AND) Nb, BAUR dnas 
换 律 , a5 — 5 CAD — b, 这 里 最 后 一 步 又 用 到 (ii)， 

推论 在 市 尔 代 数 的 定义 中 ， 夭 件 {iyJ 可 由 下 到 公设 中 的 性 
4 — ^UE: 

(v) xt —4 c, A x /NO -O do a NE I, 

Gv”) a= z, Ad OVr-rdeli^z—x, 000 

上 面 给 出 的 布尔 代数 的 定义 没有 可 天 包含 关系 ， 即 使 包含 关 
系 是 记 有 概念 中 最 基本 的 .我 们 现在 来 定义 这 个 关系 ， 并 由 上 述 
公设 推导 它 的 雪 本社 质 ， 其 证 明 重 述 相 容 律 ， 相 容 律 的 一 部 分 已 
经 证 过 了 , 如 上 面 引 | 理 3 所 述 . —— 

定义 ”定义 gE 是 指 aAB8 二 q, 或 者 指 ay 五 = 下 (根据 引 理 3， 
这 两 个 说 法 是 等 价 的 )， 

引 理 4 在 任意 格 中 ， 关 系 ab HA BAS SEM RS è 
s. 

证 明 HA a/Na— a, 所 以 对 一 切 有 aa, 这 就 证 明了 H 
R. FA, 由 a 所 6 d bsa 可 推出 

a-—a/^Ab —b/Na—b, 
这 就 证 明了 反对 称 律 最 后 ,由 as 和 as<c 推 出 a—aAb 
—aAGAeO) —CaAD) /Ae-aA^c, EFIE axe, XX SEE BI T fe 

吸收 律 的 作用 在 上 面 引 理 2 和 引 理 3 的 证 明 中 已 经 显示 出 
来 ， 笑 等 律 在 格 的 定 浆 中 是 多 余 的 , 实际 上 ， 由 吸收 律 、 交 换 律 和 
etu fede BUM SUE UL XE BUR v, s, H ox IC 
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(Wa) WzccrAu 我 们 推出 , 对 所 有 % y xm e/A[eV GA); 
再 应 用 对 惕 的 吸收 律 +A(zA 八 二 zw 于 是 我 们 就 得 到 ?= 二 2 八 X( 这 
MULT HO. e—cz Vc BERR, 只 须 把 人 和 互 换 ， 

引 理 5 在 任意 分 瑟 糙 中 ,由 mVz 一 eV 和 BAzr=aAy 一 起 
TH ey, 
证 明 通过 等 式 替换 , 并 逐次 应 用 吸收 律 和 分 配 律 , 我 们 有 
z—zr/AGNMa)-—zAQ(Na) 
= (ADV EAD = G ANON GNO) 
=y AGV a= yA NVa) y. 
现在 我 们 回想 一 下 求 补 运算 acg WE 
ana —0 和 aue T. 

但 是 任意 满足 aAr=0 Rr ava I MER c 根据 引 再 5， 它 一 定 

düE wx 一 好 ， 换 句 话说 , 补 w 出 布尔 代数 定义 中 的 互补 律 (v) 叭 一 

确定 . 我 们 现在 证 明 补 集 的 其 余 性 质 ( 对 偶 委 和 对 合 律 ) 在 任意 布 

尔 和 代数 中 也 都 成 立 ， 

BRE 在 任意 布尔 代数 中 , 我 们 有 
(x! y! =w, (rg! — x" Ny CIN y) a Ag. (1) 
证 明 "a5 是 的 补 * 这 个 说 法 由 交换 律 可 推出 “2 是 的 补 ”， 

RAA x! Ax — rf = 0 R eNe =N I, 但 是 我 们 刚刚 证 明 

过 补 是 唯一 的 ， 因 此 z 是 z 的 唯一 的 补 , 于 是 (z=z。 再 有 , R 
据 分 配 律 有 

Gr Au AEN y) GN Na! v/ GA IMP) 

— [Ge ) /Ny1V G/AO0) 
—[OA^yIVO-0NO --0. 
NOVENY = Ve VIDA GVE V 的 
= UN D2AGON YN) 
一 TAO DT 
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这 就 证 明了 T z^ Vy E Ay 的 补 ， 因 此 , RECIEORP USE — Vy 
二 (XA 人 9》 是 rA 的 补 ， 恒等式 (Ng) =r Ay 可 以 类 似 地 
和 证明， 

推论 为 了 束 出 由 带 撤 和 不 带 所 的 字母 通过 多 重 \W 和 八 【 但 
KAMARE) 构成 的 表达 式 的 首 ， 可 以 把 表达 式 中 的 YV 和 人 
全 部 互 挽 ， 并 把 每 个 不 带 搬 的 字母 加 上 掠 ; d636 TO F E 6 dE 
Ez. 

Hian BZT, ANV GAW) 的 补 是 GN y)0/N 
(Nw). 

证 明 如果 在 已 知 表达 式 于 中 字母 的 个 数 n( 重 复 的 也 计算 在 
内 ) 是 二 那么 推论 是 正确 的 , 这 因为 (2) —27, (0) — o. ARES, 
担 为 表达 式 中 的 括号 都 不 带 撤 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 写成 f—o/Nb 
X f—owvb, BIO UTERE f —a b E S Ab. BERERA 
4 和 5 包含 的 字母 比 了 包含 的 字母 少 , DUC, En AARE, 我 们 
可 以 假定 推论 对 于 5 和 5 都 是 正确 的 .再 代入 宪 达 式 六 = vo 
d f'—e^AP 中 , 我 们 就 得 到 所 要 求 的 补 的 公式 ， 


J m" 


L 证明 ;条 等 律 YYV2Y=Y 可 由 交换 律 ,结合 律 和 吸收 律 推 出 , 
习题 2-10 是 在 布尔 代数 的 条 件 之 下 . 
2， 详 细 证 明 : yp =r Ay. 
3， 化 向 下 列 布尔 表达 式 ， 
(a) G'Ay», 
(b) (aV DY (eV a V (DV o), 
€) GA3)VGAO VG Vy». 
4. 证明: GA V GA gy ) V GI Aa V GI Ag = 二 TJ， 利用 漆 个 加 的 维 
J8 Pep CA Re 6. 
5， 证 朋 ; x—y ERHAN G Ay) =O, 
* 44g s. 


6. Harg (Poretzky) 定律 Bjargi, e—O 当 且 仅 当 t= 
(Gr AU) V Cx At), 
7. (a) WEBB: yar 5H. 246 2A 9—0, 
(b) 证 明 : gcc cHBIÍXMrVy-l. 
8. ETF Fl SES Hb: 
(a) eV gVz', 
(b) (zVg' V zr A GN GYDD 
(c) zV.(g A GYW), 
(D G' ND A GeV u^D, 
9. 把 引 理 6 的 推论 的 论证 方法 应 用 到 表达 式 ( Ag Aa) V GAY) 
E, 并 说 明 每 一 步 的 理 虫 ， 
10. 征明; (eV) AG Vz)— GP Ag) V GRA2), 
il. WE: 在 和 任意 分 配 格 中 , 有 
(AID) V GAS) V GAS) 9 GV AWYDD ANT). 
iz. BAZY O, IdslLoBüUTEX 9， 如 果 对 基 个 wt， 有 有 ahs 一 上 
SüiaVa--I, Nico ARAE, EA: 和 如果 5 和 5 都 是 分 配 格 的 有 秆 元 
E. 那么 ah5 Royd 也 者 是 有 补 元 素 ， 


811.3. 布尔 多 项 式 的 标准 型 


在 前 一 节 时 , 我 们 已 经 研究 了 由 人 , V 和 ”运算 构成 的 各 种 表 
类 起， 这样 的 表达 式 称 为 “布尔 多 项 式 "( 或 “布尔 议 数 ”), 显然 , 它 
类 似 于 普通 多 项 式 . 

我 们 现在 来 定义 布尔 代数 B 的 子 代 数 为 旦 中 这 样 的 非 空 于 集 
8. 如 果 它 包含 任意 两 个 元 于 zz 和 岂 WACES rA, Vy 
z《 因 而 也 包含 O-zr/Az' 和 I)， 给 定 B 的 一 个 任意 非 空子 集 X， 
那么 所 有 值 pGni, n eOK EZ) 组 成 的 集合 显然 是 旦 的 包含 
互 的 最 小 子 代 数 . 同 税 的 情形 一 样 , 称 这 个 子 代 数 是 由 于 生成 的 . 
例如 , 任意 一 个 元 素 = 生成 的 子 代数 由 z; ,0O， 了 四 个 元 素 组 成 . 

这 是 下 面 使 人 感到 惊奇 的 事实 的 一 个 特殊 情形 ; 这 个 事实 是 

* ddl 


各个 变量 和 gs: 的 不 同市 汞 多 项 式 的 个 数 等 于 2 现在 我 们 
KENE, 以 多 项 式 
f(x, g, 7) = [aVV GN'2Y TV GA? 

为 例 进行 论证 ， 

第 一 , 如 果 多 项 式 中 任何 括号 的 外 边 出 现 撒 ， 那么 总 可 以 应 用 
对 侦 律 (如 3 11. 4 的 引 理 6) 把 它 移 到 括号 里 浪 ， 当 所 有 的 搬 都 移 
到 插 号 的 最 里 边 时 ， 多 项 式 变 成 只 含有 带 搬 字母 和 不 带 铬 字母 以 
及 作用 在 它们 上 面 的 V 和 入 的 表达 式 .例如 上 述 例子 中 ， 

(00 fel Ag AGN)IV GAND 

第 二 , 如 果 任意 入 在 括号 外 边 , 而 括号 和音 包含 VY， 那么 根据 分 
配 律 , 八 可 以 移 到 括号 里 边 , 象 c 八 (aV5) — Ce/Na) V AOE. 
结果 得 到 一 个 多 项 式 , 其 中 所 有 的 交 八 先 组 合 起 来 , 然后 再 按 并 V 
组 成 , 也 就 是 说 ， 这 个 表达 式 是 某 些 项 到 ，…, TL 的 并 ， 共 中 每 个 
T, 1,2, e E) be CRI Mie ERU ZEE. dE E EDU TUR, 

F= NENV GL AGI NDN GAS). 

第 三 , 某 些 霄 达 式 可 以 缩短 或 者 略 去 ， 如 果 字 母 "o" 在 一 项 中 
出 现 两 次 , 则 可 了 略 去 一 个 “e”, XX BADge/Ne— e And c 和 不 
带 搬 的 。 MHEUR EAERI H, 那么 整个 项 是 0, 这 因为 对 
一 切 g, 有 cAAeAe'=G; 因此 这 一 项 在 由 过 圭 的 项 中 可 以 路 去 ， 
因为 对 一 切 5, 有 OVO 一 5 例如 上 面 的 例子 中 

f G Aa ANI GA). 
现在 , 如 果 某 一 项 ze 不 包含 字母 6, 我 们 可 以 写成 
T,—TLAI S Ta ANOV) (TAY TA), 
3k Sh PEDRLPCEE Tu, REC e 恰好 出 现 一 次 ， 例 如 在 我 们 的 例 
子 中 ， 
FS CE ANE AVYN GNEINSYIN GANEA E D 
最 后 , 每 一 项 中 出 现 的 字母 可 以 重新 排列 , 使 得 它们 按 自然 顺 
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FES, 例如 
F= GL IAgINgON/ EASA DN Ay Ae) 
RFA f hR S CY AER TERUEL FERIE. 
—OBBEB GE Gn, zn 的 市 尔 多 项 式 可 以 或 者 化 为 DO， 或 者 化 
ARENT 的 并 ,其 中 全 ;具有 形式 
TV, = 0 /Aga/sc Id. 《每 个 qii; 或 a5). (2) 
也 就 是 说 ; 可 以 化 为 析 取 标准 型 
因为 每 个 gy 都 有 两 种 可 能 ， 所 以 我 们 看 到 ,2 oH 2^ 种 可 
龙 ， 傅 如, S n—3 时 ， 任 泡 布 尔 多 项 式 用 我 们 的 方 洁 可 以 化 为 O 
或 者 化 为 项 
aNg Ne, GAS, ENYN RIVA, 
mAgAZS ANINE, AQ INS ZANEAN G) 
欧 某 一 个 并 .图 1 的 三 个 圆 把 正方 形 分 成 八 个 区 域 ， 这 八 个 多 项 
式 就 表示 这 八 个 区 域 , 这 个 事实 并 非 个 然 ， 这 在 几何 上 将 味 着 ,三 
个 圆 X, Y, 2 的 任何 布尔 组 合 是 图 中 八 个 区 域 的 基 种 选择 的 并 . 
象 (3) 中 列举 的 那些 基本 项 称 为 极 小 布尔 多 项 式 ， 换 句 话说 ， 
# 个 变量 x, m BR EO AM (S, mE n PEER 


ZA eo OBI DER, 或 者 是 x 或 者 是 n. TARNRIE 


HTT : 
定理 2 {ËL t t, e, Ea ERR SURAAATTORS 
3*oy—H840$53AXGUS OHH, 

现在 赋 给 每 个 弄 一 个 # 位 二 进 数 RSOM) yog, Xx BUE 


s 是 1 或 0 应 根据 上 面 的 下 一 A^ q, hg Er R mE, WA 


Aam MME m, nn ns 的 极 小 多 项 式 的 集合 到 所 有 
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2^ A» n 位 二 进 数 的 集合 了 的 双 射 ， 例 如 在 (3) 中 , 这 些 极 小 多 项 式 
所 对 应 的 n CM | | 
111, 011, 101, 110,100, 010, 001, O00. 

S —3À 8), nO) TARERE nS Gi ys s EZ JER ITE 
认为 每 个 布尔 多 项 式 V. Mto m, m) 对 应 二 这些 矢量 组 成 的 
fé. ` . 

AUR S,CI 是 由 那些 第 i dri 护 = 工 的 二 进 数组 成 ， 那 么 
S: THUS y, —0 的 二 进 数组 成 ， 因 此 (参看 下 面 导 题 99， xem 
E AnBUhN EXE M CS, e, S). 的 集合 是 由 草 个 二 进 数 a QI) = 
aaya 组 成 , 它 的 第 个 数字 m 是 0 还 是 1， 视 8, Ge MEE 
还 是 不 带 铬 而 定 ， 显 然 , 不 同 的 极 小 多 项 式 对 一 M。 要 用 不 同 的 二 
进 数 来 表示 ， 因 此 , M. 的 不 同 集合 中 极 小 多 项 式 的 并 表示 工 的 不 
同 子 集 ， 这 就 证 明了 下 面 的 结果 

推论 惟有 2 个 不 同 的 变量 的 布尔 十 数 . 

我 们 现在 可 以 用 系统 的 方法 来 代替 布尔 多 项 式 偶而 的 运算 . 
任意 给 出 的 布尔 代数 中 的 方程 BB。， 只 要 把 两边 都 化 为 析 取 标 
准 型 就 可 确定 这 个 方程 是 正确 还 是 错误 ， | 


3 HH 
1. ETIA GRE d ES 
{a) (GV AGUA, 
(0 ayp AGY) AGV 
2. MEYRA £528 rio [ERU IS Z5 e T 1 h de A RE E. 
gap. 
(a) [x A (gV 2)']' e x Aa! V GA a), 
(b) e (a Vy Y V [zV GV 3)'] 
8. WEBB: dE-DOHEZRIEGCHGNOACO ORPARGR GM, CARE “RANA” (8 
s ddd s 


“ 交 ”详细 描述 这 些 素 多 项 式 , 并 指出 它们 是 极 小 多 项 式 的 补 ， 这 个 结果 与 
EMRA AEM E EU) 3 A T PEE — Hi o RP 9] £5 dt DE SO 3e 
积 ”" 有 什么 类 似 之 处 ? 

4. 用 习题 3 的 标 谁 型 检验 习题 3&8) 的 方程 . 

5. WEI: fing Bc 

Fap -DUfGO,DAzZASIVUFfO,O Az Ag] 
VTFIC D Aa AIVO 0 Ax Ay]. 

6. WEHH: £EXEPHA TRIB E IRAE O, 

7. 根据 一 般 分 配 律 展开 P Va) A A aV m. 来 证 明了 是 所 有 
Webi nS MAEA. 

8 由 习题 7 fm mc AT REN: ea AAGA P TA v E 
路 多 项 式 的 并 . 

9. (a) 设 V Ma Xon e APARARE NA, 证明: 


QC) xo 


GC (v aJ y M, )- v Mr 
(b) WA: 如 果 我 们 定义 极 小 多 项 式 的 空 集 的 并 M Ma & O, 35 
各 上 还 公式 仍然 成 立 . ， 
*10. [HI c1 E 7 和 于 是 9 证 明 : (v a.) 一 M Ma. Cm: 运用 


511.4 8]88 6.) 
*11. 只 用 可 题 $—10 独立 地 证 明 ; EARRA MATASA ze T 
KHF. 


.811.6 半 B 


.前面 很 少 用 到 “包含 "的 自 反 律 . 反 对 称 律 和 传递 律 , 然而 这 些 
定律 是 所 有 定律 中 最 基本 的 ， 因 此 可 以 把 它们 应 用 到 许多 非 布尔 


我 数 的 系统 中 去 . 
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例如 , 对 于 一 个 集合 的 所 有 子 集 组 成 的 系统 , 这 些 定律 显然 成 
立 , 这 些 子 集 是 按照 任意 特殊 性 质 来 划分 的 ( 记 作 己 或 所 )， 例 如 ， 
这 些 定律 对 于 任 辣 群 的 外 体 子 狂 (或 者 全 体 正 规 子 群 ()， 对 于 在 
意 域 的 全 体 子 域 ， 对 于 任意 线性 空间 的 全体 子 空间 , 等 等 ,都 成 
立 一 一 即使 所 有 这 些 系 统 都 不 构成 布尔 代数 . 这些 定律 对 于 实数 
之 问 的 “小 于 或 等 于 "关系 rcy, 对 于 正 整 数 之 饲 的 整除 关系 y, 
等 等 , 也 都 成 立 . 

这 些 例子 暗示 了 “ 半 序 "这 个 抽象 概念 ,“ 兴 序 " 是 指 任 意 潢 足 
自 反 律 , 反 对 称 律 和 传递 律 的 关系 . 

EX 一 个 具有 二 元 关系 所 的 集合 已 知 果 这 个 关 AREH 
度 律 ,反对 称 律 和 传递 律 ,那么 称 卫 为 半 上 序 集 . 

对 于 这 种 类 型 的 任意 关系 ea<8《 读 作 亿 包含 o)， 我 们 可 以 定 
acb 的 意思 是 :ass {E atb; 而 当 acb, FLERA e 能 满足 
aub, Aktio m Aa 

* 面 引 理 指出 ,任意 烙 可 看 作 一 个 半 序 集 ( 它 的 完整 含义 将 在 
FPEM), 

引 理 “在 任意 格 中 ， 如 果 关 系 say 的 意思 是 ww 八 y 二 wm (等 价 
于 xsYy 一 及 ,那么 这 个 关系 是 一 个 半 序 ， 

. 具有 有 限 个 元 素 的 半 序 集 可 以 用 图 方便 地 表示 出 米 ， 系 统 中 
的 每 个 元 素 用 小 贺 妖 表示 ， 如果 #5， 由 对 应 a 的 小 车 圈 画 在 对 
应 5 的 小 部 疾 之 上 ， 然 后 对 于 a HG D DUE. RIA o Eb 
一 条 下 降 的 直线 、 我 们 可 以 认 图 上 重新 构造 关系 az b, HA ab 
当 旦 仅 当 在 图 中 从 五 出 发 洛 着 某 些 上 升 的 可 线段 想到 a 

例如 ， 在 图 3 中 ， 第 一 图 表示 四 元 束 群 的 所 有 子 群 组 成 的 系 
£i: 第 二 图 表示 三 点 集 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 ; 第 三 图 表示 数 
1, 2, 4，8 在 整除 关系 之 下 组 成 的 系统 。 共 他 儿 个 是 随 恒 构造 的 ， 
它 上 告诉 我 们 怎 樟 只 通过 画图 就 能 构造 出 抽象 的 半 序 集 ， 8 6.7 中 
-dga 


图 3 EED EE BURN TREET REUS HI 
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显然 , 在 任意 半 序 集中 , 关系 也 满足 自 反 律 ， 反 对 称 律 和 传 
递 律 (这 只 不 过 是 从 布 到 左 来 读 这 些 公设 )， 因 王 , 由 关系 ab 定 
义 的 半 序 集 公 设 能 能 证 明 的 任何 命题 , 当 每 处 的 acd 用 其 相反 的 
关系 arh 米 代 替 时 ， 通 过 一 系列 同 衬 揭 推 还 仍然 可 以 证 明 它 成 
立 ， 反 之 亦 然 ， 这 就 是 

对 偶 原 理 ”在 每 个 半 序 集中 成 立 的 性 何 定 理 ， 如 果 把 定理 仅 
BEC Mp ÜTAE REOR UAR IS REOR E GM, 那么 定理 仿 然 成 立 ， 

这 里 要 强调 指出 ， 这 个 原理 不 是 关于 半 序 集 的 通常 意义 下 的 
定理 , 而 是 英 于 定理 的 定理 ， 因 此, 它 属 于 “元 数学 的 范 栈 . 


Al 题 , 
Lo PERBEN, HH 2 rh 9 REL RUE ROO T SEULS LIO BUT IO. 
2， 夯 出 下 烈 各 半 上 序 集 的 图 : 
CNVEE 1:17 2 E DOE dim 
(b) 12 pr fs tS BUR P PED Rn. 
(c) 四 元 数 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
(d) ik 1,2,3, 4,6,8, 12, 24 在 辑 除 性 之 下 构 谨 的 半 序 侍 . 
(e) 54 防 循环 群 的 所 有 子 群 的 集合 . 
() 48 40 整数 的 环 Zu, 的 所 有 理想 的 集合 ， 
3. 证 明 : 21BE 2 f (D, (6, (D 4 892 EE PETERE ADEST SLE 

下 都 “ 同 构 ”、 
4. TUA rp E o b ape p n 
(à) 实数 起 及 的 所 有 子 域 , 在 包含 关系 之 下 ， 
a 447 = 


(b) BI NOH la, b), fre Ca, D) 9x (o, b) GREE aca d beb. 

(c) 所 有 实数 对 (mm b), A Ca, B) ez Ca, b') (O3 B XE dE aca" a 
=, 并且 bb" 

(d) 所 有 实数 对 (w D), da Ca, b) «(a , b) EUER asa SIL ob, 

(c) 已 知 整 环 的 所 有 子 整 环 , 在 包含 关系 之 下 ， 

Q) F[z] 中 的 所 有 名 项 式 ， 如 果 fOryeg(r) 的 意思 是 fx》 可 整除 
g(z), 

5， 考 虑 具有 关系 ab 的 元 素 系 统 ， 关 系 4 二 5 BOR AEURIHE B ECEE 
(aca KEREN). WR: 如 果 alb 的 章 思 县 或 者 cb RE a=b, MA 
集合 是 半 序 集 . 、- 

6 证 明正 文中 叙述 的 引 埋 ， 

7. (a) 证 明 : §11,3 的 局 1 中 ， 格 工 是 通过 子 空间 之 同 的 集合 包含 关 
ok 3t, l 

(b) SGRJEUEBI: XF $11.3 902 的 一 个 类 似 的 命题. 
(c) 如 果 用 各 | 来 定 交 生体 正 整数 集合 的 半 序 ,那么 A 和 YY 都 宣 味 
A T zr 


$1.7 格 


相 容 性 原理 指出 怎样 通过 并 和 和 交 来 定义 包含 ， 现 在 我 们 反 过 
来 说 明 , 可 通过 包含 来 定义 并 和 交 ， 世 就 是 说 , Vy EMBAT 
包含 9 的 景 小 集合 , 而 x 人 g 是 既 包 含 在 PELRA y 中 的 最 大 
集合 .这 一 说 法 是 由 C. S. 皮尔 斯 (Peiree) 提 出 来 的 , 我 们 把 它 更 
TD ABA RIT. 

WX qp P ECCE n. 如 果 一 个 元 素 9, 对 所 有 
xEX BUE axe, ARa EAH TI. SOBV*e prid Hb 
Tb, “最 大 下 界 "(g. 1. b. ) 指 的 是 包含 其 他 所 有 下 界 的 上 界 , 即 最 大 
TFR 6, 它 对 其 他 任意 下 界 a 满足 oma, MA, OKT inque 
在 ， 就 一 定 唯一 ， 这 是 因为 如 果 6 和 都 是 同一 个 集合 到 的 最 大 
TR, 那么 g 庆 Pb, 3E FL bra, 因此 a=b, 
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AHAH, 我 们 可 以 定义 “上 界 ”" 和 “ 景 小 上 界 ”(I. u b. ), 并 可 证 
朋 如 果 最 小 上 界 存 在 ， 就 一 定 唑 一。 这 里 我 们 正 合用 了 元 数学 的 
对 偶 原 理 ! 因此 , 我 们 可 以 说 “集合 的 最 大 下 界 ”、“ 集 合 的 最 小 上 
界 " 而 不 用 说 “集合 的 一 个 最 大 下 界 " 或 “集合 的 一 个 最 小 上 界 ”. 当 
然 这 里 假定 这 些 界 是 存在 的 . 

引 理 1 在 任意 格 中 ， 交 2/AY 和 并 wa DEE a iey A 
个 元 素 组 成 的 集合 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 

证 明 HA a/AxAy-zrAgygHyAeAwsemr/Ay, 所 以 相 容 性 
原理 指出 s/y 是 x 和 8 的 下 界 ， 它 也 是 最 大 下 界 ， 这 是 因为 由 
zw 和 zy， 再 次 根据 相 容 性 原理 可 推出 2 二 x2 八 2 一 x 八 (y 八 #) 
二 CW 人 办 Az， 所 以 zwAy， 因 此 Ay 是 最 大 下 界 . WAHEHE 
就 完成 了 整个 引 理 的 证 明 . 

这 个 引 理 表明 , 任意 格 是 具有 “和 略 性 质 ? 的 半 序 集 ,， 所谓“ 格 性 
质 ” 是 指 任意 两 个 元 素 具 有 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 我 们 现在 将 指 
Hi, 这 个 性 质 完 全 地 表征 了 格 . 

定理 $3 设 工 是 任意 半 序 集 , 其 中 任意 两 个 元 素 z， 具有 最 
大 下 界 XA 人 YY 和 最 小 上 界 Wy, 那么 在 八 和 WW 两 种 运算 之 下 ,， LA 
一 个 格 , 在 这 个 格 中 ,9 所 上 x Bds3aN -a(3 4 4 Tavb-b), 

证 明 只 须 证 明 笑 等 律 ,交换 律 ,结合 律 和 吸 收 律 及 相 容 性 原 
理 . 而 且 根 据 对 侦 原 理 只 须 对 最 大 下 界 来 证 明 宪 等 律 、 交 换 律 和 
结合 律 。 由 定义 的 对 称 性 ， 交 换 律 显然 满 是 。 因 为 “信人 (y 八 2) 和 
(GN) Az 都 是 x,y，2 三 个 元 素 的 景 大 下 界 , 所 以 满足 结合 律 . 根 
FEL, 显然 x 八 7=%， 因 而 第 等 律 是 显然 的 ， 为 了 证 明 相 容 性 愿 
B, 首先 假定 cx, 那么 任意 使 得 az 和 sy 的 4， 满足 cx; 
m ce 且 ey, MA r MERRTE zr 八 gy 的 定义 ,因此 2 二 xA 作 y. 
反之 ,如 果 Y=2AAg 那么 , xd. BOR, A vy, 这 就 证 明了 
相 容 性 原理 ， 吸收 律 可 通过 类 似 于 $11.4 的 引 理 3 的 证 明 而 准 
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tH. 

上 面 设 有 提 到 分 配 律 , 因为 分 配 律 不 是 在 一 切 格 中 都 成 立 . 例 
du, H v, y, 3 是 四 元 素 群 (图 3 的 第 一 图 ) 中 选 册 的 三 个 二 阶 子 群 
时 , 分 配 律 就 不 成 立 ， 然 而 , 本 个 与 此 有 关 的 不 等 式 成 立 . 

定理 4 在 任意 格 中 ,半分 配 律 成 立 : 

PA (IN 2) 2 (IV) NI EA), 
gN (y /Na) s GN) GIN 2). 

Jt9b, AE — d RLdÉ UD dE GRE 05 ERE AL, 

证 明  dRÍIBOM UBER ER, MEHTAR ES 关于 第 一 个 半分 配 
律 , 请 注意 , 右边 的 两 项 分 别 是 左边 两 项 的 下 界 ; 因 比 zx 和 zz 的 
最 大 于 界 是 rA 的 上 界 , 又 是 rA: 的 上 界 ， 所 以 是 BA 4 rA 
BAS EFE CRAS V GA Bg ERI. 

最 后 , fll $11. 3 Cii) P B — 7 Bof RE, 我 们 展开 得 到 

(GN gy) /A (NV 2) — D VD ANZ TE GNZ a) A] 
=EN (x/A3) (Nz) 
—aWV (g/A), 

这 就 是 81. 3(it) 中 的 另 一 个 分 配 律 ， 根 据 对 惕 原理 ， 就 完成 了 
定理 的 证 明 . 

由 上 面 一 些 定理 推 得 , 要 证 明 一 个 集合 代数 是 布尔 代数 , 我 们 
只 须知 道 , (让 集合 包含 关系 满足 自 反 律 、 反 对称 律 和 传 北 律 ; GD 
两 个 集合 的 并 是 包含 这 两 个 集合 欧 最 小 集合 ， 两 个 集合 的 次 是 包 
含 在 这 两 个 集合 申 的 最 大 集合 ; (iii) 伍 等 地 有 S (Y CP UU) - Gf) 
MUCAN) Gv) 每 个 集合 人 S 有 一 个 “ 补 ”S', ESNS =O, 
SIS —I, 这 也 就 证 明了 

定理 8 布尔 代数 是 一 个 分 配 格 , 这 个 将 包含 元 索 妃 和 了 ， 使 
Fat- y a, A Oxa, 并 且 在 这 个 格 中 ， 每 个 茵 有 一 个 补 邓 , 满 
X a/d —O0,a*/a! =I, 
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布尔 代数 也 可 以 用 许多 共 他 公设 系 来 描述 、 例 如 下 面 习题 13 
就 表示 了 一 个 布尔 代数 ， 


习 BÀ 

1， 图 3 RRAK 

2, BIBBIA B BERT A UE A 

s 511.6 的 习题 4 中 列 出 的 集合 中 , ROGER Rn 

4， 证 明 ; IRER LE b«c, 那么 对 一 切 aL, dp aA bsza A e, May 
baay c, 2c 

8. GGEJE DESI ERRARE, 

5， 从 正文 中 给 出 的 引 理 1 前 半 部 分 的 证 明 , 写 出 后 半 部 分 的 详细 证 明 ， 
以 中 为 刁 说 明 对 侦 诛 理 ， 

7. EA: 只 有 有 限 个 元 素 的 格 ， 具 有 元 素 人 和 了 CME Oca, 
3j 56A r, 

*B. EE: SAORI KARETE, WEER 适合 amb, j=l, 
2)M9563R a, an Das D. 中 商 有 一 个 元 素 e BT A n ERI IO aie 
abn WARTET RE MH. 

9. RETARA CIAEGIGEE DOES E JR, 其 中 任意 元 案 + 和 上 或 者 满足 
zz 外 或 者 满足 uoa), E 

(à) 证明; pitatak, 

(b) UB; —^- Ho B5 EL DUCES BCRCE REA 88TH 

*10. —AR AR HELL SIEHH aumz 总 可 推出 A VIT GADVs, 

(0) ER: BARRER, 

(0) m HURTS RESO Bo MES XE RENS BOXE, 

(c) iE]: T4 4 6E ERR 

O —^ 5 REAEIUG SUR TESI. 
Gi) 一 个 阿 贝 耳 群 的 所 有 子 群 
Gi) 任意 群 的 所 有 正规 子 群 . 

(D 证明: 在 模 格 中 , 由 ez 总 可 推出 zV AD GV A BUE 
可 推断 , 对 于 楼 格 , 对 个 原理 成 立 . 

*11， 在 任意 布尔 代数 中 , 两 个 元 素 “与 # 的 对 称 着 定义 为 十 # 一 (人 
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g)VG' Ag), 
(a) án zin os ERA, Edk EDEA: BEEHNS. 
(b). R x-L- gy UE SIE 律 、 交换 律 ， 并 且 具 磊 举 元 素 , 
(c) 证 明 : 如 果 把 对 称 效 当 作 和 ， 把 交 当 作 积 ， 那 各 每 个 布尔 代数 是 一 
个 交换 环 ， 
12. (a) EH: MERER E E A Z hH EnSan Xn) 来 
定义 乘法 , 那么 23 EAER, Ah, BL E A ESSE 
*(D WER: EZA EAn=En, EVopi-—54£9, E =C, 1 
D-i ZT AtA. 
*13. 证 明 : £n LOÉJUOdRIESPOdU IDE. (x4dHenderIxXadh 
EHe, RAEN 
esa SHR aAr—O, 
go SHAH evy-l. 
352, LXk—"dniRd€43&. GER: TERS- omi, Arm 
=la ^ (BV JA Llah b) V (aA c1 — 
Ee tL. JAER, 


8IL8 集合 表示 


811.5 的 主权 结论 是 ， 对 于 布尔 代数 所 假定 的 公投 可 推出 
一 组 恒等式 , Xx Sep SEUM T 26, JE. 补 的 集合 代数 来 说 都 是 正确 
的 ， 实 际 上 , 已经 证 明了 ,一 个 特殊 集合 玖 的 适当 一 族 子 集合 8， 
e, Sa 具有 性 质 ， 对 于 两 个 布尔 多 项 式 p, d, Pn e Sn) =S, 
… 5,) 当 且 仅 当 它们 具有 相同 的 煌 取 标 准 型 ， 对 于 给 定 的 %， 所 
有 这 些 析 取 标 谁 型 组 成 的 布尔 代数 称 汶 具 有 # 个 生成 元 的 自由 市 
NRA, 

BRITLERER -AERA EMR, 用 来 定义 分 配 
格 的 公设 完全 地 表征 了 集合 的 交 和 并 的 性 质 ， 为 此 目的 ， 我 们 需 
要 辐 态 和 同 构 的 概念 ,它们 类 似 于 对 于 群 用 过 的 同志 和 同 构 概 念 . 

定义 ”一 个 从 格 五 到 阁 本 的 函数 f:L-M, win, 
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yCL, 有 fGz/Ag) SIDAS a FG) — fla) V F), FRA SR 
fik» ED A. -— ik LA Ado e, 

例如 ,由 维 恩 图 (图 D B8 — P RLXSY, Z HE RB RICE Zi 
E ES TRARRE, dH BUER CES S 11.5 中 所 定妆 的 
那样 . 

引 理 上 两 个 市 尔 伐 数 〔 和 看 作 稿 ) 之 间 的 同 FLACOB-—X 
把 由 中 的 法 界 O, I dod eR M EI Bop 386 553£ 70 doe à. 

WEBB E4. 3 —UISCA,O/ux —O" STE LG IM BIG CB, 
FOA ED —- f(CO/A) = f(0)" Bl f(003& B RIZ F5 FU) 一 工 
ERK. AEA B r/A«S'-O"ugdEH EB pfa AS E) 
—f(z/A2') - f(0) —O^, IHRE FO) V f(x) —I, 这 就 证 明了 
f(x) SLf], B ise T 5 [38 1 的 证 明 . 

EX Xd Dyik —GkOERdeI 如 果 这 个 让 包含 任 
意 丙 个 于 集合 总 和 古 ;， 那么 它 一 定 包含 它们 的 交 SOT 和 宅 们 的 
并 SUT; des ab ix RA AE IRI Ch oe T, ox X, B de 8, 
会 任意 全 合 向 5xe4—xRASTEIIS, | 

换 知 话说 ,: 了 的 子 集 构成 的 集 域 恰 好 是 了 的 所 有 闻 集 构成 的 
布尔 代数 44 的 一 个 布尔 子 人 代数; I 的 子 集 构 成 的 集 环 恰 好 是 4 的 
子 格 ， 这 时 把 4 看 作 分 配 格 . 我 们 将 证 其, 每 个 有 限 分 配 格 与 集 环 
同 构 ， 冬 个 有 限 布 尔 代 数 与 基 ( 有 限 ) 集 合 的 所 有 子 集 构成 的 集 域 
AH. 这 些 结论 有 点 类 似 于 群 的 饥 莱 定 草 . 

EREA 1 的 这 些 逆 命题 时 , 我 们 还 需要 下 面 的 桥 念 ， 

定义 ” 格 工 的 一 个 元 素 LO, 4X cr Vyy—accmÉuvr-a 
AX g-—a, W| 5: a AX: JE -2 T £599; 如 果 acl, Gp RGB r/vg—apbH 
d cai ysa, ifia X x op 96h —A- ond p. 4 € pO, 
并 且 不 存在 元 素 攻 使得 10 人 NA p ART (atom), 

引 理 2 在 布尔 代数 中 , 一 个 元 素 是 并 -不 可 约 的 当 且 人 充当 它 
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是 一 个 原子 . 

证 明 如 果 P 是 一 个 原子 ， 那 么 由 f= 二 zyy 推 出 w=p 或 
z—0; 在 第 二 种 情形 中 P=0Wy=y， 因 此 是 并 -不 可 约 和 的， 反 
过 来 ， 如 果 a 不是 原子 也 不 是 如 那么 对 某 个 3 有 oo 
因此 

G8—6G/AI —a/N GN 2) = AAV (az) Sz N GAS, 

XE r-a, Blaze, FAA sAr =a 将 推出 smse 
az Ae=0, 所 以 还 有 sAr «a, 因此 表明 9g 是 并 -可 约 的 . 

' XUL 对 任意 有 限 格 工 的 短 个 元 素 0, 设 SQ) RE: Lp Brti3t- 
不 可 约 元 素 ps 二 9 的 集合 , 考虑 上 映射 5F-> S (2), 我 们 有 . 


引 理 8 在 有 限 格 卫 中 ， PDAF aGdEOLa— V pu. 


证 明 对 于 4=0, 可 立即 得 出 上 述 结论 ， 因 为 8(0) 二 名 ( 空 
$), 并 且 0 是 空 集 的 最 小 上 界 。 对 于 任意 其 他 的 aL, “我们 应 用 
数学 归纳 法 第 二 原理 ， 设 POOJZGESREÉEO 4L pE vxo 的 个 数 
是 有 = 二 nta) 时 引 理 3 成立， 显然 如 果 a 是 并 -不 可 约 的 ， 则 P(r》 
正确 . Hit e 是 并 -可 约 的 ， 也 不 是 0， 那么 a=wig, :其 中 
sa, y<a, RIE n(z)--n(a),nG -n(a), En FIRES, Hie 


得 到 < 和 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 : “= V p 和 y= V gy， 因此 


a= Y gd: V Y q, 是 并 -不 可 约 元 素 的 并 . 


引 理 4 在 任意 有 限 烙 工 中 ， 了 映射 @F>8fe) 把 上 中 的 交 映 
射 到 集合 论 中 的 交 ; SQaAD)-—S(QD[SQO). 

证 明 根据 Ab dx X psca/Nb 当 且 仅 当 pata fü p«b, 

引 理 5 AGES. kJ asla Lob gp 
射 到 集合 论 中 的 并 ; S(QaOVb)—S(a)USCb), 
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证 明 ”一 个 给 定 的 并 -不 可 约 元 素 了 包含 在 a bo BL DUS 
| p—pACGNb) - (PAV (AD. 
如 果 p 是 并 -不 可 约 的 , 则 上 式 意味 着 或 者 PA 人 4 一 Pp( 即 p< 四 或 者 
p/sb—p(Hb pb). XXX], Sb) GLA po Hodie S Co) 
GA pÓkSO) 包含 .而 反 过 来 显然 在 任意 格 中 都 正确 ， 
证 毕 
引 理 4 和 引 理 5 x5 HR, BAdRP GIGS Co) JE, L| AREE e BG 
一 个 同 态 ， 统 是 由 工 的 并 -不 可 约 元 素 的 集合 的 所 有 子 集 构 成 . 
而 且 引 理 3 表明 这 个 映射 是 从 工 和 名 上 的 一 一 鼎 射 ， 这 就 证 明了 
定理 和 任意 有 限 分 本 格 七 与 一 个 集 环 同 物 . 
当 工 是 有 限 布 尔 代数 时 , 引 理 2 告诉 我 们 , 每 个 aE 工 是 金 部 原 
子 p< 的 并 . 还 有 , 根据 引 理 4 和 引 理 5, 对 任意 a€L, A 
S(O 8 (7) -8(a/a') -8()- 9, 
S (a) US(d) «SQ Va) - 8) = 
这 里 了 是 三 中 所 有 原子 (并 -不 可 约 元 素 ) 的 集合 ， 这 就 是 CS QD 
=S (a^) , BELA ERE a 9:3 (a) 是 一 个 同 构 ， 
我 们 已 经 证 明了 映射 a T a) REM (E35: I CL 9] Lj 
-原子 的 子 集 的 集 域 实 上 匣 一 个 同 构 ， 我 们 现在 指出 殉 包 含 工 的 原 
子 所 有 和 集合; 从 而 证 明 
定理 7 任意 有 限 布尔 代数 五 与 它 的 原子 的 所 有 和 集 仿 组 成 的 
ERREKAK., 
WEBIBUSERR KEAMTESTEHERX: An SduT EL 
的 原子 0, 了.，…… 的 两 个 不 同 集合 , 那么 V pe Y P. 但 这 是 下 


面 引 理 的 推论 . 
3]386 如 果 原 子 q« Y Pa MA ES, 
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因为 假定 引 理 6 成 立 , 则 \y p, REES PHRF, 而 不 包含 其 


引 理 的 证 明 ”根据 一 般 分 配 律 , 有 


q—9g/^N V P= V (QAP) 


AA € A-Aa, MEE EADEGRL EAE i 4 六 Po 二 4 A 
b Oo-qp. EA Pe 是 原子 ;这 就 推出 = p. 


3 m 


L EH: AnJRGSAOHIBGE EJ CÉLJ EGR RHA, 3E IIO 
和 集 组 成 的 代数 与 了 的 所 有 子 集 组 成 的 代数 同 构 . 
2， 证 明 : HEER n 存在 含有 2* 个 元 素 的 布尔 代数 . 
3. EW: ”元 讲 集 合 的 所 有 子 集 组 成 的 布尔 代数 恰好 有 m 个 自 局 将 ， 
4, (0 求 出 一 个 从 达尔 代数 4 到 布尔 代数 互 上 的 格 同 态 产 4 一 好 这 
个 同 恋 不 保持 汉 界 或 补 . 
《p) 证 明 : 这 样 的 同 态 保持 补 当 且 仪 当 它 保持 泛 蜡 ， 
5. (a) 所 有 正 整 数 的 集合 Z EEF “m&n SERY ma” 之 下 是 一 
个 格 ， 
W) EN: 这 个 格 是 分 配 格 . 
(0 鉴定 它 和 的 并 -不 可 约 元 来， . 
6， 证 明 : 如 果 有 限 分 配 糙 了 的 全 体 并 -不 可 约 元 到 是 链 C, 那么 工本 身 
是 一 个 链 . 工 的 元 素 比 忌 的 元 素 多 客 少 ! 
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“第 十 二 章 超 限 算术 


$12.1 数 与 集合 

本 章 将 讨论 数 与 集合 之 间 的 联系 ， 这 就 是 对 正 整数 用 基数 的 
方法 处 理 , 它 与 $2.6 中 用 皮 亚 诸 公 设 阐明 的 序 的 处 理 方法 对 比 ， 
后 者 是 把 大 家 所 熟悉 的 序列 “一 , 二 , 三 , 四 , …" 看 作 是 基本 的 ， 这 
种 基数 处 理 方法 能 名 使 我 们 按照 集合 来 定义 数 ， 从 而 践 少 在 数学 
中 必须 假定 的 不 加 定义 的 术语 的 总 数 ， 但 是 为 了 实现 这 一 方案 ， 
还 需要 很 大 变动 的 基本 概念 来 与 本 书 吻合 . 

所 以 , 我 们 将 假定 读者 已 熟悉 正 整数 和 集合 的 概念 , 并 从 这 里 
进行 讨论 ， 我 们 的 目的 是 ， 推 广 这 种 基数 方法 以 便 给 出 无 限 基数 
的 严格 定义 ， 无 限 基 数 万 念 在 现代 数学 中 起 着 很 基本 的 作用 .用 
这 个 定义 , SUCHE 出 基数 如 何 相 加 、 丰 飞 ,并 产生 任意 基数 短 , 在 这 
过 程 中 证 明 ， 这 些 运算 具有 正 整 数 相应 运算 的 绝 大 部 分 (虽然 不 是 
全 部 ) 性 质 . 

数 与 集合 之 问 的 关系 来 源 于 下 面 定义 ， 

定义 设 久 是 任意 正 整 数 。 条 全 AAA ERAN 
总 表示 就 是 of(S) 一 2D) 当 县 仅 当 尽 的 全 体 元 素 与 整数 1,2,3, n, 
nds. jl 

X 4-3 XCGRE GN S MAE HEISE RT UUSI sl sa ss …，s。 其 
中 sz dE SPORE UIS b 的 元 素 ， 换 铅 话说 , 我 们 可 以 来 数 人 的 
元 素 , 一 直 数 到 n, 每 个 元 素数 一 次 而 且 仅 数 一 次 ， 由 此 得 到 一 个 


T 有 时 称 空 集 为 具有 零 基数 的 集 . 
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推论 : hRp4 fe SRUT Hino, WA SATZEA 
在 一 个 双 射 , 即 存在 对 应 关系 st e | EV, ETF 
事实 并 不 显然 ， 同 一 个 集合 不 能 有 两 个 不 同 的 基数 , 也 就 是 说 , 按 
丰 同 顺序 重新 计数 ， 我 们 不 能 得 到 不 属 的 元 灶 总 数 ， 我们 现在 就 
来 证 明 这 个 事实 , 先 叙 述 一 个 稍微 一 般 的 结果 ， 

定理 1 设 m 和 % 是 正 整数 。 和 集合 (0, 2 =, m) 和 集合 
{L 2, e, n) 65 — 4^ FF E 21) ET PAM 5 Bodo d men, 

证 明 Eman, PARA: 1«—1,24—52,--, mem. 
就 是 我 们 所 要 的 对 应 ， 定 理 1 的 这 一 半 命 题 比较 显然 ， 但 是 分 析 
X ftr BEST D TTL SE EE l , 

3m —1Hf, 北 命 题 是 显然 的 , 这 因为 是 最 小 正 蓝 数 ; 因此 
RTU AHA, 我 们 现在 假设 集合 {1,…, my 和 整数 集合 - 
(1, …… 9 叶 的 真子 集 纺 之 亲 有 一 个 双 射 Te £D, n me fn), 
定义 一 个 新 的 双 射 Fe gG em DAF: | 

g(G)-fG), 当 了 (i) Fn 
gi)=f(m), — MfG)—n 

因为 至 多 对 一 个 使 (外 ) — n, 所 以 对 应 i< 一 ?9 人 让 将 是 整数 1,…， 
m — 1 和 整数 l, e,n l 中 的 某 些 整数 之 间 的 一 一 对 应 ， 

根据 假定 , 所 有 整数 SONRA SARA, sn OCT Hs 
这 意味 着 全 不 包含 所 有 整数 1，…，#。， 让 我 们 在 8 之 外 选取 一 个 
SNO EE En, PRESE P —1, nm, fOORACT. k 24 kon. 
Wh, REOR, 没有 一 个 9 GOAT E k- nM, fG)—nde 
不 成 立 , 所 以 没有 一 个 DRF f Um). LERA I, 整数 g0), 
…,9(m 一 1) 不 能 包含 所 有 整数 1,…, #4 一 1, 所 以 <- 一 >g( 让 是 整数 
RAIL =n mm 一 ]} 和 整数 集 台 {1，…，n 一 1} 的 真子 集 之 间 的 -一 
对 应， 现在 根据 数学 归纳 法 很 设 ,我 们 能 得 到 mleni, 因此 
两 边 都 加 上 1, 就 有 m<n。 
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推论 I Eel, mHeO*ES(, v 18} 的 一 个 子 集合 之 间 
dodk— ^E Bx S men. 

证 骨 mE mae, 那么 双 射 1*1, m mi de Br SE Ing 
对 应 、 反 过 来 , 如 果 ie—9[0()3E RAE mE 1, nof 
茶 些 束 数 之 闻 的 双 射 ， 那 么 它 是 集合 {各 } 和 {1, n n n 1) 
的 真子 集 之 疗 的 驱 射 .因此 根据 定理 1. m—n 1, 所 以 mm. 

推论 2 XU, mie (e 8%} 之 问 存 在 一 个 
一 对 一 映 上 , 那 必 

这 因为 ， 根据 推论 1 1, 7H mcn HI nim, 因此 m — n. 这 就 表明 
同一 个 集合 不 能 有 了 现 个 不 同 的 正 整数 作为 它 的 基数 . 

推论 38 PESAS e 天 的 一 T3 4 那么 在 车 会 
{1, 83 和 集合 司 之 问 不 存在 双 射 . 

证 明 如 果 存 在 这 样 的 双 射 ， 上 由 定理 LRH nan KEF 
ER. 

上 上 述 结果 可 直接 推出 下 面 结论 Wt SORT GREGEGEDA TEA 
它们 的 基数 分 别 为 正 整 数 如 和 那么 mn 28 EL[Y 25,9 dp 7 的 子 
集合 之 徊 存在 一 个 双 射 ;m= 二 % ARH SAMAT ZEA 
XL. mE l 


| 23 | 
1. uH): URRA SHENA e, ESPERE, WAS HHL, 
n) Ze XE A, E i EF n, 
2. 证 明 : WERA S BET n, 那么 共 召 中 去 掉 一 个 元 素 后 , 便 留 下 
一 个 基数 为 %~ 1 的 集 售 s*, 
3， 用 证 明定 理 1 时 用 过 的 方法 直接 证 明 推论 1, 
4. 象 习题 3 那样 证 明 推 论 3. 
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812.2 可 数 * uc | 

NRE MA H ALEATE A 
3. TERTIAR A RE EAE 

定义 一 个 非 空 集合 驴 坎 为 有 限 集 当 且 仅 当 它 的 基数 是 一 
个 正 整 数 。 不 是 空 全 也 不 是 有 限 集 的 靠 谷 称 为 无 限 集 ， 

例如 , 所有 正 整数 的 集合 ZD ENRE. GAEE L 这 是 不 
难 证 明 的 . ) 我 们 现在 引进 如 下 概念 : 无 限 集 也 可 以 看 作 是 有 基 
数 的 . 
EX -DEAS 如 果 它 与 所 有 正 整 数 的 集合 是 双 射 的 ， 那 
dk S A CDECÉE, 或 称 上 量具 有 基数 d( 用 符号 表示 外 就 是 09) 一 由 

这 个 定义 的 条 件 等 价 于 : 可 以 把 号 的 全 部 元 素 列 成 普通 的 无 
BUT 51,32, 03, s sw …, 使 得 8 的 每 个 元 素 出 现 一 次 肪 仅 出 现 
一 次 ， 如 果 另 一 个 集合 了 与 可 数 集 38 是 双 射 的 那么 可 推出 了 本 
身 也 是 可 数 的 . 

定理 2 (wE (Galileo) ib) 任意 可 数 集 都 有 一 个 可 以 
dm'E gk PADS JRETX e mH. af 

征明 可 笋 集 (比如 说 集合 ) 的 所 有 元 素 可 以 根据 定义 写成 
FFI eu sass rns 宅 以 全 体 不 同 正 整 数 作为 下 标 . 双 射 se sy 
81— 85, site si ERA S RM S hN s 而 得 到 的 
集合 之 癌 的 一 一 对 应 证 中 

可 以 看 出 d CREA) 是 最 小 的 无 限 基数 更 确切 地 说 ， 
这 是 

定理 3 任意 无 限 集 包 合 一 个 可 数 子 集 ， 

证 明 设 S 是 无 限 集 ， 在 妨 中 选取 任意 元 素 s1， 然后 从 


D ”常常 用 希 怕 数字 母 Yo ORTE" PIER EO FRAIS d. 
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3 一 人 8 由 中 选取 第 二 个 元 素 es WA S — (s si 中 选取 第 三 个 元 
素 ss 等 等 。 因 为 & 是 无 限 的 ,所 以 人 一 (st ss s sa) BERT BE 
空 集 , 四 此 我 们 总 可 以 在 这 里 选取 一 个 元 素 印 si， 并且 这 个 过 程 
永远 不 会 停止 , 直到 我 们 构 坦 出 号 的 不 同 元 素 的 无 限 序列 ， 

推论 5 茂德 侈 -皮尔 斯 ) 一 个 集会 已 是 无 限 集 当 且 仅 当 有 一 个 
de S A BLU E FEE Een M. 

证 明 AnASghibdo nd5oHURdE. XRÁAGS 5l, a MEX 
射 的 , 所 以 定理 工 的 推论 3 断 避 六 不 能 与 它 的 一 个 真子 集 双 射 . 相 
KH, iS BETRE, CR BARIER as Wo, ts, 组 成 的 可 
数 子 集 D， 构 造 一 个 函数 ， 它 把 已 中 每 个 元 素 与 其 后 继 ua 对 
应 起 来 , 再 把 祠 中 不 属于 也 的 每 个 元 素 与 其 自身 对 应 起 来 , 这 个 落 
数 就 是 从 如 到 8 的 真子 集 的 双 躺 ， 证 毕 

实际 上 ， 很 多 无 限 集 原来 都 是 可 数 集 (具有 基数 d). THE 
理 给 出 两 个 例子 . 
定理 4 所 有 整数 集合 加 是 可 数 集 ; MODE QE 
THE, 8/L 一 

证 明 对 应 z< -28--1(8— 
0, 1, 2, < 一 2， 
8, …) 是 所 有 整数 的 集合 {0, — 1, 
1, —2,2, =} 和 所 有 正 整 数 集 合 | 
{1，2，3, 4,5,"…》 之 癌 的 一 一 对 
应 .这 就 证 明了 第 一 个 断言 ， 01^ 

下 面 我 们 来 证 明 ， 所 有 正 有 
理 数 的 集合 @Q+ 是 可 数 集 , 为 此 我 
们 普 先 把 所 有 正 整数 的 商 排 成 一 个 无 限 正方 形 ， 如 图 1 所 示 。 如 

D ”这 个 构造 果 了 灶 售 论 中 称 为 选择 公理 的 一 个 基本 原理 : 拉 定 长 者 集合 3, F 


EA ARER y, LECHE E TS 中 选取 一 个 元 素 rnEeE, 
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号 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


AR IUSUT, BSR TE 273632 FOE MER, 人 
这 样 的 商 排 成 下 面 普通 的 无 限 序 列 . 第 一 项 是 十 工 的 后 继 是 


zig QUSE 4 manit, 是 亚 十 1; imm» 18 is 从 
这 个 序列 中 删 去 所 有 不 是 既 约 分 数 的 分 数 (或 者 等 价 地 说 , 删 去 的 
这 些 分 数 竺 于 前 面 已 列举 过 的 另 一 些 整数 的 商 )、 所 得 到 的 子 序 
列 把 全 体 正 有 理 数列 成 一 个 普通 的 序列 ， 并 建立 起 QUBLZ EI 


移 双 射 汪 < 一 > 而 这 又 可 以 很 容易 地 扩张 成 所 有 有 理 数 的 集合 Q 


和 所 有 整数 的 掌 合 忆 之 间 的 双 射 全 < 一 >k， 0<—>0, 一 全 > 一 
因为 名 是 可 数 集 , 所 以 推出 Q@ 是 可 数 集 ， 


习 题 
1. WEB]. 7? 的 所 整数 倍 数组 成 的 集合 是 可 数 集 . . 
2， 证 明 ; 35283 LMPGIRAEZSD Q^ 中 A RRRA ER 


3. ERIEN: PA E RECS e E — IH Re RETRE, 
4. WEB]; AnJR TU AEDHEONSL ABA S—TUU 是 可 数 集 . 
5. WEH; 如 果 STU, op ETARE TEAR, WAU n 


6. WEH: 车 数 集 的 每 个 子 集 或 者 是 有 限 集 或 者 是 可 数 集 ， 

7. 证 明 : 仅 下 数字 9 组 成 的 所 有 十 进 小 数 构 成 一 个 无 限 序 列 ， 这 样 的 
十 进 小 数 有 可 数 多 个 . 

&. P MB MAAEMA AAEREN TA R ERRA 


9. WER: 在 图 IH, 4 manr it, enam SPmnHdh, 
TER mi —n--1 项. 


10. EH: ROAD nr S CB S 2.1), 
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li. iU]: 每 个 群 包含 一 个 可 数 子 群 或 有 限 子 群 . 

12. SW EC E BUS AR CIR S AUN, 

18. 证 明 ;， 所 有 形 为 ?十 rw 一 Ifr, r eo 的 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 
*14. 证 明 : 所 有 有 理 系 数 多 项 式 组 成 的 环 QETA. 


812.3 其 他 基数 
在 是 所 有 的 无 限 集合 都 是 可 数 的 : 存在 不 止 一 个 的 "无限 " 基 
Se. quin 
定理 5 《【《 碌 拖 (Cantor)) 所 有 实数 的 集合 只 不 是 可 数 的 . 
证 明 REAME HARE”. 假定 所 有 实数 有 一 个 排列 
Ep 0a ws。 把 这 些 数 的 小 数 点 后 的 十 进 小 数 展开 式 按 它们 的 排 
列 顺 序 排 成 一 个 正方 形 阵列 ， 如 图 2 所 示 ， 由 这 全 阵列 的 对 角 线 


Wl LI 

WE, Na 

Xa. (GuiNisisÜa.tt 

Gat. (Duas. aun 
图 2 


于 的 数字 按 以 下 方式 构造 一 个 新 的 数 CEXEO RI IIEIRD: 这 里 
Ou, 是 对 角 线 上 的 第 7 个 数字 ， 设 友 是 如 的 小 数 展开 式 的 第 个 
数字 , 取 

b= f H amO, 

1 ,3458,,0, 

那么 5 一 0.515s5s54-… 是 某 个 实数 的 十 进 小数 8 的 展开 式 ， 这 个 实 
数 不 同 于 上 述 排 列 中 的 第 站 个 数 mm， 因 为 至 少 小 数 点 后 第 % 位 数 
字 不 相等 ， 于 是 没有 一 个 z 等 于 3?， 这 与 我 们 的 贝 定 “ 上 述 排列 
包含 所 有 实数 相 矛 盾 ， 

注 记 ”对 于 下 述 情形 ， 这 个 证 明 就 复杂 了 : 有 一 些 数 ， 例 如 
1.000… 一 0.999…， 可 以 有 两 种 不 同 的 小 数 展 开 式 , 一 种 是 以 无 穷 
个 连续 的 9 为 结尾 ， 另 一 种 是 以 无 穷 个 连续 的 0 为 结尾 ， 当 我 们 

» fj» 


假定 原来 排列 中 的 小 数 an, en *… 都 不 用 第 一 类 展开 式 ( 带 3 18), 
这 个 麻烦 就 可 以 避免 . 5 的 构造 了 永远 不 会 产生 数字 ba 一 9, BEP 
的 小 数 展开 式 是 与 ze 的 小 数 展 开 武进 行 比较 的 合适 的 形式 . . 

定 “与 所 有 实数 的 集合 到 双 身 的 集合 妆 称 为 县 有 连接 统 
&5 X 3 cC E 4E X008) —c). 

实际 上 ， 几何 学 和 数学 分 析 中 出 现 的 大 部 分 集合 具有 基数 生 
和 c. 可 以 用 几 个 畦 殊 的 结构 分 别 说 明 这 一 点 , 住 从 长 远 来 看 还 是 
JG WE BH E $8 (E. Schroeder) ARSH (F. Bernstein) fg — 8t 
原理 更 容易 些 ， 阐 述 这 个 原理 时 , 包含 着 基数 的 -一般 概 念 , 我 们 现 
ERRELE. 

EM ASHEBA PED XA OAM BLS n E G (set) 组 成 
iy X O(class); S 8 3 3€ Bo) 3. 

BHEE MARA SURUTP FBURGB EAE RERO BL 
125,5 TP ZZ IHUHOUM. RIMES EX 068) So CT ERR 
个 结论 . 

由 于 $12,1 最 后 一 各 话 ， 基 数 之 间 的 不 等 式 摄 念 可 以 与 普通 
正 整 数 之 间 不 等 式 的 概念 一 致 . 

EX —nhSeSéTIW4—4A-3SSsTSEAu, X 
d13625 4E RT XEGESe T ER S, 并 县 记 作 o(S) x o(T). 

定理 6 (27 (dh S Aro) 4e X o(S) «oC, L oS), 
MA o(S)-—o(T). 

HARKE WETE- ThS SÜT 5u3RAD, 还 存在 另 一 
THEPTRADSRSGESL, PARTERET S AEAT ZEN 8p OS 
命题 是 显然 的 ). 

证 明 设 s 呈 > sr EE ARA STR, H i teto 

全 ”这 个 概念 好 象 “化 学 元 素 " 的 内 念 ， 同 样 是 挡 象 报 筷 ， 化 学 元 素 指 的 是 具 高 一 
个 确定 本 电 闪 5( 即 具有 一 个 确定 结构 ) 的 所 有 原子 . 
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REPAntod T SS Pop Bo REUS 
HETER: ESETA- TER t 
—so7! HR to; 这 个 元 素 1 (如 果 存 
ER FAES HEES RTR 
düs'—ivi-—soc, 等 等 ， 用 这 个 
主 沾 尽 可 能 她 追 测 他 的 每 个 元 素 的 
* 祖 先 "( 并 且 对 人 的 每 个 元 素 也 这 样 
微 )， 我 们 看 出 有 三 种 可 能 情况 : (o) 
类 元 素 ， 它 的 “祖先 "可 以 无 止境 地 追 
HTA 也 许 是 周期 地 迫 注 下 去 (见习 
题 13); (5) 类 元 素 , 是 8 中 的 “无 母 祖 
先 ? 传 下 来 的 ;(e) 类 元 素 ， 是 由 它 在 中 中 的 “无 母 祖先 " 传 玉 来 的 . 
对 应 着 这 三 种 情况 ， 我 们 把 仿 分 成 子 集合 So Se Sa 把 了 分 成 子 
集合 To, T, T... THE 包含 8 或 的 任意 元 素 的 类 一 定 包含 它 的 
BE ASAR”. 
实际 上 , o 显然 是 (rt dp Sa 和 D ZAARA SCIRE, Sa 
WEEER Ti 的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 素 在 之 下 的 象 ， 而 了。 
的 每 个 元 素 二 是 SL 的 一 个 元 素 且 只 一 个 元 素 do 的 象 源 ， 类 似 
地 ;5 是 (但 0 不 是 [75s 30 T, 之 向 的 双 射 , 而 是 (但 r 7836108 
dT. 之 间 的 双 射 ， 把 这 三 个 双 射 合 在 一 起 . 8. T, Sí T, 
8,—PT,, 我 们 就 得 到 整个 8 和 整个 下 之 问 的 双 射 ， 证 毕 
这 些 情况 可 用 图 3 来 解释 ， 但 这 个 图 没 存 标 出 “祖先 ?可 以 无 
止境 追 泌 下 去 的 那些 元 素 。 集 合生 用 两 条 重 直 直线 上 的 点 来 
表示 , 这 里 + 用 朝 右 余下 方 的 箭头 来 表示 , o 用 朝 左 斜 下 方 的 箭头 
来 表示 .而 5. BUT, 的 双 射 用 不 措 箭 头 的 直线 来 表示 . 
定理 7 RO ROS O-u-—A, 平面 上 的 单位 正方 形 Sa 
Qm, yl, 室 间 中 的 单位 立方 体 SuLOLm, y, 2-1, 都 具有 基数 忆 。 
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证 明 tr e = yiki o yie log, yE L oee H oo 
和 0g H oo Zr i g EE Mi y LE e aS ee 


ER 0«cg- co 和 0<s 一 1 之 癌 的 一 一 对 应 .因此 函数 zF >- 


e -> 是 由 -co 一 z<< 二 oo 到 0-<z<1 的 双 射 ， 这 就 证 明了 第 


l-re* 


一 个 结论 ， 
为 了 证 骨 第 二 个 结论 ,我们 考 虚 映射 
CO. goza nn, OF ya) > Om Toa C2 


这 是 写成 小 数 形式 的 01 间 的 实数 有 序 对 和 01 间 单个 实数 之 间 的 : 
i BEENIE S; WERE S 的 一 个 子 集 合 之 间 的 单 射 ( 虽 然 
不 连续 ) 一 一 如 果 不 排除 某 一 位 后 仅 由 数字 3 组 成 的 小 数 , 那么 这 
个 映射 就 是 5 和 整个 5 之 间 的 双 射 了 . 这 就 证 明了 ol(52)o0(81). 


但 是 又 有 o (S) «o C52)( 通 过 明显 的 映射 z 玉 >(w, 吉 )); 因此 根据 
定理 6 得 到 0(S;) =0 (51), 这 就 是 说 5; 的 基数 是 <. 类 似 的 映射 


(0.2742: 355 ***, 0. faga tt, 0 2125237) I (Om Za 3) 
可 证 明 o 653) «o G91), RER (EL HS o 695) =c. 证 毕 
共 数 为 ¢ 的 集合 的 另 一 些 例子 将 在 习题 中 给 出 


zj RR 

L 3j dd E BH PE Ho T, EE E DM REA 
在 这 种 情况 中 S, BAH 

2 ALERA —lxsscl. TERN- ISISI, TRAM aat o 
是 双 射 605 时 , 明显 地 确定 上 集合 SL Sn S. Tu TS, To 

3， 当 过 是 正 整数 集合 ， 五 是 非 抽 整数 集合 ， v(RERADPss, 是 映射 
11--1, WERE Sa Sn SS, Ta T, Ta 
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4. WEE: n MESCIRIBEPEE XE IE EXE S ARA AU dE e, 

5. ER: jSnJEdrYr— 4 A4 S 到 整个 第 二 个 集合 T (HEP. MWA 
o(T)so(8), 

5， 证 明 习 是 5 fid E. mE o) «o0. 那么 存在 一 个 5 到 了 上 的 
渍 射 , 《你 可 以 假定 选择 公理 成 立 .,) 

7. EASA (o (8) = TREA RR, 对称 律 和 传递 律 妈 ? 关系 
oCS)soCT) HBügixgdgEur[EUSS 给 出 证 明 . 

$8， 证明， 如 果 oS) soU HB o(U) 2008), 那么 o(U) o CT), 

*9， 证 明 ; MURRA Xr ERR eA, 

*10。 在 0 和 1 之 闻 所 有 实数 的 集 各 与 所 有 无 限 小 数 0.414s0。… 的 集合 
之 前 建立 一 个 明显 的 闽 射 . 

*11. Eur [X Rp erel M aes 10 之 间 的 双 射 . 

*12. 不 用 施 罗 德 - 伯 轧 斯 坦 定 理 直 接 证 明 : 

(a) 所 有 非 负 实数 的 集合 具有 基数 c, 
(b) 并 些 韭 整 教 的 正 实数 组 成 的 集合 肉 有 基数 e, 

*13. BN EM, 4 s— NUT, £j, T-NIU fu, v, wY, 0 (n2 
—n-l, JR É {u v, w} LIE o G0 =v, c0) —€w, c(u)—3); t(n) 
—n-2, JEHYE(u, v, wy EES J c =u, TO) mt, tiw) =w), 明显 地 
MERE Sa S, S. T. T. T. 


*$12.4 基数 的 加 法 与 乘法 


无 限 基 数 就 象 有 限 基数 那样 可 以 相 加 和 相 未 ， 除 了 攻 去 律 以 
外 的 所 有 定律 仍然 成 立 . 

设 有 w 和 是 正 炉 数 ， 我 们 可 以 用 下 面 方法 构造 一 个 基数 为 
mtn 的 集合 ; 基数 为 mm 的 集合 S'( 比 如 说 焦 合 (1,2,…, m)) 再 加 
上 一 个 基数 为 s 的 与 它 不 相交 的 集合 如 (比如 说 集合 mtl, 
m-F2,-,m-bnY). WAI S US RRA Emn, Ah, 所 
ARR G, ) i956 GEP i BURSERCL, v m, J RAR K 1, …， 
n; 例如 ,m xs AB BEBO C SE BG Ze D TUER). 具有 基数 mn. 我 们 并 不 去 
WEULX GE AER HESC, Tid ik Hoi RERA Cn DOR 


* $67- 


SWR AE SEE AERE, 如 下 所 述 . 

EN dhbadefkatE dg. 则 分 别 具 有 个 和 月 个 元 于 的 
砚 个 不 相交 子 集 的 并 的 基数 是 ai 十 有 ， 所 有 数 对 (z, 纪 ) 组 成 的 集合 
Gà €,z Bib po n 4Otd ed, y GRON BE 5 46) 
HEKA af. l l 

基数 加 法 是 单 值 的 ， 这 是 因为 如 果 驴 是 两 个 不 相交 子 集 5' 和 
好 "的 并 ,到 EKIRA ETE TR T" 65335, JE EL ST RUT iei, S" 
和 ?之 间 都 存在 双 射 , BARTER ANA RE S 
和 整个 下 之 间 前 一 个 双 射 ， 类 似 地 ， 基 数 的 瑟 法 也 是 单 值 的 ， 事 
KE 普通 算术 的 大 部 分 定律 ,如同 用 于 有 限 数 的 情形 一 样 ， 都 可 
用 于 无 限 数 的 情形 @. | 

定理 8 boe kodak 38 C Ae He eH; 来 法 对 于 加 
ÉGhA OR ESIDAGARK. 

证 明 基数 加 法 的 交换 律 和 结合 律 是 布尔 代 教 定律 的 推论 
JRADRAOSHT ZA MR SRUT. BEGE, y) 9 (9，*) 是 所 有 数 对 
Gi, y) Ez C8, y T 9 4E Gr TOC ROSE (y, 四 [ET axE 的 的 集合 之 
词 的 双 射 ， 由 下 推出 乘法 交换 律 ， 显 然 ， 所 有 3- 数 组 Cw, 0.2) 
[xES，yET，zEV1 的 集合 到 所 有 3- 数 组 Go, (y, 20 [xES, yCT, 
x€U t4 3616 — ANH, 这 里 5, T,U 是 任意 集合 , 由 此 推出 乘 
ERRE. Bm WETU ERAZ, BARER Ee, w) 
[zcS, weT yk U 1958 A i35 dc ARS o G9) [olT) oE]; Tf 
AB BOSE Ge, [zwES, yETI 的 集合 与 所 有 数 对 {zf，3)[zES，2ED] 的 
集合 的 并 的 基数 是 oS)o(lT) 十 o(58)ot0)， 这 两 个 集合 之 间 存在 
一 个 明显 的 双 射 , 因此 这 就 证 明了 分 配 律 ， 对 任意 基数 wm 显然 有 


(p 可惜, 根据 以 下 定理 (我 们 不 证 明 )， 这 个 事实 就 不 那么 重要 了 ， 庆 个 定理 归 
A. ICE ACORUE MOULE FUR ERCP EET 4r, FUR ROG 12.5) 
更 为 重要 . . 
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1-a-a. 
定理 9 — sejhdd 44b de REOR d.d EOLTÉOXSOGNR E UL ROS 
证 明 定理 2 的 证 明 表 明 g=d++1. 但 由 此 可 推出 d 十 1= (d 

十 了) 十 1==d 十 2, 虽然 1 去 2, 这 就 说 明 加 庄 销 去 律 不 成 立 ， 再 有 , 下 

整数 的 集合 己 : 可 以 分 成 不 相交 的 偶数 集合 和 奇数 集 含 ， 它 们 都 是 

可 数 的 , AJE d od —d. 所 以 , REES dE --1)d— 1-d R 2d 

—1d, 还 是 2+1. IEE 
实际 上 , 对 于 所 有 无 限 基 数 ， 方 程 a—a--1 M a—a ca 成 立 ， 

但 我 们 不 去 证 明 它 们 . 

由 此 得 出 一 个 推论 ， 上 有限 基数 和 无 限 基数 的 系统 不 能 被 隧 人 
任何 一 个 具有 碱 法 和 除法 的 系统 中 去 ， 你 能 证 明 它 吗 ? 


jg B 


.详细 证 明 ( 用 布尔 代数 ); AmE SE dog mf, 
， EH: 对 任意 无 限 基数 c, 有 asati, GER: 用 定理 3.)》 
. ES: d--d--d-ddd—d, (Ez. 见 图 1.】) 
: a) EA: Xn on EARS, MWA d-4-n-—d, 
(0 同样 证 明 : nd—d, 
， 不 用 定理 56 证明: ec 十 4 一 c， 
， 不 用 $12.5 证 明 ; e -e—ec—e, 
证 明 : desc, 
WEB] $ 12. 4 TIRE — A fr NL 
. (a) ER: 如 果 xd, PA z4-d-—z, 
(b) EH: WẸ arde, Arce, 
*10， 对 于 可 数 群 @， 考 处 关于 闻 的 可 能 有 限 子 群 号 的 阶 的 近 格 朗 上 日 定 
BAR AEH, 
(a) EA: ERA RES BETTER h. 
(b) 延明 : 在 可 数 群 好 中 可 存在 任意 给 定 有 限 阶 的 子 群 . 
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如 果 轧 和 是 有 限 集 合 ， 它 们 的 基数 分 别 为 m 一 ot5) 和 二 
oCT), WARE 8" — o CD) PRT ELS 20 p it S 33] T Bi dc 
的 个 数 . 对 任意 这 样 的 对 应 2 一 >y 确定 一 个 消 数 y 一 f(z), 它 对 
每 个 自 变量 rcs, 都 赋 给 一 个 值 yET， 为 了 计算 所 有 不 同 的 抽象 
销 数 了 的 个 数 , 我 们 注意 ,如 的 第 一 个 元 素 恰好 有 olT) 种 可 能 的 
象 ; 对 于 每 一 个 这 样 的 象 ,有 3 的 第 二 个 元 素 的 象 of o CD) ROTE, 
等 等 ， 所 以 所 有 oGS) 个 元 素 的 象 的 选 法 总 数 是 o() A 3E o0) 
ix, 即 等 于 oTe 

cf" 的 这 种 组 含 特征 可 以 应 用 于 无 限 基 数 . 

定义 设 吕 和 思 是 性 意 非 需 基 数 。 则 有 是 从 由 名 个 元 素 组 
Jl, 85 d 31 do ADATA 6 DEO PER CIS IG, 

这 定义 了 一 个 单 叶 运算 ， 即 和 如果 &=% H ep, MA 8*— 
B", 共 证 了 明 是 显然 的 , 我 们 把 它 略 去 ， 

定理 10 c-2? 

证 明 0 和 1 之 问 的 每 个 实数 并 有 一 个 二 进 数 展开 A Oer 
wa…， 它 可 看 作 一 个 无 穷 序 列 mi darat, Apoa 等 于 0 或 1. 
不 同 的 实数 % 和 zy 具有 不 同 的 展开 式 (84.3), EUER S f= 
(222,23, 77) 是 一 一 的 , 可 是 这 种 序列 的 个 数 由 定义 是 下 面 函 数 的 
个 数 , 这 种 函数 是 从 可 数 的 定 凡 域 { 即 ， 序 列 中 所 有 d 个 位 置 组 成 
购 集 合 ) 到 两 个 元 素 CHILO 和 2) HAE ER: ENA 数 。 我 们 推 
出 ,0 和 1 之 问 的 实数 至 多 有 23 个 , 因此 根据 定理 了 Aesaat, 

另 一 方面 ， 每 个 仅 由 数字 3 和 7 组 成 的 无 限 十 进 小 数 也 可 表 
示 不 同 的 实数 , 因此 23 «c. 现在 利用 定理 6, 我 们 就 得 到 c 一 24. 

定理 11 pgtiE JEdk a p dey, 下 面 的 取 界 法 则 成 立 ; 

(i) afa" =at, Gi) f) =p", 
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(Gi) (a =a", (iv) bl 一 和 1"=1, 

证 明 《ivy)y 中 的 两 个 恒等式 的 证 明 是 显然 的 ， 为 了 证 明 恒 等 
XG D, Sx S.T nU 2: UERR o, 及 和 ?个 元 素 的 
集合 , ob T3RU AIRE BN. | 

(让 的 证 明 IV ERRERA, EV h, THUET thE, 
341125 E tr IEA SHAR AO). 根据 定义 ， 这 样 函数 的 
个 数 壬 于 m+'， 另 一 方面 ， 每 个 这 样 的 区 数 确定 一 对 元 关 的 函数 
GG), 9 000, FERITE CG), 9 GO) 确定 一 个 这 样 的 聊 
数 , 这 里 FUCO XE ER TT 39.8; g GO EAU 918. 四 定义 , 这 种 函数 对 的 
TEE au. 

《ii 的 证 明 FEAR AGO, EE uC Rir HEC, t) 
= (Fu), gGD), s dn t 4r BITE S HAT HRERE. HETTA, 
这 样 函 数 的 个 数 是 tw 有 ".— [ERE EAD E EROS CF 00, 9000. 的 个 
To" D", 其 中 f REILU LS, g Qu) JEJLU 33] T. 

GID KEN ”考虑 两 个 变 最 SCT fu wEZ Bugs fOngao. Uu 
TE S pR, 根据 定 闵 , XORR ERES TIGRE we"， 但 是 , 对 每 个 个 定 
ÉJ wu, 天 和 四 联 系 一 个 对 应 关系 fU, 它 冉 给 每 个 二 一 个 值 六 (二 
二 f(t, 旭 ES、 反 过 来 ， 每 个 映射 sh-> 疡 定 尽 了 两 个 变量 皇 和 妆 
Bue AX PO, w) — f.CO. 因为 根据 定 交 天 的 个 数 是 es， 所 以 
FE, OKERE. . nz 

由 定理 10 和 定理 11， 我 们 可 以 从 相应 的 关于 d 的 方程 推出 
一 些 包 含 c 的 方程 ， 例 如 ， 

cz 一 (24 yi-214 224 =¢, 
2c —2124 一 21+4 一 24 —e, 
Cd 一 (24)4 一 24 —24 =e (参看 定理 4). 
ép MM. 1 以 及 定理 6， 我 们 容易 地 得 到 象 
aa 一 和 和 Ma 一 c( 对 任意 自然 数 3>>1) 等 这 样 的 法 则 . 
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定理 12 sb E EC, a2. 

说 明 这 个 记号 是 指 a 27, 但 w 二 2. 

证 明 设 3 是 基数 为 的 任意 集合 . 则 2 就 是 函数 je， 
gc), … 的 个 数 ， 这 些 函 数 的 定义 域 是 S， 取 和 值 为 0 和 1. 定义 
f.G)—0, fx fG)-1, 于 是 我 们 就 得 到 8 和 从 态 到 集合 
(0, 1 的 函数 的 特殊 集 侣 之 问 的 双 射 e fu 这 就 证 明了 am. 

反 过 来 , BESAS AER, KEA 0 和 1 的 函数 之 间 ， 
HEERS sreg, 构造 一 个 新 闻 数 hie): kæ) —0, 25 g-e) 
=1; ka) =1, H gale) —0. RRETA S DER, 取 值 
为 0 和 1 的 函数 , du ELE Es Sr An, AAAA go, Aa) 9. (2). 
我 们 得 出 结论 : A 与 每 个 9, 都 不 同 , EEE S ME S 为 定义 域 . 取 
值 为 0 和 1 的 所 有 函数 的 集合 之 问 不 存在 任何 双 射 。 用 符号 表示 
RE aX2- O m 


x m 

1. VW. mA ec 有 ,那么 对 所 有 y A 
(a) 二 yA 二 Ty bY ay-Py 
(c) atap" (d) yeay’ 


2， 证 明 : e'-2e, (E M E12.4 习题 7.》 

8. EM: 如 果 集 合 总 的 基数 为 <， 那 么 如 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 具有 
基数 2 . 《提示 : PATEA TaS WX —474 EM flt): frtY) 二 1, H 
ET; fe(r)0, H RETO) 

4. 证 明 ， IEZOERSUCH Y EDUCTÓESCDBUR KERRAN t. 

*5. (2) di db SRL PR Cn 

(0 dH ob ESSERE 

*6. di b BU EET AE EAR ex 

7， 的 定 对 一 切 am0, 有 0 一 1 和 07—0, EW: 这 个 约定 与 定理 11 的 
AO Godd, 
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第 十 三 章 W 与 理想 


$13.1 if 


在 这 一 章 中 , PEPEEREEEBESE— REB BRE RES C189 I] i, 还 要 
指出 后 者 是 如 何 同 理想 有 关 。 然后， 我 们 把 理想 的 概念 应 用 到 与 
代数 曲线 ,代数 曲面 有 关 的 儿 何 上 去 , 并 且 应 用 到 代数 数 的 分 解 理 
论 中 去 (在 第 十 四 章 中 )。 我们 的 基本 公设 如 于 所 述 . 

定义 环 凡 是 这 幸 的 元 素 系 统 : 它 在 加 法 法 距 之 下 是 一 个 阿 
FH, EGRE Xx T E eg, dx CHO C dH, EX 
ToeiGhg dti, ToR,pTiRACPPHDASab c 

albe) = (ab)c, 
a(b-+6)=ab+ac, (1 
(ad-b)e—ac tbc. 
SLATE Ed ADERAT AEA 1-50, 满足 la=al=a, 对 
一 声 ac A. 

环 包 括 在 第 一 , 二, 三 便 中 所 研究 的 所 有 整 环 和 共 他 交换 坏 ， 
fida Zalim EROM AD], AD, 拉 ]( 系 数 在 任意 给 定 的 交换 环 4 
中 的 多 项 式 环 )， 它 还 包括 非 交 换 环 , 例如 $8.11 的 四 元 数 环 . 任 
意 给 定 域 了 上 的 所 有 nxn 窍 隆 组 成 的 集合 MF) EAHA 
AB 运算 之 下 是 一 个 环 , 当 n— 3 时 , 它 也 是 非 交 换 环 ， 

如 果 和 4 和 B 是 任意 两 个 环 ， 那 么 所 有 数 对 (a, b) (其 中 a€4， 
bEB) 组 成 的 集合 , 在 由 

(a, b1) + (a5, 55) = (a + a5, b + 52), (2) 
(ai, D1) (a5, Da) = (aas, bib3) 
定义 的 两 种 运算 之 下 是 一 个 环 . RRASA A I3 BB $55, 
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证 作 AQ. 例如 , 设 Q@ 是 有 理 数 域 , Z 是 整数 环 ，@ 是 四 元 数 环 ， 
负 QCOZCDQ 是 一 个 环 ， 这 个 青 妙 的 例子 对 很 凶 类 型 的 环 给 出 了 
ERAI 
交换 环 理 论 的 大 部 分 可 以 推广 到 非 交 换 环 上 去 . 例如 , $1.12 
中 给 出 的 环 同 物 的 定义 , TEETE A fF ab — ba, SEE; $3. 3 
中 第 出 的 子 环 定义 也 是 恕 此， 此外， 交换 环 中 的 很 多 讨论 都 可 以 
应 用 到 任 沉 环 上 。， 钢 如 我 们 可 以 证 盟 , 一 个 环 和 4 的 子 集 合 人 5 是 子 
HARRA IES, 当 5 和 c 在 态 中 时 可 推出 5 一 c 和 Be RES P, 
切 外 一 些 讨论 见 习题 1. 
线性 代数 各” 振 阵 和 四 元 数 是 具有 可 骨 矢 基 空 间 结构 的 一 类 
环 的 重要 例子 原先 这 些 环 是 作为 比 加 更 广泛 的 “结合 代数 系统 ” 
来 构造 的 , 今天 通常 称 它们 为 线性 结合 代数 , 
SEX, AFLA- TREERE- tS EAF 
eE Ee A TEE EEA- 
aly) = (ag) y, (35 dr dE) (3) 
alch d'y) =c laf) c d(av), 
(cay dg) y —c(ay) Fd CBy), 
spp BS EDAD ARA code d, AAA PEOR oo a P, y, LERLE 
jd in, Ayre AARETE s EGER, sA p 
dac la-aeeabc, 3X4 —4Gb4RCGLOE L 如果 再 增加 一 个 条 
t aA P REA a0, $8 SEP Ep on an, X ac lac 1, 38 x 
个 代数 是 可 除 代 数 . 
ERE, 每 个 线性 代数 是 一 个 环 . 
著名 的 强 罗 比 尼 乌 斯 <Frobenius) 定理 (1878) 指 出 , 全 体 四 元 
数 构成 实数 二 上 唯一 的 非 交 换 可 除 代 数 . 


中 关于 级 性 代数 这 序 分 材料 主要 是 作为 俩 子 的 来 源 ,并 由 于 我 们 对 它 丰 身 古 兴 
KB. 61x RENE. EM $ 13.6 可 以 省 赂 , 这 并 不 影响 连贯 性 . 


2424 。 


(n f E) (4) 


Al 在 实数 域 上 构造 一 个 由 “对 慨 数 "组 成 的 代数 ， 它 包含 
两 个 基 元 素 8 和 e, 它们 是 按照 法 则 de 二 26 一 6， 六 二 0，a2= 二 来 
相 乘 ， 根据 这 些 法 则 , 可 以 求 出 4 的 任意 两 个 元 素 的 乘积 , 因为 

(aó 4- be) (có - de) —acó* + odde t boeó + lide? 
= (ad -- 6c) à-- bd«. 

"IUE, URELDAGESSASP ARIER DR, XxAMDUTR 
象 四 元 数 集 合 ， 它 民明 如 何 通过 给 出 基 元 素 的 适当 的 乘法 表 可 以 
ELARRE. 

$02 FEAA nxniB ERARE M,F), GAJE PE E; 
必 为 它 的 基底 ，Bij 的 (4, 办 位 置 的 元 素 是 1, 其余 的 元 素 都 是 堆 . 
HERRERA EE; H ESQE, -OQRE). € 

例 3 GA SDHOUX esce. cr， 并 有 乘 庄 运算 oua; o, 的 
ARRE WME FEAR, WAE F ERRER EG h 
元 素 作 为 基 元 素 ; EC rh, HLUR G. 的 群 表 , 并 由 双 线 性 来 定义 缚 法 ， 


(21a H- *** +H 4054) 的 + = T9, Gr gg) (005). 
1.1 


iX^MOBOEROGG ARE Eee, 
转 别 是 ， 以 & 为 生成 元 的 二 阶 循环 群 的 群 代数 具有 基 元 素 
1= A a, 并 有 乘法 
(7 十 3 (u-1-4- 0a) — (eu go) 1-- Ceo T gua. 


对 于 基底 85139, y 5179 这 个 群 代数 有 乘法 表 有 ?一 By? 一 


By —yB-0. EE 
Di A^ 25x 2n ERER, 在 右上 方 和 左下 方 的 #x#a 矩阵 块 都 是 
零 矩 阵 的 所 有 矩阵 组 成 的 集合 构成 一 个 代数 , 这个 代数 是 M LOUP) 
的 一 个 子 环 ， 它 是 两 个 MHAM, 
我 们 现在 证 明 关于 候 隆 的 类 似 于 凯 莱 定 到 (§6,5 定理 8) 的 
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一 个 定理 ， 同 一 个 域 加 上 的 两 个 代数 UI E, 当 它们 的 元 素 之 间 
在 在 双 射 w* 一 >*w' ,并 保持 三 种 运算 : 对 一 切 o. EA n — Bec F, 
有 (a-- B)' =o 4- B', Cea) 一 ce , (x9)! — o B' (5) 
时 , 我 们 称 甸 与 3C 3] 48 9, 

定理 I 具有 单位 元 素 的 每 个 名 阶 线性 结合 代数 与 一 个 办 X 
矩阵 代数 同 移 ， 

证 明 代数 中 是 元 素 反 的 儿 量 空间 . AA 中 每 个 元 素 & 相 联 
系 的 变 澳 7, 是 通过 右 浅 站 中 任意 元 素 & ( 即 6 一 上 而 得 到 。 因 
为 如 (4) 中 所 未 的 乘法 是 双 线 性 的 ， 所 以 下 是 线性 变换 ， 因 为 现 
在 单位 元 娄 是 站 由 la=I8 推出 «=B, 所 以 不 同 的 元 素 % 和 有 导 
出 不 同 的 变换 宇和 区。 此外, 由 代数 公设 得 到 

Elat) 一 ET 二 ED， Ecm =o(léa), £(aB)-— (Eo, 
万 记 相应 的 变换 是 at 1M T-FU, ca cT,aBa—TU. kf 
味 着 对 应 gr-> 全 是 给 定 的 代数 与 中 上 线性 变换 的 代数 之 间 
Bri 构 ， 这 些 变换 又 可 用 矩阵 同 构 地 表示 出 来 ， 因 此 定理 
mr. 


3j S 
L (a) 证 明 : 在 任意 环 中 有 (一 (一 本 一 5， 一 (一 四 一 
(b) 证 明 ; 对 所 有 a, a0=0a=0, 并 且 单 位 元 素 1 是 唯一 的 ， 

2， 证 明 : 由 (2) 害 义 的 直 和 实际 上 是 一 个 环 . 

3. 证明 ; 下 个 整 环 的 直 和 不 是 整 环 ， 

4， 宙 出 #4 个 下 知 怀 的 直 和 的 定义 , 并 证 明 它 是 一 个 王 . 

5， 证 明 ; 域 六. 上 两 个 线性 代数 的 直 和 , 在 适当 定义 “ 数 乘 "运算 之 后 , 就 
TRAF LEHRER. 

6. EWES REFIERES S HO BI 

7. 证明: 线性 代数 的 党 元 素 0, ME £-0—0—0-£, 3H É, 

8. “对 偶数 "的 代数 是 可 除 代数 吗 ! 给 出 证 明 . 
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9。 证 明 下 列 各 系统 基线 性 代数 ; 
(a) 对 所 有 a B UR AI a*8 一 0 的 矢量 空间 六。 
(b) Bg nx n 三 角形 乱 阵 (对 角 线 下 面 的 元 素 都 为 零 ). 
10. EN: MRP AE F LERURE, WA APAP 是 
MP B HS, BARR, l 
11. EH: IHg4- nn dBRE Sf Ze AIO axa PE 4 一 定 是 标量 给 阵 。 
i 提示 : A kiipi Ey 可 变换 .) 
12. 设 民 是 一 个 代数 ， 证 明 ，.x 中 所 有 那些 与 oar 的 每 个 元 素 可 交换 的 
TE 2i 成 的 集合 是 x SEHE, (BEA o 的 中 心 ,) 


813.2 B Æ 


给 冠 两 个 环 4 和 出 以 及 对 应 aah, dn OR A pt 
a aH Ji 机 中 唯一 确定 的 元 素 , 并 且 对 4 中 一 切 元 素 @ b, 有 

(a+b) H —aH -- bl, (ab) H — (aH) (51D), MI — 1, (6) 
则 我 们 称 对 应 aF->a 五 是 4 到 4 的 同 态 ， 简 单 地 说 , 正如 $3.3 中 
交换 环 的 情形 一 样 ， 同 态 赴 一 个 保持 单位 元 素 ， 哥 持 和 与 积 的 映 
58. 同 群 的 情形 一 样 , We E: B5) [ed is EIRA 3 9] ds. 

ASRA RELA Pra bats HE — EE pH A MIERES A 的 加 著 群 的 
Fi, PAH RASS 11 中 对 于 群 已 经 证 明了 的 性 质 

0H --0', (—a)H = — (aH), (a—b)H—aH —bH, (T) 

这 里 0' 是 环 ARER, 即 出 的 加 法 群 的 单位 元 素 . 

我 们 所 熟悉 的 把 每 个 整数 4 上 映射 到 模 避 剩余 类 的 对 应 at 
On 是 整数 环卫 到 Zs HAE. WE 用 w) 是 系数 在 整 环 DD 中 的 任意 
多 项 式 ， 那么 用 卫 中 国定 元 素 b "3ESR" fO) 中 的 x 而 得 到 的 对 应 
FOFO ESRR DJA D HAE, AARET 
Bt d A REX B mR FA 60943 
3X. 当然 适用 , 如 果 QLzJ 是 有 理 系 数 的 多 项 式 环 , 那么 对 应 fn 
FN DELEA QAH H i atb 3 构成 的 域 上 
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Bills 0.82.1 Hth. MARAS BBIEUR 4 四 B， 通 过 对 
应 (a, b) b 满 同 术 地 映 到 被 加 项 B; 正好 根据 直 和 运算 的 定 
义 (2), 这 个 对 应 保持 和 与 积 、 

为 了 明确 地 描述 一 个 具体 的 同 态 ， 我 们 自然 要 问 ， 仁 人 么 时 全 
第 一 个 环 中 两 个 元 素 a Ab 在 第 二 个 环 中 有 相同 的 象 ， 根 据 革 则 
《7), 只 有 当 它 们 的 差 的 象 (a 一 想 五 =0' 时 ， 才 可 能 发 生 这 种 情况 . 
网 此 我 们 寻求 这 祥 元 素 的 集合 , 这 些 元 素 通过 吾 映 射 到 A" Poe 
ROE. 例如 , Fl Z-—Z, del m B BU fil eme LAE, 所 有 
这 些 倍 数 的 集会 在 减法 之 下 是 封闭 的 , UBI A focos RIZ 
的 任何 元 素 相 乘 后 仍 在 这 个 集合 中 . 类 似 地 ， 辐 态 fo 9 £09) 
把 所 有 可 被 > 一 5 束 除 的 多 项 式 映射 到 有 替 , MRAR BANKTA 
映射 到 零 ， 所 有 这 些 多 项 式 组 成 的 集合 态 在 狐 法 和 用 DELA 
有 元 素 (不 管 这 些 元 雪 是 吾 在 妨 中 ) 与 它 相 乘 的 运算 之 下 是 封闭 
的 .这 两 个 例子 蕊 含 着 下 面 的 定义 和 害 理 (SR SS. 8). 

EL OG ACRRSIE MC ART EUR 05 Ac db ee 

Q) e dec; X C PES CI 一 ca 在 好 中 ; - 

Gi) ACF, atd t, TRH o eea a C v. 

定理 2 AFAHEERSHY, DNOEARMIIEGUX8 
EL 65 4 GE A t e — Ig sw 

为 了 在 一 般 情 形 下 证 明定 理 2, VC J& ArhBUITU S cH —0' 
的 元 素 c HRA, 其 中 0' 是 象 4' 和 的 零 元 素 ， 那 么 ， 对 4 中 的 任意 
3625 0,78 (ac) H — (aH) (eH) — (aH)0' —0 $u(em) H — (e H) (aH) 
—O', RAHET EGD. sh, 根据 (7)， 由 eH — eH — 0", 可 
得 到 

(c,—643) H — e,H — 04H —0' —0' 0, 

国 此 证 明了 性 质 G). 

这 个 结果 开明 ， 环 中 的 理想 类 似 于 群 中 的 正规 子 群 ， 为 表示 
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这 种 类 似 ， 我 们 称 通过 同 态 豆 映射 到 零 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 为 
H 的 芒 ， 当 五 是 注射 ( 即 满 同 楚 ) 时 ， 我 们 称 环 五 是 环 4 在 辐 态 H 
之 下 的 满 同 态 象 ， 所 以 每 个 元 于 DEB 是 某 个 aCA EH Z TAR. 
aH. 

定理 3 AKRE HEDRA EA). 

证 明 ”我 们 必须 证 明 ， 如 果 豆 和 五 分 别 是 4 到 44 和 4 上 的 
e ds, 并 且 es 豆 = 了 0 当 且 仅 当 6X —0', 852, A' 20 A" 是 同 构 的 . 
很 自然 地 ， 设 元 案 oo CA AT o' CA" 5 EL DCISX EA SO A 
TA 公共 的 象 源 o, 所 以 对 某 个 四 26H —o',aK =a" Bb, dH a > 

”这 个 对 应 是 一 对 一 的 : 在 这 个 对 应 下 , 对 4' E a, dE AU 
UL BRA A | ja 对 应 .为 证 明 这 一 点 ， 和 首先 注音， 对 
A' 中 每 个 a^, EA rn EE SER a. 因此 在 A" 中 至 少 有 一 个 
d 二 4 je HÈ. Kk im oaea", a ecb", MAR Av 
PA a, 5, 有 

aH =d, aK = G', bH—a, bK=b", 

Ii (a— 5)H =a —a! —0', 根据 假设 可 推出 人 7 - (a—5)K a” — 
b" ATA B RRMA RERA Ra ea" ,6' «—»95" 3 zs. 
8 +b =(a+b)}H«—(a+b)K =a" +b", 

a'b —(ab)H « (ab) K =a" b", 
jx Hadke 和 wr 的 公共 象 源 , DEV Ab HAA. 

理想 的 两 个 性 质 人 和 fkii) 有 上 几 个 直接 推 褒 ， 尾 毒 理想 它 包 含 - 
OX c 因此 (刘表 明 一 6 三 0 完 口 中 ， 所 以 对 口中 任意 0, 0 一 c 
三 一 tC 也 在 0 中 。 根 据 性 质 Qi)， 我 们 得 到 ,. C 中 任 春 两 个 元 素 之 
和 51 二 03 二 01 一 (一 62) 也 在 OO 中 .于 是 ,因为 1E4， 所 以 4 的 非 空子 
集 C 是 4 的 理想 当 且 仅 娄 任意 厂 性 组 人 台 ac Eac: 和 cia tear 
EC h, Be Me: 1E C h, m 和 a» 在 4 中 . 特 SIDE, AREE 
不 一 定 是 4 的 子 环 ， 因为 它 可 以 不 包含 4 i Actirocs. 整个 环 A. 
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和 仪 由 一 个 元 素 0 组 成 的 40) 总 是 任意 环 4 的 理想 .它们 称 为 环 
站 的 候 理 想 ， 任 意 其 他 理想 称 汶 真理 想 ， 相 应 地 ， 环 妇 的 真 满 同 
碍 是 这 样 一 个 同 态 , CHRE 4 的 真理 想 , 所 以 真 满 同志 不 是 一 个 
司 构 {向 移 内 把 得 } 映 到 0^). 

定理 4 可 除 环 没有 真 满 同 态 集 。 

WEB] — FLEIEBH HT RTR ORARAA, 投 它 是 万 中 任意 理想 ， 
ETEK, 于 是 它 包 含 一 个 元 素 c 半 0。 由 性 万 (六)，0 包含 
1—e-le, FE PER CD, C 包含 整个 可 除 环 的 任意 元 素 aal. A 
Jb C XE TUR 8, 如 断言 所 述 . 

证 毕 

AE b ERR 4 的 元 素 ， 那 么 8 的 所 有 倍数 sb (Ern n 
ZE4) 的 集合 (2) 是 一 个 理想 ， 因 为 可 以 验证 性 质 ( 访 和 (人 ii)，、 这 个 
理想 (b) 称 为 主 理想 ， 它 是 44 中 包含 互 的 最 小 理想 ， 我 们 回忆 一 
dH 81.7 EBILG 可知 ,整数 环 马 中药 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 根 
$E 8 3.8 定理 11, ERF 上 的 一 个 未 定 元 的 多 项 XX EAR Fx) 
中 , 上 述 结 论 同样 成 立 . 

在 两 个 变量 的 有 理 系数 多 项 式 环 人 [x, ylh, 常数 项 为 零 的 所 
有 包 项 式 的 集合 局 是 一 个 理想 ， 它 并 不 是 主 理想 ， 因 为 两 个 多 项 
X zy 员 然 都 在 C 中 ,但 它们 不 能 都 是 共 中 一 个 多 项 式 的 倍 式 ， 
也 不 能 同时 是 同一 个 多 项 式 flw,y) 的 信 式 . 虽然 这 个 理想 C 不 能 
由 任意 单个 多 项 式 Cz, 执 生 成 ， 但 是 它 的 机 有 元 素 帮 可用 含有 多 
项 式 系 数 的 线性 组 合 egla, y) - yh(z, 妥 来 表示 ， 所 以 连 个 理想 是 
通过 两 个 上 生成 元 7 和 8 的 线性 组 合 疆 出 ， 

现在 邯 虑 由 交换 环 4 中 任意 给 定 的 有 限 个 元 素 的 集合 生成 的 
理想 ， 如 果 一 个 理想 0C 包含 元 素 eu ez cm 那么 它 必 包含 所 有 


ABA T vios 其 中 系数 xs 在 和 中。 而 集合 
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(61, 03, ***; Cm) = [所 有 元 素 之 ,zico z;,CA] (8) 


本 身 是 一 个 理想 , 这 是 因为 
之 mice 一 A nec 2G yes 


a 326, = ar) 


也 就 是 说 , ARORAA TEBA ERARECO) WAA 
具有 单位 元 素 1, 所 以 每 个 元 素 el 必然 是 集合 (8) 中 的 一 个 元 素 
Bie Oe 4-116, 43-0* 6,44 4: 0*0. 

因此 , MILDRED dE BLA cb rn Cn ELA KESA 
理想 ， 并 且 它 还 被 包含 在 包含 所 有 c. 的 任何 理想 中 ， 它 称 为 以 
cov Cm 汶 基 庶 的 理想 .这 种 基 元 素 不 能 同 矢量 空间 的 基底 相 
AHE, 因为 ziei 小 十 grcn 一 0 不 一 定 能 推出 ct 一 人 一 4m 一 0.) 

在 大 杀 数 疾 悉 的 整 环 中 , 每 个 理想 都 有 一 组 有 限 基底 , 但 是 也 
存在 一 些 整 环 情况 并 非 如 此 . 


3 m 

1. EFARH p, RSEN, Hir XCPXBPBBGERIEN, 扒 述 映射 
EE dp EG 

(a) a5a, aH Z eee, 

fb) f(z)—f(on, f(x QUx n & HX, o m ris. 

to) fG, 的 Fe 了 Ci 0, X FE 如 到 FLERA Gs y. ERER). 

2. EN: 交换 环 的 每 个 同 态 象 是 可 交换 的 . 

3. TES f Gn, 办 一 4 十 Dba 十 e193 十 6x29 十 0 车 组 成 的 环 
Qrz, 9) h, 下 到 儿 项 式 集 全 中 哪些 是 理想 ? 如 果 那 个 集合 是 理想 , 就 求 出 它 . 
的 基底 . 

a) NDS (GO /8 SUN ES fü. 

(b) TAr POLES REG, FG, 3) G0, 0,7 7 —0), 
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(c) 不 含 二 次 项 的 所 有 多 项 式 (c1 一 es 一 6s 一 0)， 
A. GO RH Ze 中 的 所 有 理想 . 
(b) RH zs 的 所 有 同 态 象 . 
5. Pini: 第 一 章 中 定义 的 环 Zi (m) = “Za E Zi B X 28 RI 
ER. 
5. (a) 对 每 个 如 求 出 Zw RSEN AUS. 
(b) RE Za MH MEBIEERmS o0 L 
7 了。 六 出 两 个 域 的 直 和 中 的 所 有 理想 . MERSER. 
8. EHEM ZDZ pAn, EZER 0 - 
*9. HEN: 如 果 C, 和 0 分 别 是 环 AUR A pha, 那么 直 和 CO: 个 
€, 是 直 和 ABA, 中 的 理想 , 并 且 这 个 直 和 中 的 每 个 猩 外 都 具有 和 连 种 形式 
10. 证明: 在 整 环 中 ; () — (D) 3H. (25 an D EEC 8.6). 
11. 征明， 如果 4 是 一 个 变换 环 , 其 中 每 个 理想 都 是 主 理想 , 那么 4 中 
ERR RR o 和 了 都 有 聂 大 公 因 了 于 出 并 可 者 成 .6 一 r0 十 号。 
*12. WAR GEILE ROSE, AREF JUS TI — 4 3 EYOGSE CRI A PT ELE 
AF Eb GEWO. WEB. 4 的 等 个 真 间 态 象 急 含 一 个 与 了 局 构 的 子 域 . 
*18. Wt Zt Gn Ped PRSE OR OH ERRE p TL S8 


JR. 证明 : Zicb4pAMAOBUNUGUNGEGk (pO, X P RACE ERE, 


| $1.8 商 X 
HR 194g 4-1 ds, 都 存在 对 应 的 理想 , Dorn t oc ETE Fl dis T 
BAIE. bono, 给 定 一 个 理想 , 我 们 现在 将 构造 一 个 相应 的 同 
术 象 ， 环 4 中 的 理想 0 是 4 的 加 车 群 的 子 群 、A4A 中 每 个 元 素 a 属 
于 一 个 陪 集 , 这 个 陪 集 常常 称 为 剩 侈 类 9 二 6 十 0， 它 是 由 所 有 和 和 
4 十 c( 变 量 cEC) 组 成 ， 两 个 元 素 a; qs 属于 同一 个 陪 集 当 且 仅 
当 它 们 的 差 在 这 个 理想 0 中 ， 因 为 加 法 是 可 交换 的 ， 所 以 C 是 加 
法 群 4 的 正规 子 群 , 因此 心 的 所 有 陪 集 构成 阿 贝 耳 商 群 , 在 这 个 商 
群 中 , 两 个 陪 集 的 和 是 另 一 个 陪 集 ， 它 是 通过 把 两 个 代表 元 相 加 而 
得 到 , 即 
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(a; - C)-F Cas FC) — Ca Ha) C. (9) 
$ 6. 13 中 已 经 证 明 , ix P PDC fe RSUT 3E AGE RIPE TE rh ac 3S acf as 
JT EDEPSCIERIRAUSSBL dp [dE h 选取 性 意 元 素 
ate, 在 第 二 个 陪 集 中 选 到 任意 元 素 ate RA 

. Cam e) (85-05) =at (ae t 6405 4- 6162) = 810; t €' 
TERR oem 十 如 中 前 一 个 元 素 ， 因 为 根据 理想 的 性 质 (下 ), a 6s, 
Cit 0,03 这 些 项 都 在 理想 台中. . 因此 ， 第 一 个 陪 集 中 的 元 素 与 第 
二 个 障 集 中 的 元 素 的 所 有 鞠 积 都 在 同一 个 陪 集 中 ， 这 个 冬 积 陪 
集 是 . 
: m+ (a0 —aa; 4C. (10) 
了 集 科 法 的 结合 律 和 分 配 律 立即 及 4 中 相应 的 定律 可 以 得 到 | B 
含 鞋 的 赔 集 起 单位 元 于 的 作用 ,. 所 以 4 中 心 的 全 体 陪 集 构 成 一 
个 环 . 

正 是 根据 陪 集 运算 的 定义 (9) 和 10); 38:4 865r SC EAE E 8] 
它 的 陪 集 的 对 应 ai——' 三 GO JR — "MEE. Xe WIDE 
th, PERAR ORC, 所 以 OC 的 元素 都 被 映射 到 零 、 这 些 结 果 
可 以 总 结 如 下 : 

“定理 5 AZRA ACODA TF, 3E A tud OC M dE 
ERATA, kA ARDAO. dS Saba C d]; À M EA X 
dcn Ap fp aspcE M REEL ES ASIA SRA/O 的 一 个 满 同 态 ， 而 且 
让 个 满 同 起 辐 有 是 给 定 的 理想 必 。 

推论 1 如 有 林 44 是 可 交换 的 , 那 名 4AC 也 是 可 交换 的 ， 

” 通 想 与 同 态 的 关系 现在 已 经 齐全 了 ， 特 别 是 ， 定 理 3 关于 唯 

一 性 的 断言 可 以 改 述 如 下 : 


D 环 47C 也 常 被 称 为 剩余 类 环 ,因为 它 的 元 率 是 如 在 4 中 的 制 余 类 ( 陪 集 )。 
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推论 2 GeXGAED AH An AA BLA AARRE, RA 
A' 5d iR AJ/C pj d. 
模 m 整 数 的 环 Zu 现在 可 以 揪 述 成 离 环 Z/(m). . 反 过 来 ， 由 
这 个 例子 所 启发 , 25 (a — 5)CO 时 , 我 们 常常 写成 am BC), 并 且说 
a fü b d d Bá, MEER R iyi C. 
PEIRAO 4g A- BE VERIS TE o Poo ESRB O mde Ezio YE HEB. 
为 了 解释 这个 原理 ， 我 们 定义 极 大 理想 和 素 理想 ， 如 果 4 中 包含 
理想 QO 的 理想 只 能 是 0C 和 有 4 本 身 ， 则 我 们 称 CA 是 板 大 理想 0. 
如 果 委 中 理想 请 包含 莱 积 中 时 ， 人 至 少 包 含 其 中 一 个 因子 a 或 
则 我 们 称 卫 为 素 理 想 . 
EXARH, 素 理想 起 着 特殊 的 作用 。 例 如, (EXER Z B, 
主 理 想 (2) 是 素 理 想 当 且 仅 当 了 是 素数 ， 因 为 当 电 是 素数 ， 而 不 是 
其他 情形 时 , P ERREN ab 是 的 倍数 当 且 仅 当 有 -~ 个 因子 
E p HRR. 
定理 6 如 果蔬 是 交换 环 , 那么 商 球 4/ 是 整 环 当 且 人 权 当 驯 
Aoki, di A/C LG3kon Bano C RA REL 
证 明 交换 环 4/C 是 整 环 当 且 仅 当 它 设 有 零 因 子 〈81.2 定 
理 1 )。、 这 个 条 件 用 公式 写成 
a'b — 0, [24 a! —0 9x 5' — 0, (11) 
这 里 au 5' DIELE a REO TE A ri PHA. MEO D Bids o^ 
是 零 当 且 仅 当 & 在 理想 C 中 , 则 上 述 条 件 可 以 改写 成 
abit Cp, Ra Oheb EC p. (12) 
xk DRE S ILIO DE XL. 
Hik, BOECRURAOEGB, Jio 是 4 中 不 属于 C 的 任意 元 
3k. 那么 可 以 证 明 , 所 有 元 素 5 十 zx( 其 中 任意 EC, 任意 xE4) 组 


D “ 极 大 还 想 * 有 寺 用 “无 困 子 理想 "代替 ， 
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成 的 集合 是 一 个 理想 ， 这 个 理想 包含 HAERE HATE 
5， 因为 C 是 极 天 理想 ， 所 以 这 个 理想 一 定 症 整个 环 4 特别 是 ， 
单位 元 素 1 在 这 个 理想 中 , 所 以 对 某 个 中 有 1= e+8a。 HEB ok 
ER, 这 个 方程 写成 1'=B5a'， 于 是 , 对 任意 陪 集 一 5 CC, 我 
们 已 求 出 互 遂 陪 集 a' 一 a+O， 这 就 是 说 ， 隧 集 组 成 的 交换 环 是 一 
个 域 ， 反 过 来 ,如果 4/C 是 一 个 域 ， 我 们 可 以 证 明 0 是 极 大 理想 
《习题 10). 证 毕 

因为 每 个 域 是 一 个 整 环 ， 所 以 定理 6 意味 着 每 个 极 大 理想 是 
素 理 想 ， 然 而 反 过 来 , 素 理 想 不 一 定 是 极 大 理想 ， 例 如 , 考虑 同 态 
Fe, pi fO) CERRAR F LURE RY BEM 
IR F[x,yjRh np s pe nuskxR FDIy] E. Bea E E 
主 理想 (z)， 它 是 由 x 的 所 有 倍 式 (多 项 式 ) 组 成 ， 轩 为 象 环 FD] 
实际 上 是 一 个 整 环 , 所 以 这 个 理想 (z) 是 一 个 素 理想 , 这 也 可 以 直 
接 验证 ， 但 是 FU TT AER, 所 以 Cz) 不 可 能 是 极 大 理想 ， 实 际 上 ， 
它 包 含 在 较 大 的 理想 (zx, y) 之 中 , (o, 9) 是 由 常数 项 为 零 的 所 有 多 
FRAR. 


3 EH 

i. 证 明 : PhAKRDGRGERDA EAA ERU U^. 

2. 设 模 一 个 理想 CLA HAREA: ab (modC) $ HRH a— bie 
C h WEA: [Rb A RIEAdHÁmRfUIHOE, 妃 的 陪 业 是 由 相互 同 余 的 元 素 组 成 . 

4。 详细 诈 亩 定理 5 的 推论 1. 

4， 求 出 整数 环 世 中 所 有 素 理 楼 . 

5. REEF ESMER FLz] 中 的 所 有 素 理 息 和 所 有 极 大 理 粘 . 

*8， 不 用 定理 6 证明: 己 环 中 每 个 极 大 理想 都 是 素 理 想 . 

1. 在 整 系数 季 项 式 整 环 艺 [#]j 中 , 求 出 不 是 毛尖 理想 的 素 理 想 . 

8. 证明: 在 所 有 数 a-+ bo (qm b AER, o BESKED ARIE 
环 Zlot, () 是 素 理 想 ， 并 描述 商 环 Z[o1/(2), 
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9. SEXE OI yl, FAHBIpEUCRGXCHUEN: WS ERA 
理想 ? | 
(a) (zr:), |o (0 2 g-3),. 
(6 (-3) ^4) œ+), 
(e) (za D, | (D GEI, g—3), 
10. EA: 如 果 商 环 A/C 是 一 个 城 , 那么 全 是 极 大 理想 . 
11， 求 出 一 个 热 悉 的 环 与 下 面 每 个 高 环 有 4/0 同 构 ; 
(a) A—Q[z], C—(z—2) 
(b) A-Q[z), €— +1); 
( 4 一 Qrz z], C7 (2, 9—1) 
(d) Az-Z[x], C— (3,251 
(e) A-Zj, C— (2), XB ZILI $13.2 的 可 是 13, 
12. (HE—IEHAGE BID Ub C D 是 环 4 中 的 两 个 理想 . 
(a) 证明: 商 C/D 是 A/D 中 的 理想 ， 
(b) ER: A/C HS CAD) (C/D), ER: WAHR 
一 个 同 态 , ) 


* $13.4 理想 的 代数 
理想 之 同 的 包含 同 数 之 各 的 整除 性 有 着 密切 的 关系 .在 整数 
35 ZB, nim BRE msan, INE m dg BECA: n E EIS, n 
悄 数 组 成 主 理想 (n)， 所 以 条 件 8| m 意味 着 Cm) 包含 在 (n) 中 ， 反 
过 来 , Gn) C GO EEBIIEBIGE m dE CB, BUG man. 所 以 
(m)C(n) HHRH nim. 
更 一 般 地 , ELERI RB, (P) C Ca) up dU, HAIER A 
b=as, 即 4|5。 反 过 来 , 如 果 alb, 那么 对 某 个 xER 有 8 一 ax, 于 是 
对 所 有 的 BE(D 有 by = ag (a), iib Co) C Ga). 这 就 证 明了 
定理 了 Lit dn Ro, [ 
(bcC(a) ang ajb. o, (18) 
但 要 注音: “ 较 大 ”的 数 对 应 着 “ 较 小 ”的 理想 ; 例如 ; 6 的 所 有 倍数 
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B EHTRCO) FE He er TEPUR DOCE ALB ER C2) n. 

最 大 公园 子 和 最 小 公 倍 数 在 理想 理论 中 也 有 相应 的 解释 ， 整 
数 和 所 的 景 小 公 倍 数 % 是 % 和 如 的 阅 数 ， 并 且 是 %w 和 上 的 其 他 
每 个 公 倍 数 的 因子 .于 是 ，m 的 所 有 倍数 的 集合 Cm) 是 名 和 的 
所 有 公 倍 数 的 集合 ， 刚 好 也 是 主 理 想 (8) 和 (的 公共 元 素 组 成 鲍 
千 各 ， 这 个 情况 可 以 推广 到 任意 环 ( 不 一 定 是 交换 环 ) 的 任意 理想 
上 , 如 下 所 述 ， 

可 以 证 明 ， 环 4 的 任意 两 个 理想 B 和 避 的 交 BNC 是 一 个 理 
dB. VDJAMMEEORAALEUB, 则 理想 瑟 门 C 县 有 三 个 性 质 : 

(i) Bf|OCHB, 

Cii} Bf1CcC, 

 .Gii)) h DCB m DCC 可 推出 DCB8NC， 于 是 在 烙 论 意义 
之 下 ,这 个 淡 是 BB 和 局 的 最 太 下 界 . 

对 俩 于 痰 的 是 两 个 理想 的 和 ， 如 果 电 与 0 是 4 中 两 个 理想 ， 
我 们 则 可 验证 集合 - 

吾 十 它 一 [所 有 的 和 五 十 0 DEB, cE} . 4) 
是 有 中 一 个 理想 . PDuoodn er Bn C 4E EHE Go PUR RM 
+e, 所 以 这 个 理想 吾 +OC S BL C, JE HE ERE HES € Bf 
HEH. T REREIE ELT BC AB S C EG E EAR 
Bt3 C3. 

定理 8 PUDA HABIE kti H BNC die 
Ji S, 6X GARGSCEP,GARÁACP b) PIE TE 849 ox — 38. 

1] dE e no noB CLA d, 那么 理想 之 和 (Cm) 十 (n) 恰 
HEERA) 这 是 因为 根据 (13), 2 (D) 22 (Om 100 2 (5. 由 
子 & 有 表达 式 @ 一 rm 十 sy 所 以 包含 办 和 ?的 任意 理想 一 定 包 含 
4， 因 而 也 包含 (9) 前 所 有 元 素 ， 因 此 ，(8) 是 tm) Room, En 
(d) 2 (mn)-r (1). 
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前 面 的 研究 可 以 推广 如 下 : 
RE 在 交换 环 吾 中 ， 两 个 主 理 想 的 和 (5) 十 8) 本身 是 主 理 
3D nds d bdectEXAWT. 
我 们 把 引 理 的 证 明 留 给 读者 . 
— Rb, fe x Ph SR ep, dm ERR AB. B n C dera dn T B93E NE HOS: 
B= (by, e, ba), C= (e s Cn) (15) 
那么 我 们 有 , 对 任意 5 -6CB C, 按 (8) 式 得 


Bte= 7 xb. ye; 
i j 


也 就 是 说 , 吾 二 CO 是 由 bi Bs 和 es n Ca 生成 , 所 以 
Chi, tee, Dm) b (e n en 一 《1 s Dg, 04, y PR). (16) 
xk TR el [s] A Kc B5 Ej ERE e ete E, 可 以 用 米田 显 地 计算 出 丈 
数 的 最 大 公 因 子 ， 例 如 ， 
(836) + (270) = (336, 270) = (336 — 270, 270) = (66, 270) 
— (88, 270—4 x 66) — (66, 8) —(6), 
所 以 336 和 270 的 最 大 公 因 子 是 6. 
在 任 党 交换 环 中 ， 我 们 还 可 以 定义 任意 两 个 理想 B 与 0 的 率 
积 BC, 
BO 一 [所 有 和 bei 十 … bue, 5iEB eyE07. (17) 
实际 上 , 这 个 集合 是 一 个 理想 , CEANA HRR be 生成 的 , 其 中 
AT b #B t, 因子 6 在 中 ,所 以 它 也 是 包含 所 有 这 些 颖 积 的 最 
小 理想 .特别 是 ， 两 个 主 理想 (5) 和 Ce) Bo 3S THEE AE HL E. Asc xe 6 
和 * 的 丧 积 生成 的 主 理想 (be)。、 更 一 般 地 ， 如 果 理 想 六 各 如是 由 
(15) 式 的 基底 确定 的 , 任意 乘积 bo 具有 形式 


be- (Srib Jv; J Een) e), 


六 此 乘积 理想 BC 有 基底 
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BO= (5,0, bitz -= Batni b, 64). (18) 
这 种 乘积 对 于 代数 数论 ( S 14. 10) 是 有 用 的 . 


3 题 
1. MEN: BNC 和 B--C URAH. 
2. 证 明 : 《17) 式 的 乘积 IOR- HEH, 
3， 画 出 Zu 中 所 有 理想 的 格力 。 
4. EFA gc RE Ey ex, d() Rob e qEAKUAPOSR. 证明， 
fr = (dit), 
5. 用 理想 基底 的 方法 计算 最 太公 因子 (280，39 昌 和 (8624, 12825), 
6. WEA: XE 五 中 每 个 再 想 可 唯一 地 表示 上 成 案 理 想 的 乘积 . 
7T. EATE B8 IRL IT 3C EE DIS 1s M: 
(04, £2, 7, md = COE ESL Ca 4), 
(x61, 65, ey m) = (64, Cn nr Cal» 
8. 4€ Ris, y] rh, 化 简 下 面 理 起 的 基底 ; 
(tg, 3g, dettat), 
(z'--3ag--g^, Ta^—y*, at-b6zy, Tya). 
9. (a) EH: 在 任意 交换 环 中 ，BOCBNC. 
(bo 给 出 一 个 例子 说 明 B0 志 8 门 0 是 可 能 的 ， 
(c) 证 明 : B(O--D) = BO0+BD. 
*10. WEA: 任 瘟 蒜 中 所 有 理想 构成 的 格 是 一 个 寞 ( 接 上 11.7 习题 I0 
HW. 
11， 在 交换 环 Arb, lb BDC 表示 满足 xcEB(eEC) 的 所 有 元 素 a EUR 
A4. 
(a) ER: An BARMEN, WA BOE Acpggm dH a 
m. | 
(D 证 明 : (B,N BO :C T (GO N (B,C), 
(c) 证 明 : B:C 是 满足 CXCB SUID X DBRCI EREGRD, 
12. 证 明 : fmJES& Riu áHIBB$C,lHEB1C-O B+C=R, 那 
ZA E IBIECT BisCH E. 


. 489 + 


513.5 SAREH - 


理想 的 概念 在 现代 代数 几何 中 是 基本 的 ， 当 我 们 研究 三 维 空 
同 的 代数 曲线 时 ， 由 于 引入 理想 的 概念 ， 使 推理 立即 变 得 明显 
T. DENEN 
一 般 在 # 维 笑 量 空间 Fh 中 ， 一 个 ( 仿 射 ) 代数 装 定 义 为 点 集 
& V, 这 个 集合 中 的 所 有 点 (zu …:z) 都 满足 有 限 个 适当 的 多 项 式 
方程 的 方程 组 | E 

fiézy, 7 2,) —0, et, fum, n 220. 09) 

例如 , E Ri 中 ,平行 于 cy 平面 且 在 zy 平面 上 方 两 个 单位 的 
平面 中 的 加 0 (圆心 在 e 轴 上 ， 半 全 为 2) 通常 可 解析 地 找 述 为 空 
向 中 满足 联 立 方程 | | 

gi--y?— 4-0, z—2- 0 — ps (20) 
的 点 (2, 如 2) B) EA. was pin CURIE S Sm 
的 交 线 ， 但 是 也 可 以 用 等 价 的 联 立 方程 s 

g^ay'*-F8—8-0,2—2-—0,/ . ^  - 21) 
以 同样 的 精确 度 把 C 描 给 成 一 个 球面 与 平面 2 二 2 的 交 线 ,还 可 
能 有 共 他 的 描述 , 钢 如 用 方程 组 

zi-py!—4—0, ai--y? —22 0. ,. 02) 

这 些 方程 把 描绘 成 辕 柱 面 与 旋转 抛物 面 #* 十 ?二 2z 的 交 线 . 

我 们 可 以 通过 用 人 金 体 这 样 的 多 项 式 方程 《 即 曲 线 C 的 点 所 适 
合 的 方程 ) 描 绘 C 来 避免 上 述 的 含糊 ， 和 如 果 fe, y, 2) 和 g(x,g, 2) 
是 任意 两 个 多 项 式 , 它们 的 值 在 C LESTE, PACHAS 
在 CG 上 也 恒 竺 于 零 ， 辐 样 地 , 不 管 什 么 样 的 多 项 式 al, an) 与 
fG, y, RR ala, y, 2) f Gn, y, 2) 1E C. LEERTE. 这 就 意味 
着 ， 在 C 上 的 值 恒 等 于 零 的 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 是 一 个 理想 ， 
那么 这 个 理想 (而 不 是 它 的 任意 一 对 个 别 的 元 素 ) 就 是 Q 的 根本 的 
* 490 * 


描述 ， 我 们 现在 将 证 明 所 有 这 样 的 方程 组 成 的 集合 是 一 个 理想 . 
定理 9 Ar", BREREROSIRSTAWA FA 
的 集合 JOS) A Fir, ml $0 EEG. 

因为 如 果 pz, n P 在 给 定 的 点 土 等 于 零 ， 那么 了 的 所 有 
倍 式 在 该 点 上 也 等 于 堆 , 而 当 P 和 4 在 给 定 的 点 上 等 于 零 , 则 p 土 49 
在 读 点 上 也 等 于 等 对 于 在 给 定 的 集合 号 上 恒 等 于 零 欧 多 项 式 ， 
上 述 结论 同样 平 确 ， 实 际 上 ， 459) 刚好 是 在 不 网 的 点 EES 上 等 于 
零 的 多 项 式 理想 CE) 的 交 . 

例如 ,上 面 所 讨论 的 回避 的 情形 中 , CC) 大 由 所 有 线性 组 合 

RCH, g, 2) —a(z, y, 2) (8 T g^ —4)-- b(m, y, 2)(2—2) (23) 
构成 的 理想 ， 其 中 系数 为 多项式 ale, y, 3) 和 blz, 总?)， 这 就 是 
说 , J COBRE UL a2-- 9? — 4 d 2—2 为 基底 的 理想 Cx? Eg? — 4, 5— 
2). 〈21) 中 的 多 项 式 生成 同一 个 理想 ， 因 为 这 些 多 项 式 是 (20) 的 
那 两 个 多 项 式 的 线性 给 人 台 , 而 反 过 来 , (20) 的 雪 项 式 可 以 由 (213 的 : 
两 个 多 项 式 的 线性 组 会 而 得 到 . 于 是 由 这 条 曲线 确定 的 多 项 式 理 
想 有 各 种 各 样 的 基底 ，. 

{Py 4, 8— 2) — (a3 - y? 4 22—8, 5 一 3) 
07 z(ax?-- 945—22, 4— 2). (24y 

WIR RI, y,2]/Cr--3.?——4, 22) — TRE XL. Hp 
定义 在 CGC 上 的 所 有 函数 组 成 的 环 间 构 (参看 8 3. 妨 ,这些 函数 可 定 
LAEE T, y, z IESU, SEES EIS RIS g] +y DISDHS, 
H8 )c FEE 0 r9 e H0 LR RT ar, 它 与 所 有 三 角 多 项 式 peos 9, sing} 
构成 的 环 同 构 ， 这 个 商 环 称 为 如 上 多 项 式 函 数 环 ， 由 宅 扩 张 成 的 
域 称 为 :.C BOHG AA ， 

ERAR Cur—iy-—U 2—P di 是 一 条 代数 县 线 ， ELR RC 
SAO RTELH SE i 前 多 项 式 函数 来 定义 ， 显 然 ， 给 定 的 点 (7 y 
2)f£ Cs LAENA goat, z—2*. Bib Cs 是 Rs 中 由 理想 于 一 
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一 2 一 和 2) 定义 的 代数 曲线 . 
RAEL FHA Pp, yp 2) EO 上 上 恒 等 于 零 当 且 仅 当 对 所 
有 CR, pli, €, 妇 ) 一 0、 现 在 考虑 同 态 呈 
Fee, y, x) .— fCt, 0,0). Ci ERED). (25) 
显然 ,对 Cs 上 的 所 有 虎 , y om za XE y 402—038 
位 于 我 们 的 理想 下 之 四， 但 是 反 过 来 ,我们 注意 ， 变 量 赫 换 9 一 久 
Tum acida 将 把 任意 多 项 式 fie gs. 2) 变 为 产 (2 y, 8), 并 注 
意 , 按照 这 种 形式 , 同 态 (35) 是 l 
fx, y', 2 )19 P (50,0). - (28) 
这 个 对 应 把 六 PEA y A c5 PENES, mA M, 所 以 被 
秽 射 到 零 的 多 项 式 就 是 线性 组 合 gir, y, a)y 十 有 Cs, y, z)z' 因此 ， 
我 们 的 理 扯 导 恰 是 以 六 Sya, 2 二 2 一 m9 为 基 窒 的 理想 (y', 27) — 
{yat 5 一 23)， 这 就 把 曲线 Cs 表示 成 一 个 抛物 柱 击 与 另 一 个 柱 
面 的 交 线 . 在 .Cs fub 30 Pp. BEXRRIsz2]/M 起 着 重要 
EB. BUM COS) SEHR XC HER 3G RC CTS. l 
两 个 理想 的 和 有 了 往 单 的 几何 解释 ， 例 如 , 在 R[z, y, 2] 中 ， 主 
理想 (z 一 2) 表 示 平 面 z=2, 因为 这 个 理想 中 所 有 的 多 项 式 f(x, y, 
::2)(4—2), 24 KR B s, y, z 用 平面 s 二 2 上 点 的 举 标 代替 时 ， 都 恒 
和 等于零， 类 似 地 ， 主 理想 ( 右 十 太一 4) 定 光村 一 个 以 轴 为 轴 的 半 
径 为 3 的 圆柱 面 、 根据 靶 则 (16)， 这 两 个 理想 的 和 是 (2z2 十 镀 一 
Zz 一 2 我 们 刚刚 看 到 , 这 个 和 和 (23) 表示 一 个 网， 它 是 平面 和 俩 柱 
MAZ, BLEEE: 两 个 理想 的 和 所 对 应 的 轨迹 是 各 理想 
括 确 定 的 轨迹 的 交 . 
反 过 来 ， 多 项 式 环 虹 [zi,…, zx] 中 的 性 春 理 想 了 确定 一 个 相 


Q 注意, (25) 式 定义 一 个 同志 这 一 事实 并 不 显 热 ， 证 明 它 需要 把 3, 1 的 定理 
1 推广, 
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应 的 轨迹 ， 这 个 轨迹 是 田 #” 维 空间 中 使 得 对 每 个 多 项 式 FCU A 
fGai, yo) 一 0 的 所 有 的 点 (fo …, as) 组 成 ， 希 杀人 怕 特 基底 定理 
断言 : J 具有 有 限 基底 无 ,…, ,所 以 相应 的 加 述 了 的 确 是 一 个 我 
数 敌 .可 是 ， 这 个 灸 的 理想 J(F) 可 以 大 于 给 定 的 理想 中 参看 了 
面 的 习题 3), 


习 题 


L ER HRABRE =t, y=, 4 二 村 十 妇 的 明 线 所 对 应 的 
min 
2. 证 明 : 由 贾 个 线性 无 关 的 线性 多项式 生成 的 芷 意 理 想 (qx 十 bg 十 
oz, a'z-F P g-- e' 2) 确定 R? 中 的 一 和 直线. 
3. (a) 证 明 : ÆRE, y, PRAS C, s) 5s (22, zy, 六) 确定 相同 的 
felicis EE 
(b) 证 明 : 4f mE RUE EJ; ATHARE. 
4. WEIEN: ERMEC L3 TES Rie, son Tb eR E 
合 是 一 个 理 起 . 7 l 
5 (a) 在 三 维 空间 中 , np — 0 所 确定 的 轨迹 是 什么 ? 
(b) 证 明 : 也 两 个 主 盘 想 的 乘积 所 确定 的 轨迹 是 各 主 理想 所 确定 
的 轨迹 的 并 . 
(c) 把 (b) 的 结果 推广 到 任意 理想 上 ，( 提 示 : WME H pi 
中 有 一 点 不 在 第 一 个 关子 所 询 定 的 轨迹 上 , 那么 在 第 一 个 理想 中 至 少 有 一 个 
多 项 式 在 这 点 不 为 零 . ) 
(d) M RERAMA REBET 
6. (8) HATE SUE IU E A B a - 
T. =z, y 5yr, z'—gy—zx 
(b) ED: AREA a =a, y —g- p(z) =r Gy) sg 3E 
SAR rose ROB erit Je e iT, 
(c) 证 明 : 每 个 这 样 的 替换 诱导 出 一 个 环 RU, y, 后 上 的 自 同 构 . 
7. (a) 证明: 如 果 坟 是 交换 环 4 中 一 个 理想 ， 瑟 的 根 抽 是 由 4 中 所 有 
EBENE anCH 的 所 组 成 的 集合 V 百 ， 那 么 V 囊 是 一 个 建 想 . 
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(b) 证 明 : ARH Ed DIES Cz, y, 2] 中 的 一 个 再 想 , 了 是 相应 的 轨 
b, HA JOO REA H, (提示 : 希 尔 值 特等 点 定理 扬言 了 (F) m HL) 

8， 描 述 下 面 两 种 情形 下 , 由 at-- gt — O 所 确定 的 轨迹 ， 

(a) 在 Rs ib, 在 台中 


“8 13.6 ”线性 代数 中 的 理 起“ 


在 非 交 换 环 中 , 我 们 可 以 考虑 “半边 理想. 环 4 中 一 个 子 集合 
L, 如 果 w 和 9 在 工 中 , 在 4 中 , 则 z 一 y ardht Lh, WAR 
五 是 4 的 去 理 息 ， 右 理 想 可 以 娄 似 地 定义 与 这 些 委 念 相对 R, 
我 们 原来 意义 下 的 理想 称 为 双边 理想 ， 例 如 , 在 所 有 2x 2 矩 降 组 
RIR Ma 中 ， 第 一 列 才 是 等 的 所 有 秆 阵 构成 在 理想 ,但 不 能 构成 
双边 理想 , 

这 些 概念 可 以 有 效 地 应 用 到 含有 单位 元 素 1 的 线性 代数 4 
GB 正 象 8 18.1 中 看 到 的 ， 任 意 这 梯 的 线性 代数 是 一 个 环 ， 在 这 
.种 情况 下 , 任意 左 理想 工 或 右 理 粮 及 关于 数 冬运 算 也 是 封闭 的 . 01 
如 ,如果 是 工 中 任意 元 素 , e 是 任意 标量 ， 那 么 二 包含 cÉ, 这 因 
38 e£ (e-1)8 是 工 中 元 素 与 4 中 某 元 素 5*1 HRA. in de A 
-着 作 它 的 标量 域 严 上 的 线性 空间 ， 那 么 4 的 任意 在 (或 右 ) 理 想 是 
-一 个 子 空间 . 

如 果 一 个 线性 代数 没有 真 (双边 ) 理 想 , 则 称 它 为 单 代数 . 于 是 
一 个 单 代数 没有 真 同 态 象 . 

定理 10  Q EGET nox n 矩阵 组 成 的 代数 是 单 伐 数 . 

证 明 .这 个 代数 到 ,以 对 个 矩阵 Eu EAER AE YS, EE 
在 (i, JIURIUIOSR2 1, KAREREP. Mop A FO 
B 将 至 少 包含 一 个 非 零 短 阵 A— T Jas Eu GrP Ros H0), 3 
PET DEM m 
g (Br)  F,AE,, — (0,,)- S TELE, E, 0,5 — By (26) 
- LP sn ， 
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dB. MERRER [m DEn 在 也 中 ， 所 以 了 一 定 是 整个 代 


TARBIQGUERMÉO o. 证 些 

FRE (Wedderburn) (1908) 评 明 了 有 名 的 定理 10 的 

逆 定 理 . 这 个 赣 定 还 断言 ， 特 别 复数 域 C 上 的 每 个 单 代数 与 操 

ERA nn 矩阵 组 成 的 代数 同 构 ， 为 了 讨论 一 般 情 形 , 我 们 需要 

可 除 代数 的 概念 ， 扣 除 代数 是 指 这 个 线性 代数 是 一 个 可 除 环 ， 根 

据 代 数 基 本 定理 我 们 可 以 证 明 ， 复数 域 C 上 唯一 的 可 除 代数 是 忆 

F, RAN PEEL EANA, 实数 域 R 上 的 可 除 代数 只 

E R, G 和 四 元 数 代 数 ( § 8.11).- 

在 任意 可 除 环 力 上 ， 我 们 可 以 构造 一 个 任意 % 阶 爹 斥 阵 代 数 

MD), 如 下 所 述 。 可 以 按照 普通 法 则 
| Lai) t (5,,) 2 Cat bu), 
c eai) (cai), l . (27) 


(o) (Zant) 
bci 


FEF EESIN PRK D PNPN nn RUP 范 德 波恩 

结果 是 ， 如 果 卫 是 任 音域 ， 域 五 上 景 一 般 的 单 代数 4 可 如 下 得 
a 取 域 上 任意 诗 除 代数 也 和 任意 正 整 数 n， 屠 么 4 是 由 系数 
在 也 中 的 所 有 nxn EER. 


习 m 
. WEN: 4p nu RACE HA I, 
. ERRIREN AARM, 
.讨论 一 个 环 中 在 理想 构成 的 基数 , 即 描 述 它 们 的 和 , 交 与 主 态 理 想 .。. 
.证明 ;， 城 总 上 绪 性 代 歼 的 色 个 商 环 本 身 是 一 个 线性 代数 ， 
. (a) EH: dA S JETER) Fr PAN, DAS 中 的 笑 量 为 行 的 
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Ui A a do 加 


BUB igEERB ESSE A M, (MEEN, 

*(b) 证 明 : AMLCP) 的 每 个 左 理 想 妇 是 {a) 由 所 岳 述 的 一 个 理想 、!{ 担 
示 : 证 明 马 的 目 阵 的 每 一 行 是 如 中 除了 第 一 行 外 剩 下 前 其 他 行 都 为 零 的 扼 . 
阵 的 第 一 行 ， 利 用 $7.6 和 $7,7 的 方法 .) 

*5。 把 定理 10 HEP FLEX RT ERTR D Elf Ade S MOD, 


$13.7 环 的 特征 


FEES RWULUBSTEIRSEERON ILHESIO, Bi 4E EOCRBOGEXEUT 
循 和 证 子 群 是 由 的 只 次 寡 组 成 ,其 中 年 取 整数 ， 用 加 法 的 记号 , 我 
们 把 pmi UE" Sg moa. TE, 如 果 m EEES, 刚 

mxa=a+a++a (m^a) (28} 
An AE m — 0, M 0x a— 0, 而 当 m — —a 是 负数 时 ， APR 
(—n)xa-—nxí(-a) 
—(—a)-(—a)t---(—a) (n 个 被 加 项 )，(29》 
我 们 称 mxa 是 a 的 项 自 此 售 数 ， 它 对 任意 mEZ 和 性 意 aER 
SUB AE X, 

WESS D rp Sca x us ARAARA EXEC HRS pURE 08 BUE 
性 质 , 这 些 性 质 已 经 在 5 6.6 vp UuEBBIL, 那里 是 按照 乘法 记 导 来 叙 
述 的 。 因此 有 
On X a) t (nx a) — nn) x2, 
mox(nxa)-imn)xa, (60 
以 及 

m X (gt m xaJ m xb, 
mox(—u)-—(—m) xa. 


还 有 由 分 配 律 推出 的 一 些 性 质 ， 其 中 一 个 一 般 分 配 律 ( 见 $ 1. 5) 


(31) 


(a--a4- s 4-a)5 — ab-F ab etab 《 形 个 该 加 项 ). 
按照 自然 倍数 表示 这 就 是 
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(mxa)b —m x (ab) -a(m x5). (32) 
4 m=0 if, KAARTE, Mim ARARE, 这 因为 
取 m= —n, (29) H 
(~n) x ab—nx (—ab)=[nx (—a) ]b -[ ien) x a]b. 
另 一 个 一 般 分 配 律 是 省 则 
(a d a) (b ab. 
它 也 可 以 改写 成 
(n x8) (n x b) = (ng) x (ab). (33) 
对 一 切 整数 和 和 加 不 管 正 的 , 负 的 或 零 , 这 个 公式 都 成 立 . 
$ a=] ÈR HAATTE GEPORAEUUSD,. (32) 表明 m x5 正 
JEOn x1), CE b 55 3 Bm EP AATECERSOSSE, DEP, dE GO rm 
4 asl 我 们 看 出 , M ZS RMMmImxifHERL Eua. 
在 (33) 4 a-b—1, 我 们 得 到 
(m x1) (5x 1) = (mn) x (1:1) = (mn) x 1. (33) 
这 个 映射 保持 积 ， 这 就 证 明了 
定理 11 s4REGCR, AH mmx ERZE RAA 
Bà. 
-Hil 任意 环 召 中 1 的 自然 倍数 组 成 的 集合 是 一 个 同 构 于 
Z &Z,(m-1X5B)uTqm. 
定义 GR ROOM AER dE RE GG 18S AREE mx 
l8 44m, 
推论 2 AERD At, MARFA ERA AME i 
fr—— Pr D i Arx, i 
证 明 ”对 于 所 有 非 零 元 素 DED, mxb=0 MB Ox 1)5 
— 0, 根据 消去 律 , XX SEU mx 1-0. 证 毕 
EER Z AARTE, 而 整数 zs 具有 特征 p，ce 和 ?是 叭 
O 类 多 数 作 者 用 "特征 KRE HE”, 
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一 可 能 的 特征 . . 

定理 12 一 个 整 环 的 特征 或 者 是 oo 各 者 是 素数 色 ， 

为 证 明定 理 用 反 证 法 ， RUIDBAE XM DARRE, -这 
个 特征 基 一 个 复 疹 数 m — ru; : 张 人 各 根据 人 333， 环 寻 的 单位 元 素 工 

OÜ-—mxi-üns)xizerxl):rCexI)y. 

根据 消去 律 ， 或 者 7 x1=0, 或 者 sx1=0 因 些 卫 的 转 息 一 定 是 
其 中 一 个 因子 或 者 7, 或 者 s, 而 不 是 我 们 所 假定 的 m. 

WE AEREE, wAntEEKENEME TS Z 
5 Z, 同 构 的 子 整 环 . O 

|. $1.5 的 二 项 公式 (9 说 明了 自然 倍数 iib. d 
Rh, 表述 式 1 
(a+b) - a? -Eab d- ab 4- b? =a --2 x (eb) 4-9 2 

有 一 个 中 项 确切 地 说 它 是 自然 倍数 2x (ab), dE — RS, FUE 
法 可 以 证 明 1.5 中 的 二 项 公式 (9), TUAM RARE 自然 人 
数 , 于 是 我 们 可 以 写成 

fatb)" 


= + (x ente (Dean o0 
共 中 系数 (8 JERAR 


()- mir i=0, l, enn | (35) 


iki db E ERE, 3X HEnt nO —1)-8-2- 1, FH. 01 —1, 

x13 AH pers oe, 对 应 -YP 是 一 
AS, 

证 明 根据 (6), 我 们 需要 证 明 17—1, JEEBLSIBUN a, BR 有 
(ab)? —a?b?, (a-Eb)* =a tb. "WIBEAT 25 BR EOS PAIR 中 都 成 
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立 . 为 征明 第 三 个 方程 , 在 公式 (3 切 和 (3 引 中 , Qnr. HAr 
素数 ， 所 以 它 不 能 被 让 (p — D 1 (0i 一 下 的 任意 因子 整除 , ERI 
JE (34) HEA 0i «p 的 所 有 二 项 系数 都 是 2 的 倍数 .但 是 环 召 


具有 特征 p, BU (3:0 Haag jocis, 由 


此 推出 等 式 
| (ad- b)? =a tb. (365 

定理 证 毕 . en 
推论 在 特征 为 了 的 A TRE F 中 ， 对 点 >0r 是 一 个 自 
A+. 

证 明 ”因为 在 四 中 由 a= 0 jE aso, BELA i aa 
的 核 是 零 ， 而 且 这 个 册 态 是 一 对 一 的 . 因为 是 有 限 的 ， 所 以 这 就 
AEG aeg BEREH.. RHEN Bits. 


3 B 
X. WEH: TERN m, B Aic oca TURERNA” 1X0= 
& (mD xe-mxa astu x. : 
2. REHUNIEIE SIT JE BI Pelr I (30) 33032), 
3， 必 为 定型 13 的 一 个 推论 来 证 明 费 马 定 理 舍 1， 93:88 19), 
4， 关 于 有 序 整 环 的 特征 , 你 能 说 些 什么 ? 
5. (a) 证 明 : TEE ES P BERES Dh, aiaa 是 一 一 的 { 音 一 同 
d. 
(b) 证 明 : Au D-—Z,G» W eoü5REDIDXCTÓÉSÉRA, 
(c) EH: 有 限 城 必 有 一 TAARN, 除非 它 是 一 个 素 二 Zr 


813.8 域 的 特征 


因为 域 被 定义 为 除法 ( 除 零 外 ) 是 可 能 的 整 环 ， 所 以 关于 特征 
的 讨论 立刻 可 应 用 到 域 上 ， 如 果 域 五 的 特征 为 p， 那 么 根据 定理 
12, 由 域 也 移 单位 元 素 生成 的 加 法 子 群 是 一 全 子 域 , 并 耻 它 与 由 模 
* $99 + 


?整数 构成 的 有 限 域 同 构 ， 如 果 域 下 的 特征 为 cc， 那 么 根据 定理 
12,， 由 单位 元 素 1 生成 的 子 群 是 内 所 有 供 数 mo 1 组 成 , 所 以 由 e 


生成 的 子 域 是 由 所 有 商 包 (其 中 ma 二 0) 组 成 ， 这 个 子 域 是 所 有 


倍数 m x1 的 子 整 环 的 商 域 ， 因 此 根据 $ 2. 2 的 定理 7， 它 与 有 理 
数 球 同 构 ， 有 理 数 域 是 整数 mem x 1 构成 的 整 环 的 商城 ， 事 


SE, Bun T7 0 > 也 是 由 二 生成 的 子 域 与 有 理 数 域 之 了 的 同 


nxl 
TJ. 这 就 证 明了 下 面 的 结果 (和 参看 # 2.6 EM 18 的 推论 2): 
定理 14 在 特征 为 吧 的 域 中 ， 由 单位 元 素 生 感 的 子 坊 与 有 理 
ZA Q I] 45, 


RH Xs». 保持 城 也 中 的 所 有 四 种 运算 ， 于 是 在 处 理 


nxi 


NRF, MM" x P AE TAS eo 在 这 个 


nxi 
约定 之 下 ,五 可 以 说 每 个 特征 为 的 域 包含 着 所 有 有 理 和 数 宇 n (79. 
按 杜 类 似 的 约定 , RTELUE SET RR OE2U p RRES Z. EARE 
XR. EREE CHTBEIB E OQ 和 Zs 中 的 一 个 域 的 护 
张 . 因此 按照 对 已 知 域 的 不 同 扩张 方式 对 城 进 行 系统 的 分 类 是 很 
自然 的 ， 这 些 将 在 下 一 章 里 讨论 ， 


习 题 

LE P, 是 恰 有 到 个 元 素 的 生意 荆 ， 

(a) 证明: F, 的 畦 征 为 2. 

(b) 证明 ; F, 的 不 在 素 子 域 Ze 中 的 两 个 元 素 都 满足 t —z- 1, 

(c) 用 这 个 事实 证 明 : PF. 8 13.3 72] RE 8 MERNE [oo ] / C2 REST, 

2. RARE 1 的 域 ,的 全 部 自 同 构 . 

3 EA: 关于 二 次 方程 的 解 的 一 般 公 式 可 以 应 用 到 特征 为 2 的 任意 
HE. | 

4 在 什么 样 的 城 上 , 求解 三 网 方程 的 一 般 公式 人 5. DRR. 
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第 十 四 章 ”代数 数 域 


$14.1 代数 扩张 与 超越 扩张 

剩 下 的 两 型 讨论 一 般 域 了 上 的 多 项 式 方 程 p(w) 20 的 解 及 其 
性 质 、 我 们 将 证 明 酝 意 这 桦 的 方程 在 的 适当 的 扩张 中 是 可 解 
的 , 这 个 扩张 是 指 包 含 了 作为 子 域 的 一 个 域 五 .例如 gw)=0 在 
EMAS Fel Fh PARRER AEREA Fp 中 
总 有 一 个 根 , 

在 描述 这 种 扩张 的 一 般 性 质 之 后 ， 我 们 将 特别 地 研究 有 理 数 
域 仙 技 这 种 方式 扩张 而 得 到 的 所 有 “代数 数 ” 物 成 的 域 ， 通 过 证 
明 在 某 一 个 二 次 扩张 Qe] 22 一?) 一 9(w 7 (rEZ2) 中 “整数 ”的 
唯一 因子 分 解 定理 的 问题 , 简短 地 介绍 一 下 代数 数论 例如, 高 斯 
Eimin 一 I(r 一 一 1 的 情形 ) 可 以 唯一 地 分 解 成 高 斯 灯 数 ， 

域 瑟 最 简单 的 一 类 扩张 到 是 由 单个 元 案 eE HARRER 


P Een (系数 an 5,EF) 组 成 . 例如 , 复数 atdi 是 由 实数 和 


单个 复数 宇 生 成 ， 未 定 元 二 的 所 有 有 理 形 式 ( 具 有 有 理 系 数 ) 组 成 
的 域 Q(z) 是 由 域 Q@ 和 元 素 * 符 成 的 ， 一 个 域 可 以 按照 几 种 不 霹 
方法 生成 ， 便 部 , EV ) 由 方程 2 一 2==0 的 根 w TER, E 
是 由 含有 有 理 系 数 4 和 48 的 所 有 实数 4+ 23 组 成 (IS 2.1 的 
A. 另 一 个 不 同 的 方程 2? 十 45 十 2 二 0 的 一 个 根 是 一 2 十 WZ 它 
生成 同一 个 域 信 (Ww 3 )， 因 为 这 个 域 中 的 任意 数 可 以 接 照 这 个 新 
的 生成 元 表示 为 
人 十 而/ 2 =a+2b+b(—2+v 2). 
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普通 的 配方 方法 应 用 到 这 个 方程 上 得 到 x42 -2— (% 十 2)? 一 
2, 所 以 yg 一 x 十 2 满足 新 的 方程 Y 一 2=0, 其 衫 生成 同一 个 域 . 于 是 
运用 变量 替换 来 化 简 方 程 对 应 著 在 相应 的 域 中 选取 新 的 生成 元 . 

让 我 们 -- 般 地 描述 震 起 下 的 任意 扩张 E 中 的 已 知 元 素 生 成 
的 子 域 ， 设 K 是 给 定 的 域 , 了 是 下 的 子 域 ，“ 是 的 一 个 元 素 . 
考虑 OK 中 那些 由 形 为 | 

Fio) =m taetae E a,e^ (每 个 ER (0) 

M 4GRAixMSLX. Khas rM e. hEETER- EREN 
PARATE f(c)， 反 过 来 ; 所 有 这 样 的 多 项 式 组 成 的 集合 在 加 
A MAARRE Z TEHRAN HEEROMA P 
由 万 和 < Y 1 ES 1 过 个 子 整 环 一 般 都 用 带 方 括号 的 F(e) 
KER. 

如果 fc) 和 9(e) 寺 0 是 象 (那样 的 多 项 式 表达 式 ， 那么 它们 


SLE K 的 元 素 ， 称 为 具有 系数 属于 也 的 关于 MEELES 


X. BUB cR E EUR AU Me E 4 它 是 由 FR cd p 
ik, 一 般 都 用 带 加 括号 的 FERR. . 
WEI K 是 在 它 的 于 域 了 上 由 单个 元 素 e 生成 的 ， 则 称 E 
是 了 的 单 扩张， 所 以 五 =F(c)，§ 2,1 所 讨论 的 域 QC 2), 
QG/5)fm QCo)BDE Lp SER) BI. TLEER, 不 管 怎样 ,了 的 
任意 扩张 可 以 通过 单 扩张 的 一 个 有 限 或 ( 良 序 ) 超 根 序 列 而 得 到 . 
在 有 理 数 霹 上 , 一 些 复数 (如 i),w 2, V 5, / —8 都 满足 有 
理 系 数 多 项 式 方程 .还 有 另外 一 些 数 , ar A 8 一 2.71828…, 可 以 
证 明 它 们 不 访 足 有 理 系 数 多 项 式 方 程 (平凡 情形 除外 )， 语 面 这 些 
数 称 为 “超越 数 *， 这 种 重要 的 分 法 可 以 应 用 到 人 尾 曾 域 的 元 素 上 。 
EX 设 百 是 任意 域 ， 姻 是 下 的 任意 子 域 . MEHAFG, 
如 来 满 是 一 个 允 项 式 方 程 - 
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atate tme? bau c" —0 a CF, BOR A UE), Q0) 
则 称 e 在 下 上 是 代数 的 .、 下 的 元 素 如果 在 盏 上 不 是 代数 的 ， 则 
称 6 在 下 上 是 超越 的 . 

称 单 扩张 下 ==F(c) 是 玉 圭 的 代数 扩张 还 是 超越 扩张 , 根据 生 
成 元 在 下 上 是 代数 的 还 是 超越 的 而 定 。 单 超越 扩张 的 结构 是 鞋 
MA BHEN. 

定理 1 AXcAFIAHA€«, L4GFdBckEATGG 
F(c) 5 E Popes X RES m M SLATAI GEO R mA h 
FAA, AHTRA y aalge aCP), ci. 

证 明 扩张 (ce) 显然 包含 玉 和 系数 在 也 中 的 所 有 有 理 表 达 


A 如 果 (2) 中 的 两 个 多 项 式 表达 式 fi CoYRa f CORAN, M 


么 它们 的 系数 一 定 逐 项 相等 , 因为 如 果 不 然 , 差 CO PG) 

生 一 个 关于 e 的 系数 不 全 为 等 的 多 项 式 方程 ， 这 与 。 在 卫 上 是 超 
越 的 假设 相 蔬 丘 ， 因 此 对 应 f(c) I fc) 是 整 环 互 [c] 和 未 定 元 
x 的 多 项 式 形式 整 环 了 [2] 之 辣 的 双 射 根据 多 项 式 运 算法 则 , 这 
个 对 应 是 一 个 同 构 ， 根 据 § 2.2 定理 6， 它 可 以 扩张 成 fCe) 和 
FG) 之 阿 的 同 构 从 人 < 一 > 


gc) gl) 
37 E 
ic 辨别 下 列 各 复数 在 有 再 数 域 全 上 是 代数 的 还 是 超越 的 , HNES: 
A 了， Y5, z*, e+3 (4X3 6—2.71828«-), i+3, em, M 24i. 
2. 证明 : du x 在 到 上 是 代数 的 , 那么 2730 2-23 也 是 代数 的 , 反之 亦 
" i ie 
3，Q (v5) 中 什么 样 的 数 生 成 整个 域 O(WV 5)? 
”4. (0 设 吕 是 韭 完全 平方 整数 , ob QV d). 
(b) XB QG d) 中 生成 整个 域 的 那些 元 素 . 
(e) "把 每 个 这 梯 的 元 率 表 示 汶 系数 在 Q 中 的 二 次 方程 的 根 . 
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814.2 域 上 的 代数 元 素 

下 面 我 们 研究 域 五 的 单 代数 扩张 的 性 质 ， 该 扩张 是 由 了 和 在 
严 上 单个 的 代数 元 素 w 生成 的 、 根 据 定 义 ， 这 个 元 素 必 铀 足 五 上 
次 数 至 少 是 1 的 多 项 式 方程 同一 个 元 素 # 可 以 满 是 很 多 不 同 的 
方程 , 例如 ,ww Jie a-—2— 0 的 根 , 也 是 c? —22—0,24—4— 0 5&6 
Ji Ry. 但 是 它 恰好 是 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 方程 的 根 ( 见 下 
TE 21A 6 ). 

定理 2 Googk Fat ik Ko—-Bxd*uwàkFriikdEA, 
那么 由 是 多 项 或 整 环 F[z] 中 唯一 的 一 个 首 一 不 可 绚 E ETIO 
的 零点 ， 知 果 及 是 [YX] 中 男 一 个 多 项 式 ,那么 有 (Ww) 一 0 SERA 
在 整 环 玉 [w] 中 ,下 是 久 的 倍 式 , 45363 m Hoioh hon F[x] 的 主 理 
Bv. i | 
”证明 满足 hu) 一 0 的 多 项 式 hEF[z] 组 成 FP[z] 中 的 一 个 理 
m, ARERIA MERA” ppl) 所 定义 的 同 态 du 
Fic |—KBE, 3X Eit pplu) E uCE AbSLE REA EIE 
PNE R PF[2] 的 所 有 理想 一 样 ,这 个 理想 是 主 理想 (§ 3.8 定 理 
11), 所 以 它 由 它 的 任意 一 个 次 数 最 低 的 元 素 的 所 有 伐 式 组 成 ， 近 
些 次 数 最 低 的 元 素 中 答 有 一 个 是 首 一 多 项 式 ， 称 它 为 p X^ 
是 不 可 约 的 , 如 果 不 然 ， 它 可 以 分 解 为 g= fg, 3x IB f Aug 是 次 数 
由 小 的 多 项 式 , 由 此 推出 O09 (ui) — p(u) — 0, 所 以 或 者 fu) — 0, 
或 者 9(4) 二 0， 这 与 选取 了 为 适合 p(u)—0 的 次 数 最 佐 的 多 项 式 
HFE CMER. 

定义 £GGRUOE bd du Bo) ZARARA p(u)-0 
$5; (CR— 85) E —xcT i FAA pF e] ut FLli nlu: F] 
是 运 个 多 项 式 的 次 数 . 

推论 ”如果 无 素 2& 在 只 上 的 次 数 为 如 MARTA, Hau 
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Toca, "uu -0CaiCc Ps Bx 5 aga o4 0. 

HERPA AERE K Hh FABER GC XS u Hp 
ATIR XiT FO) 显然 包含 由 所 有 可 表 为 系数 在 下 中 的 多 
项 式 flu) 的 元 素 组 成 的 子 整 环 玉 [J， 此 外 还 将 证 明 , 上 映射 fx) 
I fidis FDz]1/C(p)is FCu) ZERA A 和 办: F[x1/Cp) 
— F(u). 

Rta FI BEAD iek Aae. HB EDS BS DORUARE 
公式 ,显然 有 四 是 由 Feja Td Fihti, E 
Es E. 3E XR F[u]Ik —4o TS 事实 上 , 让 我 们 求 [4] 中 任意 元 素 
fQGD0 8935, REA SODA 意味 着 4 不 是 f(e) BR. DII 
据 定理 2, 了 (zw) 不 是 不 可 约 多 项 式 pCa) EAS. BIER f(x) 5g pO 
Hom. 因 比 我 们 可 以 写 . 

1—1:(2)fG) telep), G) 
这 里 £O (a Fal p EAER, Fehn $8 
1—t(u)f (Qu), ARAH, FlulBgdE4 26sR f G0 EAEn 
£(u), ECu) BJ u AMRO, 于 是 就 证 明了 Feli K Bp T, 

EZ AA K 的 每 个 包含 也 和 “的 子 域 显然 包含 了 [2] 中 的 
每 个 多 项 式 fO) MARME PUO K B. Fu 生成 的 子 
域 . 我 们 证 明了 

定理 3 HKEE, u EK-DE, CAK PAF 
上 是 代数 的 ; 设 pm 是 以 2 为 其 报 的 而 上 首 一 不 可 约 多 项 式 。， 那 
么 从 多 项 式 黎 还 Fr] B F(u) hkh p f()jnrn9fGD 是 以 
(p(a)) A Ak 6h 36 E] 3, 

把 这 个 定理 同 $13.3 定理 5 的 推论 2 结合 起 来 , 我 们 有 一 个 


D Min EQ 3), 12 V/3 有 生 共 逆 , 通过 分 母 有 理化 可 以 来得 这 个 道 是 


1 ME NUES 
1I+A 3 (cV 3)0- 3) zx 
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直接 推论 , 

定理 4 tze t, FGS AAF] OR EDSu 
ARAHAL- TTHFRA. o 

A Pleo 可 以 措 述 每 非常 简单 ， 刍 个 多 项 武 Lz)YE 
Fi] (£5 (D 之 下 与 它 用 Ko) 除 所 得 的 余 式 ra= fle- 
aC pGO RR, 这 个 祭 式 是 次 数 小 于 冯 的 唯一 的 多 项 式 
. Fw) = (4) 
把 两 个 这 样 的 多 项 式 相 加 或 相 波 ， 从 好 是 对 它们 的 相应 的 系数 相 
加 或 相 减 ， 为 把 它们 相 邓 ， 先 按照 3.1 的 (37) 计算 出 多 项 式 飞 
TR, 然后 再 计算 用 3(o) 除 时 所 择 的 余 式 . 

例如 , 有 理 数 域 五 = 和 通过 w= STIKE OVT), ERA 
特殊 情形 中 , 我 们 有 0(2)—2*—2. Bi QGD 的 人 尾 孝 元 素 可 以 写 
成 as+Bwv 了 ,其中 心 和 五 为 有 理 数 , 并且. :: 

(gat+bv 2) etdv 2). 
"acttad+be)v 2 +bd(v 2 )? 
—(ae--2bd) + (ad be) / 2. 

ARRAN F[xl/(Op)J& F.E—4- n hA Hier, CE 
有 限 维 矢量 空间 下 [xw] 对 由 22) 的 倍 式 组 成 的 予 空 间 的 商 空间 . 
还 村 注 意 ， 乘 法 是 双 线 性 的 (对 每 个 因子 是 线性 的 )。 朵 此 代数 扩 
张 P[z]/( Æ 813.1 的 意义 下 也 可 以 看 作 卫 上 的 交换 线性 


习 n 


1. dli 8 所 满足 的 五 个 不 同 儿 项 式 方 各, 并 证 阴 它 们 都 是 M3 Br 
ABMS STAGE Q LX. n 

2、 在 由 不 可 药方 程 妇 一 bu? 十 ga 十 3 一 0 BAR u EROA IE Q Wih, 
按照 元 素 1,& 并 把 下 列 各 元 素 几 示威 (4) 中 的 形式 : 
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1 
4 yt 5 i 
ti*, u*5, Su ut-4- 2, — lu -—s5 


3， 在 由 站 十 845 十 3 一 0 BUR s HERE E Q Qu) 中 ， 把 下 列 各 元 素 表 


杀 度 (4) 册 的 形式 (+2) (W3), tCut 十 387 十 Tu 十 本) L, EET 
4 把 复数 城 纵 示 为 由 所 有 实 系 数 几 项 式 组 成 的 整 环 REN RNR. 
5， 把 城 届 (v3) 表示 为 由 有 于 系数 多 项 式 组 成 的 整 环 O] 得 到 的 商 


Fh, . 
6. 根据 有 关 的 定义 家 榜 证 明 : MR u EPIRI, MAL uA 
的 次 数 景 眉 的 首 一 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 ， 

7， 根 据 有 关 的 定义 证 朋 ; 如 果 # 是 起 的 任意 元 素 , 也 是 的 任意 于 
域 , 那么 以 # 为 根 的 , RRETHANA SMR gr) I9 6 4E PT] — A28 
mo 


$1.8 #5 m m 

X4, 我 们 假定 已 经 给 出 域 到 的 扩张 X, HETK BP 
和 已 知 元素 uCK ERN FR, 这 里 & 是 由 下 上 的 极 小 多 项 起 〈 即 
首 一 不 可 约 多 项 式 ) Pp 给 出 的 , 它 满足 B(s) 一 0， 另 一 方面 ， 我 们 
恰恰 可 以 从 五 和 不 可 约 多 项 式 了 出 发 , 构造 一 个 包含 n()-—0 的 
根 的 较 大 的 域 ， 这 种 构造 方法 是 把 第 五 竟 用 过 的 由 实数 域 民 活 
MERE a!-- 140 的 一 个 碟 根 来 构造 复数 域 C 的 方法 加 以 一 般 
化 . 定理 3 和 定理 4 指出 在 一 般 依 形 下 怎样 得 到 同样 的 结果 ， 

定理 5 GR FRGESp 是 画 上 不 可 约 多 项 式 ， 那 么 存在 扰 
KzF[2j]/(»), EA di p) 的 根 女 生成 的 加 的 单 代数 扩张 . 

证 明 ”因为 9(w) 是 不 可 约 的 , 所 以 主 理想 (区 是 FL] 中 的 极 
天 理想 ， 因 此 根据 和 13. 3 定理 各 , 商 环 F[x]/C(p) IE —- 1E, "CU 
含 环 和 剩余 类 =+(D)( 该 剩余 类 包含 r) HEE Flp 中 
有 ?Ko 一 0， 

这 个 单 扩张 除 同 构 外 是 唯一 的 。 
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定理 6 4X GE FOO0 de F0) 8 — JR, PF 8 AS SE C E, 
ENDI e FEB—4GKCDY»P S XX, pd JA uode oock OM, ER 
(ww) 与 了 (9) 同 构 。 特 别 洽 好 存在 一 个 天 (Ww) 到 了 (5)》 9 Eds, Aii 
ARZT, utete, F 的 等 个 元 素 与 自 身 对 应 。 

证 明 ”由 定理 4 提供 的 向 构 

FG) € rta] / (pS TCS) 
也 它们 的 合成 PM 

定理 5 可 以 用 来 构 书 各 种 有 限 域 ， 便 各， 从 模 3 整数 的 域 Zs 
出 发 ,对 于 多 项 式 2 一 z 一 1,，0，1，2 三 个 元 肃 没 有 一 个 是 它 的 堆 
点 , BEGE Z [e] 中 是 不 可 约 的 。 所 以 商 环 Zsfw] /#2 一 z 一 1》 
是 一 个 域 去， 它 是 由 它 的 子 域 Zs A s Apki (ERW u) 生成 的 . 
而 且 因 为 [uF]-2, BiDGkA-BE 的 每 个 元 素 可 以 唯一 地 写成 
a 十 bw, 共 中 a, DEF, 因此 下 恰好 有 九 个 元 素 ， 

这 个 域 还 可 以 不 用 商 环 概念 直接 来 构造 . 它 刚好 th JANE 28 
a--bu 的 元 素 组 成 ， 它 们 之 中 两 个 元 素 之 和 由 法 则 

Ca+bu)}+(e+du)=(a+0}+(b+d)u 
给 出 ， 为 计算 两 个 这 种 类 型 的 元 素 之 积 ， 我 们 可 先 按 自然 方式 乘 
出 来, 然后 再 根据 已 给 出 的 方程 避 一 w 十 1 来 化 简 。 其 结果 是 
(ar bu)(o-- du) —ac -+ (ad t+ bc 3-bdu? 
—(ac t bd)-F (adt det ba)u. 
我 们 可 以 详细 验证 , 这 九 个 元 素 a 十 bu(q, 5EZs) 在 上 述 两 种 运算 
之 下 满足 开 的 所 有 公设 .特别 是 ， 非 零 元 素 的 逆 由 下 表 给 出 


1 2 u | 2u 1d» 1+2% 2+a 2+2u 


PE 


根据 上 述 构造 ， 这 个 域 显 然 基 由 剩余 类 域 Za sin u E R d 
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2-cu l-2u 2--?u 


2u | u | lcu 


Zs(w)， 它 是 有 限 域 中 最 简单 的 例子 之 一 ( 见 $153). 

上 述 添 加 方式 可 以 用 到 任意 基 域 上， 如 果 F ERER R, 
POER ERTAS EA +1, 那么 这 个 构造 得 到 域 民 (w)， 它 
是 由 满足 邮 一 一 1 的 数 和 4 生成， 这 个 数 的 性 质 很 象 【一 人 — 1, 
并 且 域 R(w) 实际 上 与 复数 域 C 同 构 ， 这 同 我 们 在 第 五 章 中 用 过 
舶 大 实 数 域 得 到 复数 域 的 构造 方法 稍微 有 些 不 疗 . 

如 果 玉 是 模 p 整 数 的 域 Zu. P) 是 上 其 一 不 可 约 多 项 式 ， 
则 上 面 的 构造 方法 将 产生 一 个 由 元 素 ao 十 am 十 十 ma 组 成 
的 域 。 因 为 每 个 系数 a. 只 有 2 种 (有 限 ) 选 择 ,因此 这 樟 构造 出 的 
域 是 具有 gr 个 元 素 的 有 限 域 , 这 里 是 多 项 式 p(w) 的 次 数 ， 

用 同 料 的 方法 ， 我 们 还 可 以 构 遗 代数 范 数 域 ， 例 如 ， 设 r= 
G(z) 是 所 有 有 理 复 函数 组 成 的 域 ， 假 设 我 们 要 求 把 满足 P= 
(z? 一 1)(z? 一 4) 的 函数 £(2) 添加 到 也 上， 我们 可 以 把 多 项 式 
2 2 f(z, 4) 一 2 一 (z1 一 1)(z? 一 4) 看 作 系数 在 CC2) 中 的 的 二 
次 不 可 约 多 项 式 ， 那么 商 环 玉 =F[ 二 1/(2(1)) 是 一 个 包含 所 有 有 
珠 函数 和 代数 函数 # 的 域 ， 我 们 可 以 把 (C2) 作为 下 的 一 个 元 素 
来 研究 , 而 不 必 对 它 ( 它 是 双 值 的 ) 构 造 黎 曼 面 . 域 玉 RARD E 
ok, 因为 它 是 由 椭 团 积分 


ED Da 


Tr EPIS CHE CERNI. 
如 果 把 定理 6 应 用 到 象 x 一 5 这 样 的 普通 多 项 式 CERE 
SEQ 上 不 可 约 ) 上 上 ， 它 可 以 得 到 由 正 的 必 5 生成 的 Q 的 扩张 


Q(3/5)， 世 可 得 到 扩张 Q(w&/ 8) o LEE aps 
次 单位 概 ， 可 以 证 明 这 两 个 二 QCY5) MUY DERE b 


”有 什么 区 别 , 因为 它们 是 同 构 的 ， 
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粒 梧 地 说 , 3I TH] REDE — R12 XR eA 
个 根 县 有 相同 的 福 质 ， 祖 # 的 记 有 代数 性 质 都 可 以 从 它 所 满足 的 
不 可 约 方 程 推导 出 来 。 有 很 多 这 样 的 同 构 例 子 . 例 如， 复数 域 
C-R(i) 是 在 实数 域 RR 上 添加 方程 后 二 1 一 0 的 两 个 根 士 4 中 在 
意 一 个 而 生成 的 , 四 此 根据 定理 6 ， 存 在 一 个 把 PES SI-IIPC 
的 自 同 构 ， 这 个 自 同 构 刚 好 基 一 个 数 和 它 的 道 常 共 力 复 数 之 问 的 
对 应 a 十 Diez 一 Bi, 
3 E Z E 
Ll. iH T Addc SE SER ON EZB FE: QU 22, QG/—9,QXQD. 
2， 分 别 列 出 一 个 由 党 数组 成 的 非 实 域 与 实 域 O (G5) $i Q (OV 209 
构 . 
3。 证 明 : Er D 在 模 5 整数 城 zs .上 是 不 可 约 的 ， 如 条 把 这 个 $3 
式 的 根 诺 加 到 Zs b 那么 所 得 到 的 域 有 示 少 个 元 本 | 
4. (2) 9 求 出 在 模 2 整数 域 Z 上 不 可 约 的 2 次 和 3 次 区 项 式 ， 
(b) 对 由 元 素 坡 构 虑 加 法 者 和 习 法 者 
5. (a) DEB]: 正文 中 构 遗 的 九 元素 起 的 特征 是 3. 
(b) 对 做 个 域 明 显 地 列 出 周 构 a^a. 
6. (a) RER Z, 上 所 有 二 次 不 可 约 多 项 式 . 
(b) 证 明 : ERES JG, GER: pani bip 
中 每 个 元 索 在 Za 上 是 二 次 的 .) 
7， 证 明 : 1 HANG t (251) (z: 一 荡 在 域 Ctw) 上 是 不 可 约 的 . GR 


zn: 用 $3.9 的 结果 .) 
8. WH: IE Hi BU ME EL EROR Ca, 的 可 以 通过 在 Ca) LEES 


sU ERI EN 


9. A] g(t) 是 可 约 多 项 式 ， BAERE FEI OE PER 


逆 元 素 ? 
I0. 用 $13.3 定 理 6 HAT FEN Go? Y) TEARS 56 — ^ IER, 


© 原 书 此 司 有 误 , 现 接 第 三 版 译 中， 一 译 者 广 ,， 
- 5I0 


$14.4. RASERI IE 

E— A n RAR u ERAP FH, EAE w RAR 

(A) HE — 5 3835 55.28 
w —605-d- aui: * 3-0, 4u?7l, (5) 

共 中 系数 在 了 中， 这 叭 一 的 表述 式 同 一 个 矢量 按照 基 矢 量 1, 
m V un 的 表述 式 极为 相似 ， 这 就 暗示 我 们 运用 矢量 空间 的 笑 
m. 的 确 , 域 五 的 任意 扩张 可 以 看 人 必 域 了 上 的 失 量 空间 ， 只 肥 不 管 
BE 的 元 素 的 乘法 ， 而 把 K ARA ERMA K Bx LEO 
元 素 的 “ 数 乘 * 两 种 运算 当 作 笑 量 空间 的 运算 .这 些 加 法 和 数 彝 运 
算 满 足 笑 量 空间 的 所 有 公设 .如果 这 个 笑 量 空间 K 是 有 限 维 的 ， 
那么 称 域 区 是 了 的 有 限 扩张 , 社 且 把 这 个 矢量 空间 的 维 数 ” 称 为 
Y nox n—DK:FE]. 

例如 , 复数 域 C= 民 (1 是 实 子 域 RORAE $ 5.2 中 那样 ) 上 的 
二 维和 拓 量 空间 ; 由 有 理 数 域 全 和 5 的 三 次 很 上 符 成 的 域 Qt3A/5) 是 
有 理子 域 急 上 的 三 维 矢量 空间 , 等 等 ， 一 般 地 ， 关 于 单 代数 扩张 
的 定理 4 可 以 按照 维 数 重 述 如 下 . 

定理 7 域 刺 上代 堵 元 素 下 的 次 数 , F erer XE 
上 关 量 空间 时 形 (%) 的 维 数 -这 个 矢量 空间 有 一 组 基底 I， 级 =s 
ui, 

fk $ 14. 5 中, RREH fa LAE E [RI B3 75 1E 29TH 
域 F 添加 几 个 不 辐 代 数 元 素 而 得 到 的 扩张 。 但 是 在 讨论 这 样 的 
“多 重 扩张 "之 前 ; 我 们 首先 米 看 一 下 , 这 种 矢量 空间 的 方法 怎样 能 
使 我 们 比较 丈 的 同一 个 单 代数 扩张 F(x) 中 的 不 同 元 崇 所 满足 的 
不 可 约 方 程 . 

关于 矢量 空间 的 一 个 基本 事实 是 维 数 的 不 变性 《矢量 空间 的 


任意 两 组 基 元 素 的 个 数 相 同 )。、 这 个 事实 可 以 应 用 到 域 的 有 限 扩 
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张 这 种 特殊 情形 , 如 下 所 述 . 

推论 ”如 果 域 下 上 的 琴 个 代数 元 素 妇 和 生成 同一 个 扩张 
F(u) -F(2), RA u feo £ F EX Ed Rl, 

一 个 单 代数 扩张 是 有 限 扩 张 , 反之 , 每 个 有 限 扩 张 基 由 代数 元 
3S8 Bs. 

”定理 8 不 的 有 限 扩张 四 的 每 个 元 素 如 在 下 上 是 代数 的 ， 并 
且 满 足 一 个 次 数 至 多 是 名 的 下 上 不 可 的 方程 ， 这 里 二 [下 :下 | 是 
给 定 的 扩张 的 次 数 。 

证 明 — HrEJGAXR G0 9)p nl 3E L w, w, e w^ Ronde 
空间 天 的 元 素 ， 因 此 在 妨 上 一 定 线性 相关 《7.4 定理 5 的 推论 
2)。 所 以 必 有 线性 关系 bor bw erba —0, 其 中 系数 在 全 为 
零 . 可 以 把 它 解释 为 多 项 式 , 于 是 这 个 关系 就 意味 着 妈 在 下 上 是 代 
推论 XGA AF QD 的 每 个 元 党 在 下 上 是 代数 的 ， 

这 个 重要 的 结论 使 我 们 确信 ， 超 越 元 素 决 不 能 出 现 芷 一 个 童 
代数 扩张 中 . 

在 讨论 一 个 特 吻 的 章 代 数 扩张 F(w) 时 , 要 系统 地 应 用 所 满 
是 的 不 可 约 多 项 式 p(e). REEE 2, RAP HERR IUGERA 900 E 
零 当 且 仅 当 多 项 式 (x) 可 被 p(x) 整除 ， 例 如 , 假定 QGO 是 有 理 
数 域 包 上 的 三 次 扩张 , 它 是 由 一 28 十 2 的 一 个 根 # 生成. 根据 爱 
森 斯 坦 不 可 约 准则 (S 3.10)， 这 个 多 项 式 是 不 可 约 的 .这 个 扩张 
QCP HLR w= u 一 定 满足 某 个 次 数 至 多 是 3 的 多 项 式 方 
E. REA HE, RAER A 中 那样 , 按照 1, u 和 w’ dE RE — 
yt- Zu? -- u^, w*-u5-3u5d-3u!—u5 线性 地 表示 出 来 ， 反 复 运 用 
已 知 的 方程 加 = 各 一 2 这 是 可 以 做 到 的 出 此 得 到 

WEU H, w* —3u* — 64 1-4, w? —164? — 2894-18. 
1l, w, w^ 和 ww? Z2 [R] E WR E EXER. Za BIBAT ORAS. 我 们 
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ECBA A 2E PE; FREI u F uh 28 
wi 4 
u= 一 可 十 名 tat 
a "4 (6) 
wu? 一 一 号 十 2w T 


把 这 些 代 入 ww! 的 表达 式 中 就 得 到 所 需要 的 方程 

we? — dw — d4w— 2-0. 
TRAE AEREULIB E BR, 这 个 方程 是 信 上 不 可 的 的 ; E087; ££ (6032 们 
LTEMA u Æ Q GO rh, BEA Q G0 SQ), Tak ww HI — 
个 扩张 ,根据 定理 7 揭 推 论 可 知 , 它们 在 Q 上 的 次 数 都 是 3. 这 就 
意味 着 多 所 满足 的 尾 意 三 次 方程 一 定 是 不 可 约 的 . 


习 题 


L 下列 每 个 数 都 在 怠 的 一 个 单 代数 扩张 中 , 因此 在 Q EXER, n 
每 种 情形 , c B LC IR I d m REESE. 
(a) 24v 8, (b) S 5-5, (c) A 2--A 4, 
(d) ut—1, 3X E u MEE u! —2u4-2, 
(e) witu, 这 里 电视 是 ut 3913. 
2， 证 明 : 实数 域 下 的 每 个 有 限 扩 张 或 震 是 BB 本身 , 或 者 同 构 于 复数 域 
Cc. l . 
3. 证 明 : 复数 域 没有 真有 限 扩张 ， 
4. (a) 证 明 : 如 果 正 是 有 理 数 堪 Q 的 二 次 扩张 ， 那么 正二 Q (wg), 3t 
中 也 是 一 个 整数 , 非 完全 平方 且 无 平方 因子 ， 
(b) 如 果 域 QQ 用 特征 为 的 城下 代替 , 那么 上 述 结 果 还 正确 玛 ? 如 果 
币 任 意 畦 征 的 域 代 替 , 情况 如 何 ? 
5， 未 定 元 4 的 有 现形 式 构 成 的 域 (2) 是 下 的 有 限 扩张 吗 ? 为 什么 ? 
6. HEB: HES p 的 有 限 域 中 元 素 的 个 数 是 2 了 的 轿 . 


7，(a) 证 明 ; EA p EROR Z 上 恰 有 上 也 卫 个 二 次 首 一 不 可 约 多 项 


ms S13 = 


(b) 证 明 : 对 每 个 p. 都 存在 一 个 含有 pP AERES ndis. 
*8， 证 明 : EE p EROR Z LAE TETERE RTA SMA, 
*9. WF EG S TESEES D tAE, 证 明 : 


(a) DPF LS Hu. 
(b) AURIEDOHIEF LORETA, CEARR IA D — 4-3, 


814.0 SERAF 


域 正 的 有 限 扩 张 可 以 通过 一 系列 的 单 扩张 来 构造 .如 果 也 的 
特征 是 c， 那 么 我 们 可 以 证 对 ， 任 意 这 样 的 多 重 扩张 可 以 表示 成 
一 个 单 扩张 , 也 就 是 说 , 它 是 在 了 上 添加 一 个 适当 选择 的 单个 元 素 
而 上 生成 的 。 我 们 将 略 去 此 证 明 , 而 直接 来 讨论 多 重 扩张 的 性质 .一 
般 地 , 如 果 五 是 五 的 包含 元 未 0105.0. 的 任意 扩张 ,那么 记号 
下 (01, 65, 5, €) EZ IBI. cn 0 6 和 丈 的 元 束 生 成 的 的 子 域 (这 
个 子 域 是 由 系数 在 五 中 美 于 o, n, e 的 有 理 形 式 所 表示 的 所 有 
元 素 组 成 的 }， 另 一 方面 , 这 样 的 包 重 扩张 可 以 反复 进行 单 扩张 而 
$83. BA, Fie ce2) 是 单 扩张 二 Fc) 的 单 扩 张 Dee. 

在 求解 方程 时 可 以 产生 多 重 代 数 扩张 ， 在 这 里 引进 适当 的 辅 
助 方程 常常 是 有 用 的 ， 例 如 ,方程 z+ 一 2%? 十 9 二 0 可 以 写成 

a4 —22z? 4-92 (at — Brt- 9) -- 4x? 
= (z1—3)? -- 4g? — 0. 


所 以 这 个 方程 变 为 (于) ~ 一 1， 这 个 公式 志明 , 包含 上 述 给 定 


方程 的 根 % 的 任意 域 , 也 包含 方程 及 = 一 1 38 i A 和 如果 我 

们 把 辅助 量 添加 到 有 进 数 域 QQ 上 , 那么 原来 的 方程 在 Qti) 上 

就 变 为 可 约 的 , 因为 
21— 225 = (32—3--2xi)(z?—3—2xi). 

根据 普通 的 公式 ， 因 式 z?—3—2ix 有 一 个 根 #% = 一 ?十 2、 于 是 
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原来 方程 在 域 K——QQ2,40) 中 就 有 一 个 根 u ii K 可 以 
EQ FAX 2. mmi Wm rhBERQGA2 HE 
组 成 的 ， 因 此 布 可 能 和 包含， 所 以 宇 所 满足 的 二 次 方程 拓 十 1 一 0 
ERRAN ZZ) 上 一 定 仍然 是 不 可 约 的 , 所 以 扩张 QQ 2 D 在 
Qt 2) 上 的 次 数 是 2 , 它 的 两 个 基 元 素 是 1 和 .而 域 QQ(V 2) 
在 Q 上 有 一 组 基底 1, 2. 所 以 在 整个 域 Q(w TZ, 2) 中 的 任意 
元 素 世 可 以 表示 成 
w=(atbv 2)-- (etav 2)i 
—a4 b/ 3 ci -d/ Zi, (7) 
其 中 o, b, c, d 是 有 理 数 ， 于 是 1, / 2,1,/728 这 四 个 元 素 构 成 
Q 上 整个 扩张 正二 QC ,ti 的 一 组 基底 ， 这 种 计算 基底 的 方法 
TARERE T: 
定理 9 PEA Eu, ce, tA Fd FR Y iK e — dnx 
Bo T Wp ce Wm 组 成 可 的 扩张 五 的 一 组 基底 ， 那 各 mm A He t8 
up; CE, nn fis jm Lun m MEE AS E L8 — B XR. 
证 明 ” 荆 中 任意 元 素 y 可 以 表示 成 给 定 基底 的 线性 组 合 y= 


Dira 这 里 系数 ECK. PARE ri 又 可 以 表示 成 了 的 这 组 基 
i 


元 素 的 蘑 线性 组 合 ?) 一 全,jw; ， 这 里 每 个 系数 auEE， 代 人 这 


些 值 , 得 到 
g D agn, 


这 表现 为 已 假定 的 元 素 uw 的 一 个 线性 组 合 ， 这 里 系数 在 了 中 ， 
用 同样 类 型 的 逐次 论证 方法 可 以 证 明 ， 这 mn 个 元 素 在 丈 上 是 线 
性 无 关 的 , 因此 它们 构成 上 的 一 组 基底， 证 毕 
由 定理 9 可 以 得 出 很 多 推论 ， 首 先 ， 我 们 可 以 把 与 所 用 的 竺 
-515° 


FREIE JC Bad bn P: 
推论 ] AXKAFOGdURFGm LAKARI R, RAL 
ROSUATRASE US ADAE | 
[L:F]-[L:K]LE:F] (LDE DF). (85 
推论 2 AXKGEFSokXEÉGn-[pKIFTIS4 IRE GE EAE 
的 每 个 元 素 吕 在 而 土 的 次 数 是 各 的 因子 . 

证 明 元 素 & 生成 单 扩张 F(w)， 因 此 根据 (9) 式 有 n= 
[KFF (0) :FW]， 这 里 第 二 个 因子 是 我 们 所 考虑 的 元素 勾 的 
次 数 . 

推论 3 有 限 扩张 EDF 的 元 素 utters 
{KEK:F1= [uF]. 

证 明 ”如果 站 在 也 上 满足 一 个 次 数 为 [ 羽 : 到 的 不 可 约 方 程 
那么 2 EF EHE CEA FO. REDOR, XOT EG, 
ST K. 

推论 4 X KSF (prgn oy) E BT AE you yr 生成 
的 域 , GE E GE S gu AAM iLE FO e ga) 上 是 
代数 的 ， 那 么 下 是 下 的 有 限 扩张 ， 下 中 的 每 个 元 素 在 天 上 是 代数 
的 . 

证 明 Ak CF o a Siu TO ,81-1)] 是 有 限 
的 , 因此 根据 推论 1 , EMRA: FEAR. WEER, K 
ridge XE EP Ed. 

Hub 加 果 pG)AGA PF E—A^CGOÓKARTÉESWmHA,EKARAF 
& 27 UA IE, 那么 J(w) 在 玉 上 是 不 可 约 的 . 

这 个 推论 特别 意味 着 ， 三 次 不 可 约 方 程 问 不 能 授 过 运 次 求 平 
方 根 的 方法 来 解 , 这 是 因为 , 把 一 个 平方 根 添 加 到 域 了 上 ， 或 者 全 
然 没 有 给 出 扩张 , xat n re dE, 所 以 由 任意 多 个 平方 根 得 到 
的 扩张 K-F( a, bs c, XE 2d 2. Hi 
= 5Í65- 


据 推 论 5, 这 个 扩张 决 不 包含 给 定 三 次 不 可 药方 程 的 根 ， 

为 证 明 推 论 , 假定 p(x》 在 2" 次 的 域 玉 上 是 可 约 的 ， 那 么 三 
次 多 项 式 p(w) 一 定 至 少 有 一 个 线性 因 于 2—8,. TEK d ple) 
(38 u. 但 是 根据 排 论 2 ,这 种 在 中 上 的 次 数 为 3 的 元 素 % 不 可 能 
包含 在 刺 上 的 次 数 为 2 的 域 蕊 中 ， 这 就 证 明了 2) 在 及 上 是 不 
.可 约 的 . 

这 个 推论 是 下 述 定理 的 代数 基础 :只 用 直 尺 和 贺 规 术 可 能 解 
一 般 的 伴 立 方 或 三 等 分 任意 角 这 样 的 经 典 问 题 ， 任 意 这 样 的 必 图 
问题 可 以 化 为 解析 的 形式 ， 这 个 问题 的 对 象 是 由 一 些 点 和 直线 组 
成 .对 于 某 一 组 坐标 轴 ; 这 些 点 的 坐标 (和 这 些 直 线 的 方程 中 系数 
之 比 ) 是 一 个 实数 集合 , 它 生 成 某 个 甸 实 数组 成 的 域 E. 在 用 直 尺 
和 圆规 作 图 时 , 每 一 步 都 提供 类 上 毕 新 的 点 和 直线 ， 可 以 证 明 @, 相 
应 的 新 的 数 域 或 者 是 也 本 身 或 者 是 五 的 二 次 扩张 ， 因 此 重复 上 述 
作 图 便 产 生 点 和 直线 的 集合 , 它 对 应 于 吾 上 的 2" etd E. 

现在 考虑 和合 立方 向 题 ， 间 题 的 对 蒙 是 由 三 个 坐标 加， 每 个 轴 
上 的 一 个 单位 线段 ， 以 这 些 线段 为 边 的 一 个 立方 体 组 成 ， 这 个 问 
时 是 作 另 外 一 个 具有 两 倍 体积 的 立方 体 ， 这 个 新 立方 体 的 边 长 将 
满足 方程 a0 —2— 0. 根据 爱 森 斯 坦 定 理 ， 这 个 方程 在 有 理 数 域 Q 
上 是 不 可 约 的 (这 个 域 包 与 问题 的 对 象 有 联系 ) 。 很 据 推论 5， 在 
对 应 于 直 尺 和 了 呆 规 作 图 的 瑾 六 上 , SHA c —2 还 是 不 可 约 的 . 
此 通过 这 种 方 尖 不 可 能 构造 出 (比如 说 沿 > 轴 ) 一 个 线段 ， 使 它 是 
fer iex. 

三 分 角 问 是 可 按 类 似 的 方 兴 处 理 , 问题 的 实质 在 于 , 写 出 一 个 
用 整个 角 的 余 攻 来 表示 三 分 之 一 角 的 余 强 的 三 角 方 程 ， 对 于 大 多 
数 角 来 说 , 这 又 给 出 一 个 三 次 不 可 约 方 程 . 


D FRE RREFERA: [E OBDHD 52; EE —ik ng. 直线 ( 直 尺 ) 的 方程 
是 线性 的 . 
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E 题 
1， 在 定理 9 cb, FAEN: mm Awg uas 在 三 上 线性 无 关 . 
2 证 明 : 正文 中 所 处 理 的 方程 os 一 3zz 二 9 在 R 上 是 不 可 约 的 . (提示 : 
MEQ 2, DREN.) 
3. 证 明 : 如 果 pODAERF LIKENIS, EE 是 加 的 有 限 扩张 ， 其 
该 数 与 8 互 率 , 那么 J (zc) 在 上 是 不 可 的 的 ， 
4。 确 定 有 理 数 域 入 上 的 下 列 各 内 重 扩 张 的 次 数 , 并 说 明理 由 。 
(a) QB, 1), (b) QYS, 4/2, 
(c) QIB, 8/2), (d) Q(/8,3--/50), 
(e) QZ, u) XX HL u if. u*- E 6u-- 20, 
E QE, —5, 4/7), () QG3,V2). 
8. WAM 4E B i EAE Q 土 的 一 组 基底 . 
6， 和 确定 下 列 多 项 式 在 指定 的 域 上 是 否 是 不 可 约 的 , 并 给 出 理由 ， 
(a) z'--3, E QV T) E: , 
(b) a*--1, E QQ/—2) E; 
(c) z!--8z—2, d£ QV 2) E 
(d) a5--3213—92—6, 2€ QU 7 ,/ 5,14-D E. 
7， 在 下 列 每 种 情形 中 , 确定 给 出 的 数 w 是 否 生 咸 给 出 的 有 理 数 域 届 的 
pk. 对 每 各 情形 证 明 你 的 符 案 是 正确 的 ， 
(a) u-3/7 , YEQQ 7) 中 
(b) u4/2 A5, EQ Z, 5) 
(c) u--2--3/ 9, dE Q3) 
Y LE ERVE) hs 
(e) u—v*-4-v--1, Œ Q (o)rB, iX B. v ME t550. 
8. “一 4 十 5r3 十 2r 一 14 在 有 理 数 域 Q@ 上 是 超越 的 还 是 代数 的 ? 30 UE 
dt 
9. 证明: EEEF ARI uk, ÉASTRIEPF bU E RERE 
P 上 年 成 整个 K. 
10. (a) $H cos38 抬 出 cos MERAB, 
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(d) u= 


(b) EA: 4 30—60" 时 , 这 个 方程 在 Q LERTA GERE 60" 
角 不 能 用 直 尺 和 加 规 三 等 分 ). 


811.6 ft fm 数 

代数 数 各 是 满足 含有 不 爹 为 零 有 更 系数 的 多 项 式 方程 的 复 
5. m 

matautia decas —0, (a,€Q, a; 不 全 为 零 ). (9) 
” 换 句 话说， 代数 数 是 在 有 理 数 域 人 上 代数 的 任意 复数 .在 讨论 域 
的 扩张 时 , 我 们 反复 用 到 代数 数 的 例子 , 例如 d, 一 2, 5/3, A 
Qe. 

X38 10 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 可 数 的 . 

验证 这 个 命题 需要 我 们 扒 述 一 下 对 所 有 代数 数 进行 计数 或 排 
列 的 方法 首先, 我 们 把 它们 所 满足 的 方程 都 列 出 来 ， 我 们 注意 ， 
代数 数 所 请 忠 的 方程 (9) 可 以 用 它 的 有 理 系 数 的 公分 母 去 乘 , 于 是 
得 到 一 个 含有 不 全 为 零 的 整 系数 的 方 各 ， 可 以 眉 定 这 个 方程 的 首 
项 系数 是 正 的 .我 们 知道 这 些 多 项 式 的 所 有 可 能 的 整 系数 是 可 数 
的 , 例如 列 为 0 +1, —1, +2, 一 2 +3, 一 3，…， 全 体 整 系数 线性 
多 项 式 可 以 排 成 一 个 阵列 , 如 


一 一 ~ =- m 


. H — h an 
xz xti., aTh EAE x25 Xt. 
"i 一 ~ 一 一 "P 
xr Ztl, -x-1; Xt2, -x= 26 一 
2-7 - 
x4 ixtn zr-1s Artis R*- ra 2x8. 
o Praed 
ax zæ zx- f, lza ta, 2z- -2x43， = 


3885.24. 82 AE 8T A H RE A D AE Paz 235 30 EH. E E EAE B3: TR £x 7C 
K., 把 所 有 线性 多 项 式 排 成 一 个 单列 , 其 结果 是 

z, —42,424-1,2—1, —z4-1, 2z, —2z, 22 1-1, 一 2 一 1,……， 
然后 我 们 再 求 出 二 次 多 项 式 的 长 方形 阵列 ， 这 只 要 把 各 种 二 次 项 
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ma? 添加 到 上 述 单列 中 的 每 个 元 素 上 ， 由 此 阵列 我 们 又 可 得 到 
一 个 包含 所 有 二 次 多 顶 式 的 单列 ， 对 高 次 多 项 式 也 如 此 去 散 . 
当 对 每 个 次 数 揭 多 项 武 都 按 此 法 做 完 之 后 ， 结 果 得 到 由 这 些 单列 
组 成 的 阵列 ， 其 中 第 % 行 是 包含 所 有 nn 次 多项式 的 单列 ， 再 取 这 
^ EE BS E fa TCR, 把 它 展 开 , 我 们 就 得 到 包含 所 有 多 项 式 的 一 
个 单列 ， 在 此 单列 中 , 每 个 多 项 式 都 用 它 的 根来 代替 , 并 去 挤 那 些 
重复 的 很 ， 这 个 结果 就 是 包 舍 所 有 整 系数 多 项 式 的 根 的 单列 ， 这 
也 就 是 说 , 所 有 代数 数 是 可 数 的 . 

定理 10 的 一 个 推论 是 : 全 体 实 代数 数 是 可 数 的 .但 是 康 托 
对 角 线 法 证 明了 ($ 12. 3 定理 5) 所 有 实数 组 成 的 集合 是 不 可 数 的， 
因此 实数 集合 大 于 所 有 实 代数 数组 成 的 集合 ， 这 个 论证 对 实 超越 
数 的 存在 性 给 沿 一 个 间接 证 归 ， 我 们 把 这 个 结果 叙述 如 下 ; 

推论 不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 ， 

最 初 有 很 多 数学 家 不 相 情 康 托 的 论证 ， 因 为 这 个 论证 没有 给 
出 任何 特殊 的 实 超越 数 ， 但 是 现在 , 他 的 论证 已 被 广泛 接受 , 并 有 
可 能 对 这 个 推论 给 出 更 明显 的 证 明 ， 

定理 11 所 有 代数 数组 成 的 集合 是 一 个 壤 ， 

我 们 只 须 证 明 , CE SEES TORO, v0 的 和 、 积 、 差 、 商 仍然 
是 代数 数 .但 是 所 有 这 些 组 合 都 包含 在 由 和 9 生成 的 得 数 域 的 
FRQ op, EA u ELERA, 所 以 QGO 是 Q@ 的 有 限 
扩张 ;因为 b 在 Q(w) 上 是 代数 的 , 所 以 QC, 36 QG0 的 有 限 扩 
张 ， 因 此 根据 定理 9,Q(w, v) 电 的 有 限 扩张 ， 于 是 它 的 每 个 元 
素 是 代数 数 ( 定 理 8), 证 毕 

如 果 系 数 在 加 中 的 知 个 多 项 式 方程 的 根 在 克 中 ， 那 么 称 城下 
是 代数 完全 的 了 在 这 样 的 域 而 上 每 个 多 项 式 SAA, 因 


O ”有些 情况 下 用 “ 居 数 六 (algebraically closed) gtt AERA algebr- 
aically complete)”, (825 BE 33 Ern 4e 2536 Eb, RU Fee SE n e X TR b ET. 
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此 fc) 有 线性 因子 一 ce， 所 以 下 上 仪 有 的 一 类 不 可 约 多 项 式 是 
线 狂 的 ， 因 而 代数 完全 域 了 上 每 个 多 项 式 都 可 以 写成 线性 因子 的 
乘积 ( 象 $ 5.3 公式 (1 了 ) 中 所 表示 那样 ). 进一步 , 除了 至 本 身 之 外 ， 
不 可 能 有 玉 的 单 代数 扩张 ， 于 是 我 们 得 出 结论 ， 域 下 是 代数 完全 
的 当 且 仅 当 五 没有 真 单 代数 扩张 ， 代 数 基本 定理 (3 5. 3 定理 5) 断 
言 ， 复 数 域 是 代数 完全 的 . 

定理 12 入 有 代数 数组 成 的 域 4 是 代数 完全 的 ， 

证 明 取 多 项 式 方程 人 ?十 Ws! 十 "十 Wo 一 0， 它 的 系数 和 
都 是 轧 中 的 代数 数 ， 这 些 系 数 生 成 一 个 扩张 K-—QG»s ou 6, 
wx-!1)， 根 据 定理 9 的 推论 4， 它 是 有 理 数 域 Q@ 的 有 限 扩张 .给 定 
的 这 个 方程 的 任意 复 根 " ERE LEIBH, MA KOEKA 
限 扩 张 , 因而 也 是 Q 的 有 限 扩 张 ， 根 据 定理 8 , 这 个 扩张 中 的 元 素 
r 则 在 Q@ 上 是 代数 的 . 这 就 完 味 荐 要 是 一 个 代数 数 ， 所 以 也 就 
在 4 中 , 因此 总 是 代数 完全 的 .， ” 证 毕 

我 们 现在 把 域 己 修 入 到 由 所 有 代数 数组 成 的 代数 完全 域 4 
中 ， 把 实数 域 R 人 能 人 到 由 所 有 复数 组 成 的 代数 完全 域 C 中 .这 些 
结果 是 下 述 一 般 定理 的 特殊 情形 , 这 个 定理 指出 , ERRIRE E 
样 都 有 一 个 扩张 4 , 这 全 4 是 代数 完全 的 , 并 且 4 中 每 个 元 素 在 忆 
上 是 代数 的 (参看 $ 15.1 的 附录 ) | 

代数 数论 已 发 展 得 很 完整 ， 它 主要 研究 代数 数组 成 的 域 K, 
它 是 有 理 数 域 久 的 有 限 扩张 .这 祥 的 域 称 为 代数 数 域 。 我 们 下 面 
考虑 这 个 域 的 算术 性 质 ， 


习 


1。 通 和 寺 求 出 下 列 每 个 代数 数 所 满足 的 有 型 系数 方程 米 说 明定 再 11: 
(a) x 2 3, (b) ww —1ft8 8, 


Ev 
3 
(6) VTE h (d) Iiv? 
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(e) uv ZE, 2, XX IH uE Tu 14-0. 
2. (a) W: dua So DIECO E) mifi nO Heo 
次 数 不 超过 ma. 
(b) € 
(c) EI: E t RENE u 是 代数 数 , 那么 1 和 c 都 是 超越 - 
3&. 对 后 一 种 情形 , 我 们 假定 #0. 
3. JBSEOERET FUE 3T Pl tB DEM RICE BUR BC Elo UEBER 12. 
(a) z? 4-324. 2 —- 0, 
(b) zt 3 z—4/ — 120, 
(c) z!C wv 3z4-1--9/2 —0, , 
(d) x--u4-2—0, 3 HB u 3E Jj u-t Sut 104-5 0 的 根 . 
4. ZEM 10 P EHE n ETHER HH S DURS, 列 出 所 有 二 次 性 项 式 所 组 不 的 草 
列 的 前 16 3, o 
S. REM 10 1EM: 国定 次 数 的 也 有 代数 数 经度 的 集合 是 可 数 的 ， 
8， 证 且 : 可 数 域 的 在 意 有 限 扩张 是 可 数 的 . 
7. WEB]: 在 域 再 的 任意 可 数 子 城 妨 上 是 代数 的 所 有 元 周 组 成 的 案 合 A 
X nr Sd. 
8. (a) 证 明 : 存在 一 个 实数 , 它 在 QGO EX ii. 
(b) 用 习题 7 和 3.4 的 定义 证 明 : EXE RT BE EA ICE SE. 
9. RAHEEM 夫 的 证 明 中 隐 含 地 用 到 下 面 的 超 限 算术 公式 : 
{a) 存在 dt: d A n RENAR. 
(b) 存在 dod Ld O3] d 2D 一 中 个 允 项 式 ( 所 有 次 数 ). 
*10. (a) Wu 县 任意 丽 定 的 实数 ， 通 过 把 a cu! ARARE: 存在 
常数 克 ( 访 ,个 得 不 管 是 否 有 |z 一 如 到 1, RA aw IN I—ul. 
(b》 设 了 lg} 是 实 系数 多 项 式 ,# 是 任意 实数 ,证 明 : 存在 一 个 与 了 和 
有 关 的 常数 形 , EATE ERA r-u] 二 1, 都 有 | f 6 一 了 (Ww) EM], 
*11, MORIR UE r WERKENDE fG)-—0. WE Sl: 如 果 


水 和 是 适合 | 于 ,那么 入 全 )=9. 
(ua: 用 习题 10， «jt n (rene w 的 有 理 数 . ) 


*12， 证 明 : mR u EAA, IETF u ILORA RAR A a E S 
1522 * 


zeit |u— | «d Ga Betis 0, 382, v RR. (im: AR ok 
k 上 n; 
SOR 7 那么 由 习题 11 得 到 , 对 所 有 充分 大 的 国有 有 E=. ) 


*13. 请 趾 习题 12 BH Ue A FAE (Liouville) 数 (超越 
o. 


(a) 证 明 : 7107" —0.110001-— 3E XI AE Ze 


k=l 


(b) BEZUIH PS A- BH ol E I s 


$14.7 W Mj "E S 


高 斯 整数 是 其 分 量 口 ， 都 为 整数 的 复 儿 arbi. IEXOX 样 
的 高 斯 整数 油 足 整 系 数 的 首 一 多 项 式 方程 中 一 2aa 十 (os 十 罗 2) 
=0, 固 此 它 是 代数 数 .， 两 个 高 斯 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 高 斯 整 
数 , 因此 全 体高 斯 整数 构成 整 环 也 Li]， 在 这 个 整 环 中 可 以 考虑 可 
除 性 和 分 解 成 素 ( 不 可 约 ) 因 子 的 问题 . 

HERE o, 引进“ 范 数 "( 是 整数 , 或 者 不 是 ) 是 方便 的 XE 
o=r+si, Wi a Nio) ko i Eh JM e o*r ei Hy 
R: ， 
N(a)-2o0*-—(rctsi)(r—si)- ng. (10) 
这 个 范 数 隶 远 是 非 负 的 ， 并 且 是 c 绝对 值 的 平方 ， 对 任意 两 个 复 
Z of r, 我 们 有 

N(av)—N(oa)N(c). (I1) 

XX AB AREAS EIE IM N Co HRHPESIERA, 换 句 话说 ， 它 是 由 非 

THR o iB eDSERRAPEGECMGREBEEEBIERAIS TCeE, (8 
斯 整数 的 范 数 是 (有 理 ) 整 数 呈 . 

现在 回忆 一 下 包含 可 除 性 的 一 般 概念 (83.6). ZERA 


(D Him E3astEm& ELULT. 一 一 详 省 注 . 
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是 这 样 的 高 斯 整数 : & 生 0， 它 的 倒数 ac! 也 是 一 个 高 斯 整数 ， 那 
AH aait, BEA N Cac!) 2 NC) N (ac!) 一 1， 因而 单位 的 范 
iE ENa) BOO 式 可 以 着 出 ，2Z[ 让 的 单位 上 只 能 是 土 1 
Fi. dg Z[ 详 中 两 个 高 斯 整数 可 第 此 整除 ， 则 称 这 两 个 整数 
É Z[i joda, AEE Zire 的 相伴 只 能 是 十 和 xia. 

有 理 素数 5 在 乞 [5 中 有 四 种 不 同 的 分 解 

5:- (14-20 )(1—2i ) - (2i —1)( — 2i —1) 
—(2-i)(2—i)-(i—2)(—i—2). (12) 

XXE ZERO ER. EXE EE 05, 例如 , 2+i= $(1—2i)fn 2—6£— — i C1 
T2i0, 其 他 各 种 情形 中 相应 的 因子 也 都 是 相伴 ，《I2) 中 的 每 个 因 
子 都 是 素 的 中， 例如 ， 如 果 2-36 Aa A 2-c-$—aB, BA 
N(2- ci) 252 N(a)N CB), MVN Ca) GEN (BD) 88 1, BRE a 
(或 者 甩 ) 是 单位 .12) 式 的 各 个 因子 本 质 上 只 给 出 5 的 一 个 因子 
分 解 , 因为 在 任意 分 解 5 一 ?6 h, NCG) 28 NC )N C2, 所 以 每 
个 不 是 单位 的 因子 一 定 有 范 数 5. 通过 试验 我 们 发 现 , 范 数 为 5 的 
所 有 高 斯 整数 就 是 (12) 式 中 窟 出 的 那些 

田 一 方面 ， 有 理 素 数 3 在 天 [ 中 是 素 的 . 假定 3=wap8， 则 
N(a)N(B) -9, TÆ N(a)|9. du N(a) —1, WE a 是 单位 ; mE 
AN (e) — N (atdi —3, M a? 4-5?— 8, 7RBT EUG 3E C o Ta bi 
等 式 成 立 ， 因 此 在 高 斯 整数 环 中 3 没有 真 因子 &. 

高 斯 整数 的 叭 一 因子 分 艇 定理 可 以 通过 构造 除法 算式 来 证 
HH, 这 个 算式 类 位于 对 普通 整数 和 多 项 式 用 过 的 除法 算式 . 

定理 13 对 于 给 定 的 高 斯 整数 % 和 有 忆 天 0 £r vh HAE EC oy da 


pid 


a—fy--p, NO(p)-N(f). (13) 


D 即 不 可 分 解 的 , 其 定义 见 后 , 它 与 有 理 素数 即 普天 素数 的 定 六 不同 ， 一 说 
gut. 
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证 明 RANG tsi HE, ERr 和 3 是 与 有 理 数 7 
MsR. WA 


=r + +L) (Cs—8 i1=pto, yor'cs'i, 
iier Id, lo! <}, MA 
N(g)— (r—7)!- G—s «d e rt. 


上 述 方 程 现在 可 写成 4 二 By 十 Bo, Je o, Fy 都 是 高 斯 整数 ,因此 
fo 也 是 高 斯 整数 , dd Box NC) = NEN OANE). 
证 毕 
引 理 1 两 个 高 斯 整数 mi 和 os 有 最 大 公国 也 5, 它 是 一 个 可 
ATA =f tpa 形式 的 高 斯 整数 ， 其 中 户 和 Bs 都 是 高 斯 
Xd 
证 明 ”通过 轧 转 相 除 , 我 们 可 以 构 坦 欧 几 于 得 算 共 , 它 很 象 有 
理 整数 情形 (6 .7)，(13) 式 的 逐次 余数 p 的 范 数 越 来 越 小 , 因此 
这 种 第 沾 最 终 会 结束 ， 最 后 的 非 稚 余 数 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大 公 
HF. irs 
JA—A-YEBH EE AA XR Li] 中 的 上 as HEREDUSETR Qa, a) 出 
UA. fn RERIBG rR BREST CE RUE X), JF 
RODAM, 写 m — yi pi, com yat os. KERA pi 都 在 
理想 中 ,并且 它们 的 范 数 小 于 5 的 范 数 , 因此 一 定 是 零 ， 所 以 一 
371， 呈 一 62， 于 是 和 是 公 因子 .因为 5 在 这 个 理想 中 ， 所 以 它 
有 形式 6= Pa 十 Baz， 因 此 它 是 m 和 oz 的 每 个 公 因 子 的 人 异 数 . 
所 以 5 就 是 我 们 所 要 求 的 最 大公 因 子 . 
高 斯 整数 分 解 的 其 余部 分 可 同 有 理 整 数 的 情形 〈817 和 
8 1.8) 及 多 项 式 的 情形 (§ 3.5 和 $3.8) 完全 一 样 地 进行 处 理 ， 因 
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JE SR 3X HE EUBORGX TE EDU ZR, 一 个 高 斯 整数 r , 如果 它 不 是 0 
也 不 是 单位 ， 而 且 它 在 名 [ 订 中 的 因子 只 能 是 单位 和 的 相伴 ,如 1 
Wk 是 素 的 ， 我们 可 以 证 明 

引 理 2 tkrk, EZ ma TEA rla zg rl- 

定理 14 每 个 高 斯 整数 0 可 以 表示 成 素 高 斯 闲 数 的 冬 积 避 二 
mma. 这 个 表达 式 实质 上 是 唯一 的 ,所谓 突 质 上 是 唯一 的 是 指 ， 
任意 其 他 表示 成 素 高 斯 整数 之 积 的 分 解 式 有 相同 的 因子 个 数 ， 
并 可 重新 排列 使 得 相应 仔 置 的 因子 是 相传 ， 

为 了 适当 地 推广 这 些 概 念 ， 我 们 首先 研究 一 下 高 斯 整数 所 满 
是 的 不 可 约 多 项 式 方程 ， 如 果 ww 一 5 十 本 是 高 斯 整数 ,而 不 是 有 理 
SEC Hz 55-0, 并 且 & 一 定 满足 一 个 二 次 不 可 约 方 程 ， 这 就 是 

l'z— (atoi) [es— (a—bi) ] —a3— 2az -- (a? 4-5?) —0. 
CJÉUUR EU fS RAHE- RARE, qc, AERO, 
如 果 数 + 十 si 在 域 QG hill t — GR CHE MPH RI £922, 那么 
XXE Nu EDEN, KAH 

定理 15 在 域 Qt) 中 的 一 个 数 是 高 斯 整数 当 且 仅 当 它 AQ 
上 所 满足 的 首 一 不 可 约 方 程 是 以 整数 为 系数 


3 题 
1 把 下 列 各 高 斯 整数 分 解 虑 素 因子 乘积 : 
5, 8i, 6i, I1, 1—75. 

2. 求 硬 下 列 每 对 高 斯 整数 esL a, 的 最 大 公 困 子 , HECH TME Bia， 
十 Bsc 的 形式 : 

(a) 3--6i 和 12— 34. 

(b) 5 十 3 fn 132-184. 

3， 求 出 13 BOUT É RE BS ELTE CLR GRE E EDO BO, HEH: 
任意 两 个 分 解 仅 差 相 伴 , 


D 在 下 一 节 中 (定理 16), x 0E E B 6 OU S8 HT OE HR. 
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4. 证明 : 由 高 斯 整数 构成 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ， 
5 (a) 用 胸 岂 里 得 算法 证 明 引 埋 1 
(b) 证 明 引 理 2, 
5， 由 引 理 2 证 明定 理 14, 
7T. (a) WEBS: 有 再 素数 2 在 包 [ 记 中 是 党 的 当 和 全 仅 当 汶 程 江 十 护 二 台 
WAER H N. 
(b) 证 明 : CEEA p —4n--3 HAAR KTE Z LU] PERN. 
*&. (a) 证 明 : Ñ Zir] (p, z'--0) BE ZDi]/ (p) 同 构 ， 也 与 
Zt z]/ (2 +D AH. 
(b) EM: ZTij/(p) AE Sk SR sp BL M pdEZ[Ó] 中 是 素 的 ; 
Z,[ 2] / (224-1) E B 9 EL L2 a — 1 (mod p) Z spit-ti S8 
te》 BRE DGERZDZLORSREE(SIS.2 定理 6) , 证明: AE p — 4n 1, 
那么 i25 - 10mod p) E Zi d UR RC. 
(d) 证 明 : p=4n 十 1 在 2Z[ 记 中 不 可 能 是 素 的 ， 
可 是 9713 都 指 的 是 由 数 s 二 By 一 (其 中 o 和 8 是 整数 ) 构成 的 政 环 
也 [ww 一 引 ， 
o. a Ege 到 (ae 十 pw —2) — at 205, 并 列 出 它 的 性 质 . 
10. EAER PIV 一 2] 中 的 除法 算式 . 
11， 证 明 整 环 ZIV 一 2] 中 量 天 公 因 子 的 在 在 性 
12. SUB JEUESI ZIV 一 1 中 的 唯一 因子 分 解 定理 ， 
13. dE ZIV 一 343 中 ,把 下 列 各 数 因 子 分 解 : 5, 1 十 3w 一 2,2 十 WV 一 2. 
14. (0 在 ZU 3] 中 求 一 个 不 同 于 士 1 的 单位 ， 
(b) 证 明 : EZV 2 JH TERES £A db ir, Gu. 用 一 
AA ERIE. ) 


$1.8 代数 整数 


一 般 地 ， 和 如 果 代 数 数 满足 的 有 理 数 域 上 首 一 不 可 约 方程 是 
UER ARA, Hp 


Plu) —a, aiu ba, aw ru" —0,0, 是 整数 4) 
Ap POE Q LERTO MARERE. HER 
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满足 的 不 可 约 方程 刚好 是 线性 方程 2— 20. 所 以 一 个 有 理 数 


是 代数 怠 数 当 县 仅 当 它 是 一 个 普通 意义 下 的 整数 ， 于 是 艺 的 ( 普 
通 ? 浆 数 称 为 有 理 整 数 , 以 恒 同 其 他 代数 整数 相 区 别 ， 如 果 和 代数 数 
“二 0, 和 ?1 都 是 代数 整数 , 那么 称 * 是 单位 。 

在 检验 给 定 的 代数 数 是 否 是 代数 台数 时 ， 不 一 定 要 供 助 于 不 
可 约 方程 , 而 依赖 下 面 的 定理 . 

定理 168 一 个 数 是 代数 整数 当 且 人 充当 它 在 名 上 满足 一 个 整 
系数 首 一 多 项 式 方程 。 

证 明 ”假设 w 是 某 个 整 系数 首 一 多 项 式 C4) 的 根 ， 在 Q 上 ， 
还 满足 一 个 不 可 约 多 项 式 C2)， 它 可 以 取 为 整 系数 的 ， 这 些 系 
数 的 任意 公 因 子 可 被 消去 , 因此 我 们 可 以 假定 Pa) 的 系数 的 最 大 
公 因 子 是 1， 这 也 就 是 说 , 在 § 3. 9 的 意义 下 。3Kz) 是 由 质 有 上 系 
数 多 项 式 组 成 的 整 环 Z[s] 中 的 本 原 多 项 式 ， 因 为 已 知 的 多 项 式 
fz) 是 首 一 和 甸 项 式 ,所 以 也 是 本 原 和 蜀 ， 由 定理 2 我 们 知道 ,以 4 为 
根 的 多 项 式 f(z) 在 Q[z] 中 一 定 被 4 所 满足 的 不 可 约 多 项 式 pe) 
整除 , Fie (2) 二 9(w)pClx)， 于 为 了 和 了 P 都 是 本 原 的 ， 所 以 根据 
$ 3.9 引 理 3 可 以 断言 ， 商 式 4(2) 也 具有 整 系数 ， 那 么 了 (z) 的 首 
项 系数 了 是 4 和 了 的 首 项 系数 之 积 , 因此 土 P(z) 是 首 一 多 项 式 , 根 
BELON Xa u 是 代数 整数 

一 个 数 昌 然 敌 起 来 不 象 代数 整数 , 但 实际 上 可 能 是 代数 整数 ， 


pim u-17 5 看 起 来 象 一 个 分 数 ,但 它 满足 方程 

144/585 1—4/5 EN — 

ey Sene nios 
XAOSERESH— ORUECS RR, NOMBRE FUR ERO LU TE Sc 
due PUONOEONIU ZEN BRZO LEE CURE TART 


成 单 代数 扩张 下 一 QQ 人 wd )， 不 失 一 般 人 性 ， 我 们 可 以 假定 @ 是 一 
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个 整数 昌 无 平方 国 于 (1 除外 )、 这 先是 我 们 所 要 考虑 的 情形 : 
定理 17 4- X d-^1 REGE XE d HRR, PE Ed —2 x d= 

3(mod 4) && f WT, QC d ) v ei CREE EX ab d (其 中 

f dk ade b JUR RENE) E X. dg s d= modh, QG d) 


中 的 代数 整数 是 形 EC ade b E RE BO) 

WEBS ”作为 预备 知识 , 我 们 注意 到 , a—1(mod 2) 意味 着 a=1 
二 27, Alee —14-Ar-FAr?z1(mod4). Aliis, 

4 三 1(mod 2) "WHEN a^ 1(mod 4), (15) 
a=0(mod 2) 可 推出 aà?2:0(mod 4), (16) 
于 以 一 个 平方 数 总 同 余 于 0 或 1, mod 4. 

Q GT) itii statu P d. spero b.e 
无 公 因 子 ， 为 了 排除 有 理 数 的 平凡 情形 ,我 们 假定 5-50. M2 u 
天 请 足 的 二 次 首 一 布 可 约 方程 是 

+o A —b/d 
CaS 


2 
一 一 好 十 z7 一 0 (17) 


2a a! —dh? a 
AR «dq EE, 那么 这 些 系数 二 和 一 三 一 也 一 定 是 整数 . 所 


2 — p4 ` 
at " dg? 和 人 都 必 是 整数 ， 所以。|24，c?|1445?。 央 为 


已 假定 4 不 含 平方 因子 , 所 以 包含 在 e 中 的 任意 素数 gp 二 2 一 定 同 
时 整除 & 和 六, 这 与 4,8,5 无 公 因 子 ( 士 1 除外 ) 的 假定 相 蔬 盾 . EA 
于 类 似 的 理由 , 41e 是 不 可 能 的 , 所 以 只 能 选取 c= 二 1 和 6 一 2. 
MEHE d= A dAs=3(mod 4) 的 情形 , 取 6 一 2 在 这 种 情 ] 
下 ，(17) 式 最 后 的 系数 全 一 86- 一 定 是 整数 ,于 是 中 二 d67(mod 4), 


4 
* S29 = 


&p E b z21(mod 2), Wb? 1(mod 4), 3E Ha?zdb?z22 或 Xmod 4), 
3k 5j 2 RU (19) 80 (16) 38778. 4 b—0 (mod2), M a^e20 (mod 4), 
因而 4 二 0Cmod 2), 所 以 a, b, e 有 公 因 子 2， 无 论 哪 一 种 情形 ， 我 
们 都 得 出 c 一 1, 所 以 Q(vVG) 的 所 有 代数 整数 是 形 为 es 上 za/ d Br 
数 ， 反 过 来 , 这 种 形式 的 数 所 满足 的 首 一 方程 (17) 具 有 整 系 数 ， 

剩 下 的 情形 g=I(modd) 可 以 类似 处 理 ,除了 可 能 出 现 a=b 
zl(mod2) Ifi JE EUM, 其 余 都 类 似 ， 

推论 。Q 上 任意 二 次 域 中 ， 所 有 代数 整数 组 成 的 集合 是 一 个 
整 环 . 

证 明 ”定理 17 中 所 表示 的 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍然 是 这 种 
形式 的 代数 整数 0 ER 

下 面 的 任务 就 是 把 这 个 和 推论 推广 到 任意 代数 数 域 上 . 


习 BH 


1. WEB: 每 个 单位 根 是 代数 整数 . 
2. (a) Rw 中 的 所 有 代数 整数 和 所 有 单位 ， 这 里 巴 是 复 三 次 单 位 


(b) EH: Qo) 中 每 全 章 仔 都 荐 单位 根 ， 
3. 完成 定理 17 的 第 二 种 情形 (8 二 1{mod 4) für B8, 
4. (2) 证 明 ; IEXCICÉCBCHTEUS REB GE SL o 是 代数 整数 , bof 
KEZ 中 的 整数 )， 
(b) 证 明 : RAIRE ERRE EAE HADA RERBA 
35 35 y ar dn 
*5. RHQ 2, Dre Bot Pol C. 


814.9. 代数 整数 的 和 与 积 


这 一 节 来 证 明 下 述 结果 
定理 18 所 有 代数 整数 的 集合 是 一 个 整 环 。 
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下 面 是 定理 的 直接 推论 ， . 

推论 在 出 代数 数组 成 的 住 意 域 及 中 ， SOUS CAE I 44 9E 
DER, 

定理 18 AR EENE GERE REPERI BUE n 3n 25 
群 的 分 析 ， 如 果 o, …, n EERIE, RA G= Lo, sv] 
表 永 在 由 全 体 复 数组 成 的 加 法 狼 中 由 这 些 代数 数 生 成 的 子 群 中 . 
这 个 群 只 是 由 可 表示 成 形式 

ug Haw EAn (a, 是 有 理 整 数 ) (18) 
的 所 有 数组 成 ， 回 忆 一 下 , 在 由 世 生 成 的 加 法 循环 子 群 中 , 自然 傍 
frav—axedibenm "m. 

引 理 工 群 吕 一 [et aa] 的 任意 于 群 信也 可 以 由 NN 个 或 更 
少 一 些 数 生成 ， 

证 明 对 每 个 下 标 , 设 Gs 是 由 如 的 后 % 一 5 十 1 个 生成 元 上 生 
成 的 子 群 fp …, 0a), PVA Ga 是 由 所 有 形 为 vi 十 “十 Gav 的 和 
构成 在 名 的 位 于 给 定子 群 呈 的 元 素 中 间 选 取 一 个 元 素 

Wy = CDT Orti Veri H ot d Cab (19) 
使 其 中 第 一 个 系数 cs: 有 最 小 的 正 值 (这 是 可 能 的 ). 《如 有 果 对 每 个 
元 素 , 9; 的 系数 都 是 零 , ME 0. 3p Ew — B eL t EEG, 由己 
， 欧 任意 其 他 元 毒 , 它 的 第 一 个 系数 b, LRR baat l T 县 有 
一 个 非 负 余数 nan, WARTE wgw = ro t RERE G, 
Tn S rp, 并 有 非 负 的 第 一 个 系数 nus 它 小 于 最 小 的 正 值 ca Bier, 
—0, 十 是 G, PERS RR oh Ga 中 的 一 个 元 于 w 一 如 一 
FILED 

JXXFERGHCS n AER wi, ess ERRETES, 这 是 六 为 在 总 
中 任意 结 定 元 来 也 ， 我 们 就 可 以 找到 gq， 使 ww 一 wl Rik HF 


Q 这 个 如 让 车 有 了 肝 称 为 帮 - 措 ,因为 它 的 元 素 可 以 用 rb s RO RS. 
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t5, ** Uns 然后 又 可 找到 某 个 Gas Ew —g,w, — gw Aik To, t. 
$5, 锋 等 ,最 后 有 w= Eg. 证 毕 

引 理 2 数 外 是 代数 整数 当 且 侦 当 由 和 企 的 所 有 时 l, u, w, 
u, 生成 的 加 法 群 可 以 由 有 限 个 元 素 生 成 ， 

证 明 如 果 4 是 代数 整数 ， 则 它 满足 整 系数 的 % 次 普 一 方程 
AH. ATENEI w^ ARRE Q — 1, w o, uh! S6 — 25x, 
RAIRE u ART n KARERA, miii, bai — Jj 
ETHE u Ao EEXE PEOR SORORGKEMERBAS A oEXXS FRUI 
u SER 2 Bog. 

反 过 来 , 假定 由 l u u, ERRE GTH CO REE ne 
fev, 0. 年 成 ， 久 与 旭 的 任意 元 素 Dow HERDAR EG H) 
元 素 an, MARA RR www; 一 定 在 台中， 于 是 它 一 定 可 以 按 
隔 生 成 元 表示 成 Wei = gs 这 里 a EEY. AEREA f 


出 如 下 形式 的 个 ”的 齐 次 方程 

(a1; —8) vi Hita t 77 十 Giant 一 由 

G5, 0, F (055 —) 05 H- + -H 75,0, — 0, 

0,10; Fiata d- 5 d- (a4. — 9) 9,7:0. 
这 组 方程 有 一 组 不 全 为 零 前 解 ss vs, …， vn， 所 以 系数 矩阵 的 行 疾 
量 一 定 是 线性 相关 的 人 7.7 定理 13 AEiG., ARa ERE RTEA 
THE 4 一 好 , 这 里 A= (au). WA CETS, 所 以 它 的 行列 式 是 
Ẹ, TE 

| A—uI | = (—1)*u" E bai") e ba = 0, (20) 

XX HUC b, 是 整数 my 的 其 一 多 项 式 ， 因 而 它们 都 是 整数 ， 这 个 
方程 (320) 意 味 善 中 2 是 代数 整数 , 正如 引 理 中 所 要 求 的 , 


O ” 注 凑 ,根据 第 干 窜 的 意义 (20) 式 就 是 4 的 特征 多 项 式 。 
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BHE 2 的 结论 可 以 重 述 如 下 : 

推论 ”如 果 代 数 数 名 的 新 有 正 次 每 都 在 由 一 组 有 限 个 数 
Joe ga 生成 的 加 法 群 中 , 那么 中 是 代数 整数. 

证 明 Hi, m ut, e ERU EEG JH. 工 太 ,名 生成 的 群 的 
一 个 子 群 ， 因 此 根据 引 理 1 ， 这 个 子 群 8 可 以 由 它 的 有 限 多 个 元 
素 生 成 , 因此 根据 引 理 2, 数 % 是 代数 整数 ， iEn 

现在 回来 让 明定 理 18. 如 果 羡 和 ?是 代数 整数 ,我 们 应 指出 
uto 和 uw 都 是 代数 整数 ， 这 个 假设 条 件 意 味 着 所 有 的 备 ww 和 o” 
分 别 可 以 按照 有 限 多 个 割 L w nn uh FR luv, m !， XE, 所 
Ud A SE Cuv)! utvtn Qi v) FEBR SER, u, ov, W021! 
ERRIRE h, RERE H, uo 和 -Hu 是 代数 整数 , 这 正 是 
定理 所 要 求 的 . 


3 E 
1 通过 列 出 适当 的 整 系数 首 一 方 径 ， 胃 显 地 延明 下 列 各 数 者 是 代数 整 


(a) / 24/3, (b) ito, 
c) TEENS, 


2. (a) WEB]. nS s, sn, 在 全 上 线性 无 关 ， 那 么 在 G—L[os- 
va] 中 的 任意 有 有 限 指数 的 子 群 也 可 以 四 n AREE SR BU C ns, Wa HE 
Ls 
(b) 证 明 : ERRARTE S MERE ODAR. 
3. AER ncs cr. E Q LREES, SHADHUBSISUI 中 对 于 G— 
[on v] 的 子 妓 妨 求 出 的 那 组 基底 来 计算 妨 在 如 中 的 指数 .。( 操 示 : 或 出 
S 的 每 个 陪 集 的 代 由 元 .》 | 
*4. WEB. 群 G= [ou ,t+ 没有 不 同 于 群 的 无 限 才 链 . 由 就 是 证 明 : 给 
出 子 群 移 无 穷 序列 GSES eG, 则 存在 一 个 下 标 m. 使 得 S. mS mei 
一 品 -+s* 一 …。 《 握 示 : 把 引 理 1 应 用 到 全 体 群 5 的 并 .》 
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5. (4) 证 明 ; 包含 在 普通 整数 环 Zug Z Atam. 
fp) 列 出 一 个 包含 在 高 斯 整 束 的 整 环 ZL 订 中 不 是 Z[i)rni mein, 
*6， 证 明 : 如 时 代数 数 全 锥 足 一 个 普 一 多 项 式 方程 , 这 个 方程 的 其 他 系 
SO Sot EZ, uu e CENE 


$14.10 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 


为 了 说 明代 数 整 数 困 子 分 解 理论 ， 我们 更 详细 地 考 凡 最 简单 
的 精 形 ， 即 二 次 代数 整数 的 因子 分 解 ， 也 就 是 说 ， 我 们 考虑 
QC 3) 的 代数 整数 ( 象 定理 17 中 所 描述 的 那 种 代数 整数 ) 的 因子 
分 解 。 为 此 目的 所 用 的 基本 工具 是 范 数 概念 . 

范 数 的 公式 依赖 干 域 , 但 是 范 数 的 概念 在 所 有 情况 下 , 甚至 对 
于 高 次 代数 数 域 , 都 是 一 样 的 ， 本 质 上 , 范 数 是 通过 域 的 自 同 构 来 
定义 的 ， 根 据 定 理 GO, IRRA DAA pua b d 
+ 一 > 二 6 一 bv/ d, EI ig EOS SE P8 CE u. 

XX QG/d)si u=aHb/ d 6 ii N(u) Auth 
kde u AR uu; 


N (u) -uti— (a--b«/ d ) (a—b^/ d). (21) 
因为 对 应 ws 一 > 天 是 同 构 , wv —u- v, 所 以 
N (uv) —N(wu)N (v). (22) 


于 是 把 这 全 域 中 的 代数 整数 的 任意 分 解 史 = 二 转换 成 有 理 蓝 数 
N (wu) 4 N Qi) = 二 (Ww (v)。( 代 数 整数 的 范 数 是 有 理 整 数 ， 
见习 题 1. ) | 

范 数 的 性 质 基本 上 依赖 于 4 是 正 的 还 是 负 的 ， 也 就 是 依赖 于 
QWE) 是 实 二 次 域 还 是 复 二 次 域 。 如果 G<0， 则 入 (ww?) 就 是 
[u]2, 即 色 的 绝对 值 平方 ,除了 w=0 外 , 它 是正 的 ， 如 果 d->0， 则 
N(w) = 人 一 852@ 可 以 是 正 的 也 可 以 是 负 的 ,这 个 差别 出 现在 
Q (vv5) 的 单位 的 群 如 中 , 正如 我 们 将 看 到 的 
» 334» 


BÆI 代数 整数 WEQ d) Ae x x 5 NOD) 
+1. 

证 明 WA NOD- DL 此 外 ， 丈 (的 一 定 是 有 理 整 数 ， 因 此 ， 
如 时 对 革 - 一 个 其 他 代数 整 e oCQ GU d) ue 1, MAH N O- 
ND - N(Cu») 21, Bl N(u) — 1. Ext, An2 N(u)-wu- 
+1, 354 u(]] —1, PE uE QT) RAE. 

类 似 的 论证 可 应 用 到 一 般 代数 数 域 上 . 

EHA 1 和 定理 17 结合 起 来 ， 我 们 可 以 确定 任意 复 二 次 域 
QTd) (d>>0, 无 平方 因子 的 整数 ) 的 全 部 单位 .那么 Q(V 一 4) 
的 代数 整数 具有 形式 u— mna. (m, n€Z), 这 里 

^/—d,  4dzb3(mod 4) 


LUV, X de3(mod4) | 


相应 地 , u d 
m? 4- n?d, S4 dz53 (mod 4) 


(my 9 ams (mod à) 

28 dzb3(mod i H Bt 了 时 ,mm 十 Well HA m— 3, n=0 kt 
才 有 可 能 ， 同 样 地 , 如果 dens (mod 4) EL d>3, WA do»7, JE. 
N (yz >L Bk n0. BIOL ULEI QUTD AR 


能 是 士 I1、 这 就 证 明了 

ERII 站 在 不 同 于 士 1 的 单位 的 复 二 次 域 只 能 是 
Q TTI e QG/73), 

Q(V 一 了 ) 的 单位 是 土 1 和 ti; QG/-—3) B ik do Eos 


1 一 3 的 各 次 害 ， 是 六 次 本 原单 位 根 ， 


实 二 次 域 有 无 穷 多 个 革 位 , Hin HV 2 是 Q C 2) 的 单位 ， 
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因为 W(L+w 3)= 一 1 Bib 14 4/2 ER UCR (OM 2)**88 
BUBGSEIPAR dS Le PCBORERE BU SR, Z2 RE RES IAL PESE TRE 
AEME 的, 但 在 Q GS —5) dui imde AES UE, 例如 , 考虑 数 6 的 因子 
分 解 : 
6=2.3= (1--A/ —8) (1 一 人 /一 5). (23) 
如 果 Q (~ 一 引 的 两 个 代数 整数 和 2 满足 wv 二 6, IMAN GONG) 
一 (6)=36， 于 是 6 HAAT «u HERTE 2:3 的 真 因 子 , 所 以 
HE N (8) —2,3,4,6, 9, 12, 18 几 种 情况 需要 研究 ， 因 为 在 这 些 
情况 中 , N (9) 42: 9] 3g 18, 12, 9, 6, 4, 3, 2, 所 以 上 只 须 考 虑 &% 一 2 3，4， 
6 等 情形 ， 由 NOn 十 pv 一 5 一 mi 二 58? 容易 看 出 , 所 有 可 能 的 因 
子 都 已 列 在 (23) 式 中 ， 

在 上 述 例子 中 , 我 们 可 以 考虑 用 理想 的 莱 积 (如 $13. 4 中 所 述 ) 
代替 数 的 乘积 ， 以 此 来 补救 叭 一 因子 分 解 定 理 . 我 们 发 现 主 理想 
(2), (3), (1I 二 一 5) 和 (一 一 5) 都 不 是 素 理想 ， 相 关 的 素 理 想 
E P-(2,144/—8),Q—(3, LH —8), X Hired WE Z G/ 一 5) 
中 的 基底 米 描述 的 ， 这 些 理 想 不 是 主 理想 , 把 它们 平方 起 来 : 

—O P1— (4,24 24/—8,6) = (2) 
Q*— (9, 3--84/—5,6) = (8) 
这 表明 (2) 和 和 (3) 不 是 素 理 想 . 

为 证 明石 是 ZE 一 引申 的 素 理 起， 我 们 注意 ，(mm 二/ 一 号 
EP HHRH m+r=0(mod2), Elle ZEV —5]/P 只 包含 两 个 元 
Z, CE Z. REH s 13.3 定 理 6， 呈 是 素 理 想 . 类 位 地 ， 
Z4/—5]/0 E Z4, 所 以 如 也 是 素 理 想 . 

总 之 , 我 们 证 明了 ZE 一 5] 的 理想 (6) 具 有 分 解 成 素 理 想 的 
WE -ATARE = P. 

dif ERR Z[A/—5] vpdtkse iH D CREE AE D E 2 fU 
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是 用 以 说 明 ， 理 想 的 概念 怎样 可 以 系统 地 用 来 建立 代数 整数 环 上 
的 唯一 因子 分 解 定理 ， 而 遥 常 的 困 子 分 和 解 在 这 个 整 环 上 是 不 瞧 一 
的 ， 通 过 进一步 推理 ， 我 们 可 以 建立 “理想 论 基 本 定理 ”“: 在 代数 
数 域 居中 出 所 有 代数 癸 数 组成 的 整 球台 中， 每 个 理想 除 次 序 引 可 
以 叭 一 地 素 示 成 素 型 想 的 芭 积 。 特别 是 ， 整 环 的 每 个 代 教 整数 名 
确定 一 个 主 理想 人， 在 上 述 意 义 下 , 它 有 惟一 的 因子 分 解 ， 


习 RB 
1. (o) E; ERRET, FORCE Do E CREE X RE 
(b) WEB; WẸ usato d PEAH, WA NGD Xu 所 满足 

Gau naa ERAB. 

2. X& QU — 71h f ec deb n 

3. EM: DAQT Gik d>) 中 单位 的 个 数 是 有 有限 的 ， 并 证 
明 :人 饼 个 单位 总 单位 根 . 

*4. WEB]: 任意 结 定 的 代数 数 城中 的 金 体 单位 要 构成 循环 群 . 


5. URIEN ZCo GREEK. GEB o IENS (提示 dd 


B fep IE RESET ERU EIS 1 EAR.) 
*6. DERRER, £X HERD TEN N Ca) SCIRE: GM ase, 
N (a) RERO GN (ag) —N (2) N (B) 1 Gii) a gm aif £-60, dEÉE v du c 
使 得 a— By FL NO) NGD. 
(a) 证 明 : D 是 唯一 因 闻 分 解 整 环 。 
(b) 证 明 : 也 中 每 个 理想 是 主 理 想 . 
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第 十 五 章 “ 伽 罗 瓦 理论 


$15.1 方程 的 根 域 


历史 上 很 多 代数 学 家 试图 用 明显 的 公式 求解 实 多 项 式 方程 和 
(以 后 的 ) 复 多 项 式 方程 在 他 们 的 努力 下 , 求 出 了 一 般 的 二 次 ,三 
次 和 四 次 方程 的 “ 根 式 解 ” 这 些 求解 公式 我 们 已 在 第 五 意 推导 过 ， 
但 是 对 于 五 次 方程 , 多 次 想得到 类 似 的 求解 公式 , 结果 都 失败 了 . 

这 是 为 什么 ?其 原因 最 后 被 伽 罗 巨 (Evariste Galois 发 现 ， 
他 指出 一 个 方程 有 根 式 解 当 且 仅 当 与 它 祖 联系 的 自 同 构 肉 在 纯 和 群 
论 意义 下 是 “可 解 * 的 ， 这 里 所 说 的 自 同 构 是 指 由 这 个 方程 的 所 有 
祖上 生成 的 扩 域 的 ， 使 方程 的 所 有 系数 保持 周 定 的 那些 自 同 构 ， 在 
最 后 这 一 章 里 , 我 们 从 讨论 给 定 域 环 上 的 已 知 多 项 式 pCz) 的 所 有 
根 生 成 的 扩 域 开始 , 按照 现代 的 形式 介绍 佑 罗 瓦 最 本 质 的 论证 . 这 
个 域 就 是 所 谓 p(w) 的 “ 根 域 ", O 现在 我 们 正式 地 给 出 它 的 定义 . 

EX 五 的 扩张 上 信和 如 果 满 是 下 到 条 件 则 称 为 系数 让 下 中 的 匠 
(>D x $8 X 了 (ww) a (让 F(x) EN P TAM ALIE IR 
F fi) Selem) (au); Gi) NAF bibe f(x) 的 全 部 根 
而 生成 的 ;, PP N LE, t, Ua). 

如 果 f(2) 一 ax? 十 bz 十 clq 寺 人 0) 是 了 上 的 二 次 多 项 式 ， 它 有 共 


— ra . 
SERO u 7 IEND 486 5 2, dh fle) =O Ais AE 
成 的 也 的 单 扩张 KFU) SFe) (G0). 已 经 是 了 在 上 的 根 
中 有 的 代数 书 中 称 这 个 域 为 分 裂 域 ， 一 一 译 者 注 , 
Q us snis FGOOEHBIEIEBNUS fix =0 的 数 r, 这 个 # ERR FOOL, 
:538 = 


HR. RENA ui 0, 因此 FG EK =P u) PELA BUR AR 


性 因子 f(x) —a(z—12) (—9u). 
mE. SPPISCRGEÉPHAEGuSX,. XX £RYE-— BIGEWRGEORUIE S 
的 ， 例 如 , Q LATSDEUAGEGAG—5 RRN GE QUU 5, og B, 


YE) -Q UT, 2) 共 中 oo 一 二 LHC S 是 揽 三 次 单位 根 ， 由 


5 的 实 三 次 根 生 成 的 有 理 数 域 的 实 扩张 Q (O5) SQ] /za 一 下 
在 Q 上 的 次 数 是 3， 而 包含 5 的 所 有 三 次 根 的 Q@ 的 景 小 扩张 是 信 
-Q(U5,o). B?b oM ABD PR o toti=0, MARNE 
QU 5) 上 的 次 数 是 2. 当 我 们 把 29— 6 PURGE EE ERA 
REAR CREAR V5, 3/25, o, oA 5, o/25), 
于 是 它 是 Q 的 六 次 扩张 . 

可 以 用 已 知 的 单 代数 扩张 的 存在 性 得 到 一 般 的 关于 根 域 存在 
性 命题 ， 如 下 所 述 : 

ERI 任意 城 上 的 任意 多 项 式 都 有 一 个 披 域 . 

对 于 一 次 多 项 式 , 其 根 域 刚好 是 基 域 F; 因此 我 们 可 以 对 fw) 
的 次 数 用 归纳 法 ， 仿 定 这 个 定理 对 所 有 域 珀 和 所 有 n 一 1 次 多 
项 式 都 成立 , 并 设 p(x) 是 已 知 多 项 式 f(z) 的 在 记 上 一 个 不 可 约 因 
T. 根据 $ 14, 3 的 定理 S, 存在 一 个 由 Pp(z) 的 根 % 生 成 的 单 护 张 ， 
K=F(u). 在 及 上 , f(x) 有 根 如 因而 有 因子 5% 一 w， 所 以 了 (x) = 
(mug (a), E IODE Enl 次 多 项 式 ,根据 归纳 法 根 定 ， 由 
9(2) 的 w% 一 1 个 很 生成 了 上 的 一 个 根 域 入 ， 这 个 域 凡 也 是 f(x) 的 
T. 

RIMAE- YER), AHDEGEMRF LESE AED 
fG) 的 所 有 概 域 是 同 构 的 ， 所 以 说 它 是 ffz) 在 了 上 的 根 域 是 合 
理 的 - 
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附录 ”定理 工 可 以 用 来 ( 纯 代数 地 ) 构造 任意 有 限 域 或 可 数 域 
了 的 代数 完全 扩张 ， 如 下 所 述 ， 域 严 上 的 % 次 多 项 式 的 个 数 是 有 
限 的 或 可 数 的 , 如 果 也 是 可 数 的 ， 那 么 多 项 式 个 数 是 d d (d = 
无 限 可 笋 )、 因 此 五 上 所 有 多 项 式 的 个 数 是 可 数 的 (参看 8 12. 3 可 
题 1， 于 是 我 们 可 以 把 这 些 多 项 式 排 战 序列 (7)，J2 (7%)， 
Pala), ee. | 

现在 设 Fi 是 Pi (x) EF EUR, Fin GO Æ Pi UHR 
域 , …; 一 般 地 , 设 Fn 是 Pa GE Fue: 上 的 根 域 。 最 后 ， 设 总 " 是 
由 出 现在 其 中 一 个 可 中 ， 因 而 出 现在 F, 的 所 有 后 继 中 的 所 有 元 
素 组 成 的 集合， 如 果 a 和 JE F* 的 任意 两 个 元 素 ， 那 么 它们 一 
定 都 在 基 一 个 Fb, 因而 都 在 ,的 所 有 后 继 中 。 所 以 4-+5，ab 


MEOE F, 和 它 的 所 有 后 继 中 也 一 定 有 相同 的 值 , 这 就 表明 


F* 是 一 个 域 . 

为 了 证 明 FP* 着 代数 完全 城 ， 我 们 设 g(x) 是 F* 上 任意 多 项 
式 , 8(o 的 全 部 系数 都 在 某 一 个 F 中 ， 因 而 这 些 系数 在 五 上 是 代 
数 的 ， 那么 利用 8 14.5 定理 9, 我们 可 以 求 出 加 的 的 一 个 非 零 借 
A AGO, 其 系数 在 了 中 ( 见 下 面 的 习题 5)， 但 是 对 h(z)， 有 一 个 
适当 的 Fm, BOE F ni EURE Fm AGE 机 ,中 一 定 可 以 
分 解 成 线性 因子 ， 因 此 Cz) 的 因子 gE Fa 中 同样 也 可 分 解 成 
线性 因子 ， 所 以 g(x) 在 较 大 的 域 Bs* 上 也 可 以 分 解 戌 线性 因子 ， 
因此 Pt 是 代数 完全 域 ， 进 一 步 有 ，F* 的 每 个 元 素 在 瑟 上 是 代 
数 的 ， | | 
用 一 般 的 次 序 集合 和 所 谓 超 限 归 纳 法 来 代 趟 序列 ， 可 把 上 还 
推理 过 程 加 以 修改 0， 以 便 应 用 到 任意 域 了 上 ， 这 种 修改 建立 了 


(QD FAMA B. L. van dev Waerden, Moderne Algebra, Part I, Berlin, 
1930. CHRE: B.L.YERIAKRZE.JCÉEESE T, TAE, 科学 出 版 社 , 1965. ) 
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下 面 关于 代数 基本 定理 的 重要 的 部 分 的 推广 ， 任意 域 下 都 有 一 
代数 完全 扩张 。 


815.2 唯一 性 定 殉 


我 们 现在 来 证 明定 理 1 所 述 的 根 域 的 瞧 一 福 ( 精 确 到 同 构 ), 

定理 2 域 记 上 已 知 多 项 式 f(x) 的 任意 两 个 报 域 丰 和 N 同 
询 ， 站 到 页 ' 的 同村 可 以 如 此 选择 ,使 得 五 的 元 素 保 持 因 定 . 

证 明 “ 根 域 是 唯一 的 ?这 个 断言 实质 上 是 “同一 个 不 可 约 多 
项 式 的 两 个 不 同根 生成 同 构 的 单 代 数 扩 张 ”这 一 事实 的 直接 推论 
(§14.3 定理 6)， 特别 是 ， 不 可 约 多 项 式 P(x) 的 两 个 根 域 N= 
F Q5, 5, 8) f N' SF Qus, n us) 分别 包 含 由 PCw) 的 根 % E 
BER IR HA S" SE F Qu) Fs). 因此 存在 了 (4) 到 下 (wi) 的 同 构 
了 PP， 现在 内 需要 把 这 个 同 构 通 当 地 扩张 到 整个 根 霹 上 ， 这 各 扩张 
的 基本 方 话 由 下 面 引 理 给 出 . 

引 理 1 ROAF f DU 之 间 的 同和 铭 启 把 不 可 约 多 项 式 px) 
的 系数 映射 到 了 b S UR Xp Ge) A6 a t8 C, ER F(u) aa F'Qi) 
分 别 是 由 这 两 个 多 项 式 的 根 扩 和 Ww A xx 6 GA EE, 那么 点 可 以 扩 
张 成 FC) $| E" QU) t$ 8| 39 S", ARDA A TF, ust. 

证 明 Ha g 14.3 xk Z8 6 的 讨论 一 样 , 我 们 所 需要 的 同 构 
S* 由 公式 

(ag -l- a ia a E a a 
—ajS t (au + (2, 48) (i) 71 (1) 
明显 地 给 出 , 其 中 所 有 EEF, nA uF Lak, 

BIR? a XF£s F 的 同 构 三 把 多 项 式 了 (Cw) 映射 到 站 (ww)， 
HENDE 4e NOF gala fw) 和 六 (w) 的 根 域 , HIA EAS S C 
AF SE RUN E UN 85 [5] 45, 

A D CE m — DNEIHUARIRRIULIESBXAE[SE, m= 

. $415 


I 时, 这 是 显然 的 , 因为 这 时 如 已 经 扩张 到 INS 因此 取 ml, FE 
向 定 引 理 对 于 某 球 忆 上 次 数 小 于 各 的 所 有 根 域 叉 都 正确 ， 因 为 因 
>1, f(z) 的 根 不 全 都 在 中 ,所 以 fw) 中 至 少 有 一 个 不 可 的 因子 
267), 它 的 次 数 为 8>1， 设 4 是 gCs) 在 中 的 根 ， 而 在 给 定 的 同 
X48 ZR, B Ca) f' Co) HERE T. pe) 的 因子 , BB ZUR" 包含 
POA, PRR I， 给 定 的 同 构 如 可 以 扩张 成 同 构 S", 
满足 
uS*-w, [F(iu)]S*—P(u), 
»)-0, p» (w)-0. 
HANEEF LEN f(x) 的 全 部 根 而 生成 , Y 一 定 是 在 较 大 
的 域 F GD) ERIMASA ER, 所 以 六 是 fz) 在 Fw) 上 的 根 域 ， 


其 次 数 是 元， 根据 同样 的 理由 , N Jic f! (a) 在 F e) ERIR. E 


(2) 


A em, BIVARIRSIERBUUS AAIEGRE UI AA, (DARA S* 


可 以 从 FDP 334 N. XREN f [ER 2. 

两 个 根 域 六 和 N 都 是 同一 个 基 域 也 的 扩张 并且 5 是 了 到 
自身 上 的 重 等 映射 ,这 种 情 形 下 ， 引 理 2 XEBREN 5j IN" 辐 构 ， 因 此 
也 就 证 明了 定理 2， 


E 
L AW RFZlZmoEfEQ EDHRISBSE 


(a) xí—z2-x—2-—0, 

(b) “1—2=0, 

{c} z*'—7—0, 

(d) (z1—2)(2*—5) =0, 

2. EA: EP bEnjicéN EIFE LAES En. 

8. (a) 证明， 和 如果 Ent, MA QUA a"—1-010Q 
上 的 根 域 . 
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(b) Bi —3,4, 5,6 RE, TE SEI S, 

4. WEB): 圣 征 当 卫 的 任意 代数 完全 城 包 售 一 个 子 城 与 15.1 附录 中 
所 构造 的 域 同 构 . 

*5. Wb 98) 一 go 十 018 十 … 十 0a2r 的 系数 在 域 了 上 是 代数 的 , E: gn 
ERREF pH ERATA kO Bap]. GE: Wi gnum Fm 
a.) LRE 在 这 个 根 域 上 把 gop EREET rum EF Etg 
的 , HAET £9 Ey S E h E Gn) =la), ) 

6. 设 peQ[ ze [ESCE BURCH 9 S GR JPUE zt en ia e CHAR, 
证 明 ; QG, ^ 20 E pde Q ETUR EX, 


$15.3 有 M R 


RASH RER, 我们 可 以 得 到 所 有 有 限 域 (含有 有 限 
个 元 素 的 域 3 的 一 个 完整 论述 , 因为 特征 为 ce 的 域 总 包 售 一 个 与 有 
38 Ersk In EJHS ZG $ 13. 8 定理 145, 所 以 每 个 有 限 域 具有 一 
个 素 特 征 D. TUR EU, 我 们 可 以 假定 下 包含 模 卫 整数 域 ZO, 
§ 13.7 定理 12 HE. MATR PF E Zu 的 有 限 扩 张 , 所 以 在 
Zs 上 有 一 组 基底 t, e 如 ， 思 中 每 个 元 素 可 崔 一 地 表示 成 线性 
HA Daun. KEAT RA ik p 种 方法 在 Z HRR, BILL 
吾 中 总 共有 天 个 元 素 ， 这 就 证 明了 

定理 3 FEAP DEI AE IEE p. 

ERA a —- p" TOURS IRUR Fh, AETR gI 
阶乘 法 天， 那么 这 个 群 中 每 个 元 素 的 阶 是 q—1 的 一 个 因子 .所 
AFKE TERMENE t7 —1. 因此 加 的 所 有 元 素 aia, e, 
a 【包含 着 零 ) 满 足 方程 

zi—z—0, q=p". (3 

RRR ta) (ra) e aa) E aa AT RR 

些 三 子 是 互 案 多 项 式 , 每 一 个 部 整除 ee AARRE 
v 一样 , 4,35 d UCET M SUC. 所 以 我 们 得 到 
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axíi—z-íüx—a)(x-—a)--(z—a,. (4) 
因此 请 是 w* 一 z 在 Zs 上 的 根 域 ， 元素 个 数 相同 的 任意 其 他 有 限 
域 下 是 同一 个 方程 的 根 域 , 因此 根据 根 域 的 唯一 性 定理 (定理 2)， 
它 与 五 局 狗 . 这 个 推理 证 明了 

EEI 元 素 个 数 相同 的 任意 西 信 有 限 域 同 构 . 

下 面 考虑 这 样 一 个 问题 ; 实际 上 存在 哪些 有 限 域 ? 为 了 列 册 
一 个 有 限 域 , 3€ 1E REES str E zZ LARN. R 
们 现在 证 明 , 所 要 求 的 根 域 抬 好 由 这 个 多 项 式 的 爹 部 根 组 成 ， 

引 理 FAR rr 在 它 的 程 域 加 中 有 和 个 不 同 的 线性 
AF, 

用 反 证 法 来 证 明 ， 如 果 人 一 x 有 一 个 重 固 子 x 一 w， 我 们 可 以 
写成 如 一 5= (WY 一 区 29(X)、 比 较 它 们 的 形式 导数 (8 3.15189 75, 
我 们 将 有 

(a! —2)' —qat-1—1- —1, 
[(z—u)?g (2) = (x—wu) E29 (2) 十 (x—1) g' (2)3, 
因此 x 一 4 是 一 1 的 因子 , 每 出 了 矛盾， 这 就 证 明了 引 理 ， 

BH i, x* —a BRE wu on, wo 中 任意 两 个 根 之 和 是 -个 根 ， 
这 十 因 汐 ， 在 特征 为 Bp 的 任意 域 中 有 (9 土 间 ?二 qr? 士 5r， 所 以 和 如果 
a?" —a $1 b?" — b, 那么 

(atb) "=a" +b" —-al b. 
两 个 根 之 积 ab 也 是 一 个 根 , 这 因为 ababab. xit xEPH 
个 报 之 商 ， 类 似 的 结果 成 立 ， 所 以 2 一 和 的 所 有 8& 个 根 组 成 的 集 
合 是 根 域 六 的 一 个 子 域 ; 因为 这 个 子 域 包 含 所 有 的 根 , 所 以 它 实 际 
上 一 定 是 整个 根 域 太 .这 就 意味 着 ， 我 们 已 经 构造 出 含有 ?9 个 元 
素 的 域 ， 因 此 有 

定理 5 Jtg opty ian pE- AeA pg 
个 元 素 的 有 限 域 : 2 一 x= 二 0 在 上 的 根 域 . 
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根据 定理 4 和 定理 5， 存 在 一 个 下 本 质 上 只 存在 一 个 含有 p 
个 元 素 的 域 . 这 个 域 有 时 称 为 如 Y AGE GFO"). KARAR 
群 的 结构 可 以 完整 地 描述 如 下 . 

定理 6 在 任意 有 限 域 玉 中 ， 所 有 非 替 元 素 组 成 的 来 法 群 是 
TH, 

证 明 F HENERO RE g LRA, MEEDA 
4 一 1， 这 里 & 是 中 元 素 的 个 数 ， 为 了 证 明 这 个 群 是 循环 群 ， 
我 们 必须 求 册 了 了 中 8 一 1 次 本 原单 位 根 ， 它 的 低 于 9 一 1 1x 0938 88 
不 等 于 1 那么 本 原单 位 根 的 所 有 次 宕 跑 遍 昔 个 群 ， 为 此 , 把 g 一 1 
二 成 不 同 素数 窜 的 敢 积 

q—1-—9rpi--pr (0p «p p). 
对 每 个 卫 =pi, AP), 所 以 后 一 1 的 全 部 根 都 是 x71 —1 的 
TH. DDEERYSTE Fr. KARE = 的 所 有 P* 个 不同 的 根 
h, AR P'C ARRENE EIU —1, BIEAF Sob fa zn —1 的 
一 个 根 c=c;， 它 不 满 是 x” 一 1， 干 是 这 个 元 素 cf AFARA 
群 中 的 阶 数 为 pr。 乘积 cere, 是 9g 一 1 阶 元 素 ( 参 看 下 面 的 习 
题 8), XX EAE PEOR ERI. 

定理 7 4d ps EH —4 8 Eh aa, 

证 明 从 特征 为 jp 的 域 的 一 般 讨 论 中 我 们 知道 , th aat 
把 五 同 构 地 映射 到 它 元 素 的 P 次 办 组 成 的 集合 C513.7 定理 13). 
因为 这 个 对 应 是 一 一 的 , 所 以 I 个 元 素 a 怡 好 给 出 9 个 了 次 窜 , 堵 
么 它们 一 定 包 含 整个 域 了 .因此 ao 把 下 映射 到 整个 FF 上 . 

推论 在 特征 为 丘 的 有 限 域 中 , TO pK. 

有 限 域 的 另外 一 些 性 质 将 在 习题 中 筑 述 . 
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1. WEB]: 对 每 个 正 整数 #4 都 存在 一 个 Z, boniko fI, 
. 545 


3， 证明: && Z, 的 每 个 有 限 城 是 Z, o 
3. 证 明 : 有 限 址 的 每 个 有 限 扩张 是 单 扩 张 ， 
4. (à) 用 次 数 证 明 : GF(p 汶 的 任意 子 城 有 pw 全 元 素 , 这 里 m|. 
(b) 证 明 : fn min 352. (p"— D | Cp*— D. 
(c) Hi (b) HER: 如果 mn, 那么 GF (p*) 有 一 个 含有 p* 个 元 素 的 
PR, 

5， 证 明 :，p* 阶 合 罗 瓦 域 的 所 有 子 域 组 成 的 格 与 #4 的 所 前 正 园子 组 成 
PAGESA 

6. HEB]: dE GP(p9*rh B R ae—ar BIET39 n, 

7， 证 明 ， 加 果 吉 与 FF 的 特征 2$ 互 素 ， 那 么 在 上 存在 一 个 灿 深 本 原单 
TR. GEJ: 应 用 证 明定 型 6 时 用 过 的 方法 ， 这 个 方 基 可 以 诺 用 到 特征 为 
vopi EUr) 

8. WEH: 4EBIDUR EE, EAE o OERA ERATE pe, 这 些 元 
KRP corne, MEIE pepee (提示 : 指出 这 个 乘积 的 阶 
SUT MEER A EA d, RENE ) 

8. (a) 用 基本 原理 证 明 ， 摸 7p 的 非 零 整数 (在 Z, 中 ) 组 成 的 药流 群 是 
HAR. 

(b) UL £ cea ici QE» PORICRUDB, HAA REB: QO 
EQ Bon ERE RERE 9 — 1 阶 循环 者 ， C. 

10. (a) WEB: EMES =r HERA RR p, 由 完全 平方 组 成 的 集 

$sisxsEp RC 
(b) RIE: HER acs, 集合 S TI (a— S) HT Be s. 
Cc》 推出 每 个 元 素 是 两 个 平方 之 和 . 


815.4 4u T H # 

BEA CHE AHKERIA ERR, ELXR RT ez E 
系统 的 对 称 ， 例 如 , 复数 域 C 相对 于 实数 域 而 言 有 两 种 对 称 : 一 
个 是 恒 等 ， 另 一 个 是 同 构 Bi< >a 一 Bi 这 个 同 构 把 每 个 数 轴 
旗 到 它 的 复 共 罗 ， 这 种 一 个 域 到 自身 的 同 构 称 为 自 同 构 ， 一 般 
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填 ， 域 天 的 自 辣 构 多 是 集合 五 到 它 自 身 的 双 射 , 并 保持 和 与 积 , 即 
对 天 中 所 有 gg 和 #5, 有 
(a--b)T —aT--UT, (ob)T= (aT)(bT). (5) 
BS BIRDS fn T BSSEPA ST 由 是 一 个 自 癌 构 ， 并 且 自 同 构 
BEDS ARAS BIET. DOUG 
定理 8 AEKA B EL 3 e i Eae LR RR 4 XL— AM 
zm. 
REEFF, 并 考虑 这 祥 一 些 自 同 构 T, 它 对 下 中 每 个 元 
35 o, d aT—a. PRERE AAAF rtEfipoosSEUP AE, 
在 及 的 整个 自 同 构 群 中 , 它们 构成 一 个 子 群 , RAEE F ER A 
THE. Min, C 在 R 上 的 自 同 构 群 由 两 个 自 同 构 ge 十 于 < 一 >G 十 下 
和 act bi«—a—bi 组 成 . 
EX SCK LE Eo HAARE o PUE AARE 
Koap h FILAS fe 85 RE, 
AXES DUET ORENSE Q 三 的 自 局 构 群 , 但 是 
在 我 们 考虑 县 体例 子 之 前 ， 党 让 我 们 确定 代数 数 在 自 同 构 之 下 可 
能 的 象 . 
定理 9 AFAA EEES h 同 物 守 把 区 的 每 个 元 素 
w3e Ab EDugtF. L6)3t36 mg ur 
这 个 定理 断言 ，% WEHR 4 二 都 满 是 也 上 同一 个 不 可 约 方 
程 。 为 证 明 这 一 点 , 设 给 定 的 元 素 * 在 下 上 是 代数 的 , 它 满足 一 个 
E FIBEVE TRIES & 08 5377; Ep) —2z" Fb, iz" e 
56,—0. HZ) BIBEETIO GPS. JR BAT 
5, 固定, 因此 由 ple) —0 得 到 
(u^ cr b,-,u" idee EAT 
= (uT)* Fb. a QUTD)" EH e E Ba QUTD) 4b, 0. 
这 个 方程 表明 ,wT 也 是 p(w) 的 根 , 因 uT Ru pH, 
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例 1 考虑 有 理 数 域 上 的 四 次 域 中 ,下 一 QO 了 让， 它 是 由 
A/ 2 n ic STERA, 整个 域 下 是 中 间 域 下 =@Q(G) 上 的 二 次 扩 
张 ， 它 是 由 27-2 的 两 个 共 固 和 根 士 v2 中 的 任 帝 一 个 生成 的 . 
根据 $ 14. 3 定理 6, 存在 及 的 自 辐 构 S. d ZR ZZ, 3E 
保持 Q(i) 中 元 素 固定 。 也 就 是 说 , RRV 2 40—/ 三 在 代数 上 
没有 什么 差别 .， 态 作用 到 下 的 任意 元 素 4% 上 ,是 

(atb Z eitdv 23)8—a—b4/ 3 +ei—d 2i (8) 
X HUS PB SERERE l y T, 65 / Zi K f e 0o ACE 出 来 (参看 
§ 14, 5)、 通 过 业 似 的 论证 , FEA BIST, ERR QAG T) 
的 元 素 固 定 , 并 把 i 映 射 到 一 i。， 那 么 有 

(gto Z eitad y 2 T= 2 — eid 2 i, (7) 
BEAT ibd ip4pAg Ad SE un fi JtUs. RR ST 是 下 的 第 三 个 
自 同 移 ， 这 些 自 同 构 作用 到 2 和 i. 上 的 效果 可 以 列表 如 下 : 

8. 2> v2 T. Manet 


iri, if -—i, 
ST. Ad L (2o 2 
irpo —i, i—i. 


RNE, I S, TST EKE Q ES BUB PIE ht. 根据 
定理 9, EEH BL IU — EEV RAAE EZ, 把 
P WARESEUESEEE Ei. 恰好 有 四 种 可 能 性 , 就 是 上 面 表 中 列 出 的 4, 
S, 和 ST。 因此 品 作 用 到 生成 元 V2 和 i 上 的 效果 一 定 同 这 四 
种 自 辣 构 之 一 是 一 致 的 ， 因 此 它 作 用 到 整个 域 上 的 效果 也 是 一 致 
的 ， 于 是 =T 或 性 TT ST, 

这 毕 自 问 构 的 乘法 表 可 以 直接 由 上面 列 出 的 作用 到 和 v 人 和 
的 表 求 出 ， 它 是 

g= T=], ST=TS, (8). 


(C dq $14.5 pH, PUTTRT LAE IX T UB TE x5 - 2220-9 BR IR. 
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这 完全 象 四 和 群 的 滋 法 表 ( 见 8 6.7), FERDENE: QW T, 
1)f8 B eg ia gt ES Put US, T, ST} FRIES. 

XQ AX N-F(ueauu)Xx 5A fG)-G-u)vG- 
44,) 05 353, RAN AFE & EAE 26 23€ fO) —0 95 s 3 EL 
BL, Gp MG OEON ADF bep Yy ROG. 

TUTERA A S EENAA T, RIDETAN Fit 
i5. ANE JEF ERR MATHE STO R fa 
HRGS), HETARA ARAA R. Ae T B5 indu 
当 于 对 fw) 所 有 不 局 的 根 wis nsus 作 一 个 置换 s 所 以 

uif —u,,, MT =t EEN. (9) 
另 一 方面 , fcr d JE SE o RT VALE STA hus, 4》 
MXGkGE Fb. AA T DGu|BOX SER NIRE. MAH T 的 性 质 (9) 
TE PI 
[h(u;, e, 9,2]T = BT, uw T) 
—h(uys, tt gs )- 
这 个 公式 表明 , TPAR LAA esee d T 作用 到 根 上 的 效果 
确定 , 或 者 说 ， 由 置换 (97 唯一 确定 ， 因 为 两 个 宣 换 的 乘积 足 通 
过 相继 作用 相应 的 自 同 构 而 得 到 , 所 以 全 体形 为 (9) 的 置换 构成 一 
个 群 , 与 自 同 构 群 同 构 . 署 换 (9 只 包含 这 样 一 些 置换 : 它 柠 持 全 
体 根 之 间 的 所 有 多 项 式 恒 等 式 不 变 , 所 以 它 对 应 于 自 同 构 . 如 此 建 


ar Bg S RT TAB AT: 
定理 10 该 jg) &OF Ldtdo nik $3 AQ, CARAN 
PF, eL) PÈT k SE E) 85 AE UV n, 那么 FEE) 的 向 FAH 


G b & A7 E PL SD iH — ERR FOOD m ECRIRE ES 
uu, do HB. Td iX4RXTSGX. 
推论 dE Fon AS nF AQUI COO ago WO XR de. 


推论 2 naf AARG TER nl. 
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£12 Iq XEHSUHGERL7 B 2 —3—010& Q LETH 
的 , 并 有 四 个 根 m, ir, 一 — ir, ik Ri / —1,v—4 3 是 3 的 正 
KIRAR. dRER ON — QC, ir, — n, ~ir UREE r i 生成 
的 , 即 入 二 QCr,1)， 因 为 7 在 信 上 是 四 次 的 ,i 是 复数 , 因此 了 在 
实 域 Q(7) 上 是 二 次 的 ， 所 以 整个 根 域 广 在 Q@ 上 的 次 数 是 8. m 
1E 8 14.5 定理 9, 这 个 扩张 有 8 个 元 素 1, r,r’, r’, d, ir, irt ir? XJ 
-成 的 一 组 基底 ， 因 为 克 中 每 个 元 素 可 以 表示 成 这 些 基 元 素 的 线性 

组 合 ， 其 系数 为 有 理 数 ， 所 以 自 同 构 4 的 作用 只 要 甸 道 了 他 和 
iT, 就 马 干 完全 确定 了 . 

可 以 很 容易 地 构 进 出 疤 的 几 个 自 同 构 . BIN JE SR QC 
iig Gk, BIDDER —^4AdEN b 4g A FORE AEBIC S COE 
自 司 构 , 国 此 rT-—v,i7— —i 5)—35m, N 是 子 域 总 (区 的 四 次 
扩张 , 它 昌 元 素 7 生成， 根据 8 14.3 定理 6， 信 有 一 个 自 同 构 S， 
FE r RAAE RIRE ir, BEDA 73=iT, 访 二 i 得 此 得到 ,如 是 一 
个 自 同 构 , CRE nS? dr, i=], mi ra= —ir, iS?—i, 把 信和 
人 进一步 组 合 ， 我 们 得 到 久 的 八 个 自 同 构 ， 它 们 作用 到 生成 元 7 
和 + 上 的 效果 如 下 : 


把 了 映射 到 
把 i 映射 到 


i i 


我 们 还 可 以 计算 TS — SP, S* —'I? — I, MAAA A EHR — 
个 群 , 它 与 正方 形 对 称 群 (8 6. A)R. 3X 28 EL TEASE CURE Un 7 
RE, XXIBOUTEXE B HH- à enr Sl d9 36896 cipi. 
FE r RARR R 士 订 。 上 面 这 个 表 包 揪 这 些 作用 的 所有 八 
种 可 能 的 组 合 ， 

和 群 论 的 许多 概念 可 以 应 用 到 这 样 的 基 罗 EGE. Ain G 
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did B S HE o 3E HA DT, S, S?, S*T8O HRS? 生成 的 较 小 的 
FHL- SL THH EAA Ix, AR n 
城 QQ 六 中 每 个 元 素 不 变 。 较 小 的 子 群 亏 由 这 样 的 自 同 构 组 成 ， 
这 些 自 同 构 保 持 较 大 的 子 域 Qi 7) 中 每 个 元 素 不 变 ， 在 这 种 意 
LT, FERASH-RUSAIGOHOLOLXEUÉ LIHT 域 序列 QC 
QG)CQ(G, 5)CGQ(r)， 于 是 . 这 一 上 升 的 子 域 序列 给 出 求 
JEEL RU REIS AE ER ERG SIDE UR n a y Eat —1, y? 
=3, ?二 VB 的 根来 实现 的 ， 这 个 情 子 说 明了 伯 罗 瓦 群 的 子 群 对 
于 求 方程 的 根 式 解 所 起 的 作用 . 

自然 要 考虑 伽 罗 丽 群 的 同 态 .上述 群 如 的 每 个 自 同 构 避 把 + 
矶 射 到 士 宙 因而 把 域 Q(i) 中 每 个 元 素 映 射 到 同一 个 城中 的 某 个 
TE. 这 就 意味 着 ,Z 诱导 出 Q(i) 的 一 个 自 同 构 0U*， 这 里 U* 是 
3*]QCGO it 263E wol nb ER wU* —wU 来 定义 的 对 应 Ur 
U* E —^ds, CENAMA ARRU EORBUTE GTI QG) 
Ho EIEJHLEEBUNEG* E. [ui G* 只 有 了 两 个 元 素 : 但 等 映射 1* 
和 对 换 和 一 i 的 自 同 构 ， 进 一 步 ,D* 一 天 当 且 仅 当 如 保持 QG) 
的 每 个 元 素 趟 变 , 也 就 是 当 旦 仅 当 己 在 子 群 互 一 [TS 32 53] 中 。 
HUUG hill ie ais, CHRE H, AEH G" 与 商 群 G/ 五 
Su | | 


3 E 


L 对 QU, r) 的 所 有 子 域 组 虑 的 系统 而 一 个 格 图 . 
2， 通 过 证 明 z+ 一 3 没有 系数 在 Q 中 的 线性 因子 和 一 次 因子 来 证 明 ; 
44 一 3 在 同上 是 不 可 的 的. 
3. 把 xz: 一 3 的 协 罗 豆 群 的 每 个 自 同 构 玫 示 成 它 的 模 的 置换 . 
4. (a) 证 明 : w+ 一 3 在 QQ(i) 上 是 不 可 约 的 ， 
Cb》 描述 z+ 一 3 在 QC) Eft f E TCR, 

5。 用 站 本 原理 征明 :w+ 一 3 根 的 置换 : reir ire ir, — iri —r, 
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— rer, 不 可 能 对 应 于 一 个 自 间 构 . 

6. KE F—Q() 是 由 三 次 禾 半 位 根 吕 生成 的 域 ， 讨 抢 2 一 2 在 所 上 的 
JP GC BLA. 确定 这 个 根 起 的 次 数 , RACE RE EC BGB PLA E 
4 B HERR. 

7. 按照 可 是 6 的 内 容 讨 论 一 7 在 QUD. LENSER, XR i RER 
本 原单 位 根 . 

8. 证明: AURR M DEREI 

9. EY: ARCU cfCERGRSOR. WAO (dE EREM NLE 
群 ，( 提 示 : 任意 自 同 构 有 这 梯 的 形式 Ce) 

10. (a) 证 明 : 如 果 玉 是 及 的 扩张 , 那么 五 的 每 个 自 同 构 保 持 Q iot 


个 元 素 不 变 . 
(50 贺 述 并 证 明 对 于 心 征 为 2 的 城 有 类 位 的 绪 果 . 


819.9 可 分 多项式 与 不 可 分 杀 项 式 


由 于 存在 所 铀 的 不 可 分 不 可 的 多 项 式 或 不 可 分 元 素 一 一 即 这 
些 元 素 是 % 次 代数 的 ， 和 但 它 的 共 轩 Sca IR AUTE n—— fi P 
群 的 一 般 讨 论 就 变 得 复杂 了 .对 革 些 特征 为 p 的 域 ， 这 种 复杂 化 
就 出 现 了 , 这 可 以 用 简单 的 例子 加 以 说 明 ， 

WE Zu) dont p Seite Z 的 单 超越 扩张 ， 并 设 五 表 
示 由 tr 二 t 生成 的 下 的 子 域 Za), T F ei Ze 上 的 超越 元 
x: 的 所 有 有 理 形 式 组 成 ， 原 来 的 元 素 公 满足 五 上 的 一 个 多 项 式 
方程 fw) 一 wr 一 1 一 0。 这 个 多 项 式 fGMEF-ZQ() 上 实际 上 是 
不 可 约 的 , 这 是 因为 如 果子 在 Z(t) 上 可 的 , 根据 高 斯 引 理 (83. 9), 
在 t 的 多 项 式 整 环 世 [条 上 ,了 是 可 约 的 , 但 是 ， 由 于 fæ) 一 +? 一 
对 于 二 来 说 是 线性 的 ， 所 以 这 样 的 因 式 分 解 PC) - 9G, Eh, 0) 
是 不 可 能 的 .因此 f(x) 的 入 在 对 上 的 次 数 是 p. 但 是 f(x) 在 下 
上 有 国 式 分 解 

Fin Sae eey). (10) 
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顺 此 它 只 有 一 个 根 w， 并 且 4( 昌 然 它 的 次 数 P5 DET "EE 
MARKERTE. 
我 们 可 以 用 下 面 的 术语 来 描述 上 述 情况 . 
EX XFlI0s—4nikEfmJfn HA EARD 
A 二 FP 中 有 nt 个 不 同 的 要 ,于 和 必 称 它 在 域 玉 上 是 可 分 的 ; 否则 ， 称 
xX) 是 不 可 分 的 ， 吉 时 有 限 扩 张 正二 六 中 葵 个 元 素 在 请 上 都 满足 
一 个 可 分 多 项 式 方程 , 那么 称 及 在 玉 上 是 可 分 的 ， 
容易 检验 给 定 的 多 项 式 [a)na e Haan" 是 咨 是 可 
分 的 .这 也 就 是 , 首先 根据 公式 (参看 §3.1 习题 7) 
OET EREET DEE 1 (11) 
来 定义 fGD PD S, 5b e PC) SX Locas 表示 Oa B n 次 自然 倍 
数 ( 见 8 138.7)。， 如 果 这 些 系数 都 在 实数 域 中 ， 那 么 这 种 导数 与 微 
积分 学 中 建立 的 普通 导数 是 一 致 的 ， 从 形式 导数 的 定义 (11) 岂 
发 ,不 用 任何 极限 概念 , 我 们 可 以 推导 出 很 多 微分 尖 则 , 例如 
(x) = tg, fo) fo v fg, (PYS mfr, 
:等 等 ， 
现在 在 任意 根 域 立 上 把 六 w) 分 解 成 不 同 线性 因子 的 宕 
fG) = elamu) G—u,)" (ex0). (12) 
把 (12) 的 两 边 形 式 地 微分 , 我 们 看 到 ， 产 (o] 是 eei(—u0^71(— 
与 一 1 项 每 项 都 包含 (x 一 ww) 作为 因子 的 和 . 因 
此 当 el 时 ,7 一 aSk fF). e —313 时 ,x 一 wi db SE 
BRF. H ey …, e, 重复 上 述 推理 , 我 们 得 到 了 (x) 和 六 (xz) 有 公 
AT, 除非 emer = 一 es 一 1 即 除非 f(z) 是 可 分 的 ; 因此 fle) 
在 入 上 是 可 分 的 当 且 仅 当 f(z) 和 它 的 形式 导数 a) 是 互 素 的 . 
f(z) 和 (x) 的 最 大 公 因 式 可 象 第 三 章 中 那样 用 F[zJ 中 的 欧 
几 里 得 算法 直接 计算 由 来 ; 当下 护 张 到 较 大 的 域 上 , 它们 的 最 大 公 
: 国 式 并 不 改变 ， 于 是 我 们 得 到 
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ERI Gb f(ODXGAEOF Ldtd o8 A. BHDBEL Ege) GkGTLOE 
fw) 和 它 的 形式 导数 六 (Cw) 的 最 大 公 因 式 di) 0 — $URAS. 4 
X d(z) —1, 那么 (zw) 是 可 分 的 ;否则 f(z) 是 不 可 分 的 ， 

如 果 ffe) 是 不 可 约 的 ， 那么 除非 ftx) ERG AE 
g. c. d. (F), g(2)) —1, JEEL (wm) 不 能 整除 任意 较 低 次 的 非 零 
多 项 武 。 因 此 得 到 

推论 1 住 意 不 可 约 多 项 或 是 可 分 的 , 除 非 它 的 形式 导数 是 
&. 

推论 2 特征 为 oo 的 域 上 的 性 意 不 可 约 多 项 式 是 可 分 的 . 

这 是 因为 , 当 270, a, 2E0 EE, (8) —nx a i71 p 0, 

进一步 推论 是 ， 如 果 了 的 特征 是 co， 那 么 任意 次 不 可 约 多 
项 式 的 根 域 怡 恰 包 含 fæ) B9 m TR TRIB ESAE, d EL. 在 特征 为 
co 的 域 上 的 任意 代数 数 满 足 一 个 不 可 约 的 因而 也 是 可 分 的 方程 ， 
所 以 特征 为 co 的 域 的 任意 代数 扩张 , 在 上 述 意 义 之 下 是 可 分 扩张 ， 

推论 2 的 结果 对 于 素 特征 的 域 是 不 成 立 的 ， 例 如， 在 本 节 开 
始 所 提 到 的 不 可 约 多 项 式 f(x)=z? 一 ! 有 形式 导数 pxX2r-!=0. 


J3 a | 
L RARR 11 证 明 : Q 上 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 是 不 同 的 . 
2， 议 了 (人 是 有 理 系 数 多 项 式 ， 而 4(w2) 是 了 (2w) 和 于 (2) 的 最 大 公 因 式 . 


证 明 :， LCD Ie t3 fa) 具有 相同 根 的 多 项 式 ， CRATER. 


3. (a) ER: mE PG —0,354. FEER F EXTA. 
*(D WEH: 各 时 在 Z, Ef =, 那么 对 基 个 94w), 有 
fi = [g e] 

4， 证 明 : zs 一 2 在 Z.GD E RE RR BS. 证明: "Ed ER PC RE 
EHe ARR, 

5， 用 定 香 11 证 明 :; 当 gm p tj, e—a E Z, 上 是 可 分 的 . 

8. (38) 证明: 如 果 fOOdETESMRUE pii Lgau33 m f'G = 
* 554 


^f ZEE ID n, FG RI ELE XE, au deum 十 十 
(b) JEJE MEF EARR, PASSEN PURI ge H 
Fr) = [gin T. 
(c) Hb 证明: 有 限 城 上 的 每 个 不 可 的 多 项 式 是 可 分 前 . 
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"pr d Xi DR SUR fn TE ERAN IHRET B EE, MERI 
把 它们 叙述 成 定理 . 

定理 12 QE RD RBGnGA8 4e € EE e i e aE T e ey 
MR ok EC HF]. 

7E 8 15. 4 的 第 二 个 例子 中 我 们 已 经 淖 到 , 多 项 式 +* 一 3 二 0 的 
根 域 就 是 这 种 情形 . 

定理 18 在 可 分 多 项 式 的 根 域 NDF P, 在 到 的 (在 而 上 的 》 
念 罗 瓦 群 的 每 个 自 同 袍 之 下 保持 不 变 的 元 素 惟 怡 就 是 也 的 元 素 ， 

这 个 定理 告诉 我 们 一 些 关 于 佑 轴瓦 群 正面 的 信息 ， 因 为 它 断 
言 , 对 不 中 每 个 不 在 丈 中 的 元 素 a, 在 好 中 有 一 个 直 同 构 史 ， 使 得 
aT Ea, 

为 证 明定 理 12, $358 15.2 的 引 理 2, "dice OL EA RE 
扩张 性 有 关 。 注意 , 在 这 个 引 理 中 (不 象 $15,5 中 那样 )，F(zx) 并 
RER FOM di. 

引 理 4 815.2 8] E 2 PASAR Po) ACTA M 那么 F 
TARE m-—[pN:IF)ISRmRE834z434 89 2| N, 

这 个 结果 可 以 通过 对 台 用 数学 归纳 法 来 证 明 . RFA F r 
己 知 同 构 3 揭 任意 扩张 8*, 按照 (2) 式 把 根 和 映射 到 Pp'Cw) 的 某 个 
根 w， 因 此 号 的 每 种 可 能 的 扩张 可 以 通过 上 述 一 种 构造 而 得 到 . 因 
为 f(z) 是 可 分 的 , 所 以 它 的 d 次 因子 pe). AA d 个 不 同 的 根 
u, u' Bg d 种 选择 恰好 给 出 (2) 中 S* 的 4 种 选择 ， 根 据 归纳 法 假 
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设 , 每 个 这 样 的 38* 可 以 按照 号 = CN LPCu)] 种 不 同 的 方法 扩张 到 


N, 所 以 总 共有 可 瑟 } 一 各 种 扩张 ， 如 断言 所 述 . 
d 


如 果 fz) 二 (x) 是 名次 可 分 的 ， 在 515.2 引 理 2 中 我 们 令 
N—N', 上述 引 理 断言 ,也 的 重 等 自 同 构 了 恰恰 可 以 按照 训 种 不 同 
方法 扩张 到 并 的 一 个 自 同 构 ， 但 是 这 些 自 局 构 组 成 丈 在 盏 上 的 佑 
罗 瓦 群 , 这 就 证 明了 定理 12. 

最 后 , 为 了 证 明定 理 13， 设 G 是 可 分 多 项 式 的 根 域 N 存 域 了 
上 的 佑 罗 瓦 群 ， 而 下 是 驴 中 所 有 在 人 @ 的 每 个 自 同 构 之 下 不 变 的 元 
素 组 成 的 集合 ， 容 易 证 明志 是 一 个 域 ， 并 且 玉 二 F. 因此 G 中 每 
个 自 同 构 是 到 的 恒 符 自 同 构 了 到 六 上 的 一 个 扩张 。 因 为 入 是 KK 上 
的 根 域 , 所 以 根据 上 述 引 理 , FUETEEN tK] 个 这 样 的 扩张 , 而 根据 
Z1 JGUBUN:FIA É ES, BHELN:KI-LN:F] [Rob 
KOF, 所 以 这 就 推出 X —F, 证 明了 定理 13. 

上 述 关 于 扩张 的 引 理 还 有 另 一 个 推论 ， 即 根 域 在 下 述 意义 下 
总 是 “正规 的 ”. 

定 忱 ”十 五 的 有 限 扩 张 丸 称 为 在 如 上 是 正规 的 ， 是 指 如 果冻 
上 每 个 不 可 约 多 项 式 p(w) 在 四 中 有 一 个 根 , 则 它 的 所 有 根 都 在 
+, 

BU A EF ERAEN hi ARERR ple) 
在 上 可 以 分 解 成 线性 因子 . 

定理 14 玉 的 一 个 有 限 六 张 站 三 上 是 正规 徇 当 且 羽 当 它 是 下 
LASAR, 

证 明  ADENGEFOLRGEHUM. MAENPEREE— NT 
TE F PREZ u 并 求 出 所 满足 的 不 可 约 方程 p(w) 一 0， 根 据 正 
MEREL N 包含 p(z) 的 所 有 根 , RENES p(w) 的 根 域 寻 .如 
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JN DUST RC M Bock, 其 中 -… 个 元 素 v i REESE gle) 
=0, MAMRE ERKKI PORR, MESES AAN Ii 
数 是 有 限 的 , MAREEK RRR x. — IP EE RENT, 

反 过 来 ， 任 意 fGOBSBUAEONIEIENUM. (EC 某 个 多 项 式 
gz 在 末 上 是 不可 约 的 ， 它 有 一 个 但 不 是 全 部 根 在 不 中 ， 设 包 是 
pGBVIETN PRH, JpjE IB — TEN RESP w VS. E. 
满足 wT—w'BxbEz T RUE Few) 到 FF(w') 的 同 构 . SR 
TODE FQ») LARRI; 另 一 方面 , N =N (wE 由 fO) fg s d 
到 了 (w') 上 生成 的 ， 因 此 它 是 f(r)fk F(w') 上 的 根 域 ， 所 以 根据 
8 15,2 引 理 2, GM E T RDAS SE JR AN IN" 的 同 构 ， 因 为 全 保持 
基 研 下 的 元 素 不 变 ， 所 以 这 两 个 同 构 钓 域 和 NW' 在 上 的 次 数 
一 定 相 同 ， 但 是 我 们 已 经 假定 了 NW' 二 WCw') 是 驴 的 真 扩张 , 所 以 
N 在 下 上 的 次 数 大 于 站 在 吾 上 的 次 数 ， 由 此 矛盾 故 得 定理 ， 

如 昌 把 这 个 定理 证 明 的 前 一 半 应 用 到 可 分 扩张 上 【这 个 护 张 
中 每 个 元 素 都 满足 一 个 可 分 方程 ), 那么 所 有 用 到 的 多项式 p(x》 
和 YY(o] 都 是 可 分 的 ， 这 就 证 明了 

推论 歹 的 每 个 有 限 正 规 可 分 扩张 是 一 个 可 分 多 项 式 的 根 
r3 

特别 是 , 有 理 数 域 Q 的 每 个 有 限 正 规 扩 张 六 自然 就 是 可 分 的 
{定理 11 的 推论 2 ), 因此 它 是 某 个 可 分 多 项 式 的 根 域 . 因此 六 在 
Q 上 的 自 同 构 群 的 阶 恰好 就 是 歹 在 妃 上 的 次 数 [六 :QI]， 

伽 罗 艳 群 可 以 用 来 研究 对 称 多 项 式 的 性 质 ， 基 于 对 称 多 项 式 
已 站 5§6.10 中 给 出 定义 . 

EHHIS 4ON—F(w,.u)X dw nox T$ RA fx) 
部 入 个 报 re, ob 88 XL, GE E gn n ru) 是 而 上 天 个 未 定 
元 Ti X, 的 性 意 对 称 多 项 式 形式 . MAN GAE w= glue, 
Wn) 寿 基 域 下 中 ，, 

. 5357 * 


证 明 根据 定理 10, N hi? ERG 的 任意 自 同 构 了 ， 它 的 
“作用 相当 于 对 fw) 的 根 所 做 的 里 换钱 > we， gCa, n, Ba) HIET 
称 性 意味 着 , 对 于 未 定 元 的 任意 置换 , 它 都 不 变 ; 因此 

w I—M—KT —g(nuT, eu T) -g(u, ,u,)—w. 
因为 中 在 任 套 自 同 构 卫 作用 之 下 都 林 变 ， 所 入 根据 定理 13， 如 在 
-五 h, 
推论 任意 吕 个 未 定 元 的 对 称 多 项 式 ( 盏 上 的 )] 可 以 表示 厂 n 
个 初等 对 称 函 数 
gi-—i E» eec] 
Fa = ty | is | | CIR, (13) 
Op ENE Dn 
Ml dp IE GAGEOCF ra), 

ARESA SIREH n—3 情形 的 证 明 .， 再 上 的 初等 对 称 
H O, o M os 生成 一 个 域 区 = 了 Plo az 0s}， 由 原来 三 个 未 
定 元 生成 的 域 N =F Ce, ms， mE ARII, EE, NiE 
MI rt ws, 53 是 三 次 多 项 式 

Fia) = (x—2)(—2)G—2s) 
—a5— oN 二 Tw— 0s 
和 葛根， 共 中 系数 原来 就 是 (13) 式 苔 出 的 对 称 锣 数 . SERN TE 
K Emma REGE G. 根据 定理 10, 每 个 自 同 构 诱 导出 一 个 e …， 
-ga 的 置 柳 ， 四 此 根据 定理 15,ay, … zw 的 任 音 对 称 多 项 式 在 基 域 
Kip. AA K =F, 0203), 所 以 由 此 得 出 ;这样 的 对 称 多 项 式 
是 ct 02, Os RA ERS., 


Q 参 才 6.10 定 理 19 在 那里 部 述 了 一 个 较 强 的 靖 果 ， 
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3] 题 
i. XE BR 15 plith, EN: N=E (ttan sop EE LPE 
BAEZA eR. 
2. dE atete RTRA ZEA MAHAN, LTSA $6.10 
习题 7 和 8.} 
3. (a) IEH: 存在 城 丰 和子 域 BS WREEF ERWE EIE nik 
fit, 
(b) EH: 在 (ay 中 ,天 可 以 选 为 实数 域 的 一 个 子 域 . 《提示 : 利用 名 
个 代数 无 美的 实数 .) 
4. WE ncn n AAR zs nmm COFIA E DIG; x, 这 
EHRE E ici ED EX. 
(a) E: "Ep SE GREE EGGS Ba BIS HE o PE 
(b) SJ-F— 2 3A, 把 DD 明显 地 表示 成 多项式 系数 的 有 理 罚 数 . 
* (e) 对 三 次 多 顶 式 做 同样 的 问题 . 
5. LENA 如 果 下 在 了 上 是 正规 的 ,并且 FCLCEK, 那么 下 在 工 上 是 正 
规 的 . 


$15.7 EET 


JH JERRN PUEROS EE TREES. MAN RAA REEL B5 EBD 
BEAZ FORE RUXS a (对 吾 中 每 个 人 有 aT — a) tR N 
的 一 个 子 域 ， 特 别 是 ， 如 困 丸 是 任意 多 项 式 在 任意 基 域 瑟 上 的 根 
域 , JEHLH REN YE P. Eii E ICBERSTE CERE, 如 上述 结 论 也 是 正 
vam. 

定理 16 如 果 互 是 域 交 的 任意 有 有 限 自 同 构 群 ， 而 吾 是 由 所 有 
在 在 之 下 不 变 的 元 素 组 成 的 子 域 , MANAKE kaL: KJE 
£T HW. 

证 明 @ — ADHERE ns MARMER, IN 中 任意 % 十 1 个 元 

Q ”这 个 证 明 应 归于 现 东 (Artin? 教 授 . 它 包 含 着 这 样 一 个 思想 : MAAM 
群 具 不 过 是 有 限 容 同 物 群 , 与 基 域 设 有 明显 的 关系 . 
. 559» 


Feros cua EK ERREZ, MH m MERT 出 发 我. 
们 构造 %# 十 1 个 未 知 数 y; 的 2 个 齐 次 方程 的 方程 组 
gi Ce P) Ego) Ee + ya T) 0. 
Hin $2.3 定理 10, XXTERTJSPRIR TEN rh p — BU IRUTP y 92 
一 光一 加 一 0 的 解 ， 现 在 选取 最 小 的 整数 mm, 使 得 # 个 方程 
giCoT) + ga(esT) t yn Cmt) 0, TEH (14) 

还 不 CREME. KIRE yo e gs 是 由 下 的 元 素 组 成 的 , 并 且 除 常 
数 因 子 外 , 它们 是 唯一 的 , 这 是 因为 如 果 有 西 组 不 成 比例 的 解 ， 那 
么 通过 适当 的 线性 组 合 将 得 到 含有 m —1 个 未 知 数 的 方程 组 的 
H. 不 从 一 般 性 , 我 们 也 可 以 假定 入 二 1. 

MEPE p HERA AS S RACOR H E. AA TS 
=T 跑 遍 五 的 所 有 元 素 , 所 以 得 到 方程 组 

GS) Ce T) E Gua80 CeyT ) + er GsS8)(o 7) 0, T" CH. 
除了 方程 排列 的 次 序 外 , 它 与 (14) 是 一 样 的 .因此 78, rns gu db: 
是 (14) 的 解 , 并 且 根 据 解 的 唯一 性 ， 这 组 解 就 是 (go …， ym, 共 中 
t 是 比例 因子 ， 然 而 , 因为 如 =1, 态 是 自 同 构 , 所 以 总 S=1l， 于 是 
t—1. 我 们 得 出 结论 : 对 每 个 i=1,…, m, WAHREN S, 有 uS 
yo 这 就 意味 着 ， 系数 y. 属于 互 之 下 不 变 的 元 素 组 盛 的 子 城下 中 . 
方程 (14) 中 取 卫 = 工 ， 这 就 表 朋 元 素 c o Ca ERK b REH. 
英 的 ， 这 就 证 明了 定理 . 

根据 这 个 定理 ， 我 们 至 少 可 以 对 可 分 多 项 式 建 并 佑 罗 无 群 的 
子 杂 与 相应 根 域 的 子 域 之 闻 的 对 应 .这 个 对 应 为 把 已 知 方 程 的 根 
域 问题 化 为 平行 的 有限 ?项 罗 丙 群 的 子 群 癌 题 提 供 了 一 个 系统 方 
法 . 

定理 17( 人 如 罗 瓦 理论 基本 定理 ) 如 果 如 是 百 上 的 可 分 名 项 
A f(G) 9S AR HUN (de Y ELE, SR 24 EEG M6 q- EH de N FU 
APAK Heat HK, HEES z, pep oc 3E HO 
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—H(K)AXd Gp Fiol iK ono AA GAR, AX H 
CE, Rap S AESKA m5NCcp OG GE ROTEN dM 
自 同 构 之 下 保持 不 变 的 元 素 组 成 。 对 于 每 个 五 , 子 群 吾 (五 ) 是 六 
AK pé de Y ROSEQSES ER ACOT ON AK LALN: K]. 

证 明 对 于 给 定 的 五 , 这 样 来 描述 日 (K); 

在 五 (下 ) 中 SHARA 并 一下 对 五 中 所 有 5). (15) 
WRS AT HARPE MRR ST 也 共有 这 种 泪 质 , 所 以 集 
fr HCK)j& — P THE. SRN E Fz) 在 玉 上 的 根 域 , N 在 下 上 的 每 
个 自 同 构 一 定 是 久 在 了 上 保持 正中 每 个 元 素 不 变 的 自 同 构 ， 因 此 
"AETBEHCEK)mB. AARRE HOK)RNTER kiia E 
群 ， 如 果 把 定理 12 pHDCYGEA Bu P RH, 就 引证 明 HECK hp 
恰好 是 立 在 吾 上 的 次 数 ， 

两 个 不 同 的 中 间 域 五 :和 五 :确定 不 同 的 子 群 召 (下 和 
如 (五 3)， 为 了 证 明 这 一 点 , 选择 任意 一 个 在 K 中 不 在 K 中 的 元 
Ra, JFN K ERE ROCK) 应 用 定理 13… 这 就 可 以 断言 ， 
HOOK; By &RAEA- T BERE TAa, WA EEK P, MAAA 
HAT PER HORE D, TX HORE D H(K). 
我 们 现在 知道 ， 对 应 Ko HORE N BVSUH T SUR G DE 
些 子 群 之 问 的 充 射 ， 为 了 建立 所 有 子 域 和 所 有 子 群 之 问 的 双 射 ， 
我 们 必须 指出 EA TERRA HE) RHA hBr, E= 
KUDRE EM 17 中 那样 定义 : 
5 在 区 (五) 中 当 且 仅 当 B=& 对 互 中 所 有 S)。 (16) 
恨 据 定理 16， 有 [总 : 五 ]<%h， 比 较 (15) 与 (16) 我 们 看 出 ， 对 应 于 
K-—ECIDWIC THE HOR) 必然 包含 原来 给 出 的 群 吾 ， 而 根据 定理 
12, HOKOBOBEEEN: K]. HALN:K]Sk, 所 以 这 就 AERE 
如 (五) 的 阶 不 超过 它 的 子 群 吾 的 阶 ， Kie HCE)- HH. Anzi 
. 述 ， 这 就 完成 了 定理 的 征明. 
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AN DLE vp [B] BS BERE PH KCIBL CR Ae. CT IR E REGE 
包含 关系 来 说 , 它 是 一 个 格 ， 如 果 K, 和 五 是 两 个 子 域 ， 它 们 的 
景 大 下 界 ( 或 在 这 个 格 中 的 交 ) 是 交集 KA ES TÆ KE M E, 
的 所 有 公共 元 素 组 威 ， 而 它们 的 最 小 上 界 ( 或 在 这 个 烙 中 的 并 ) 是 
Ki VKo EEH K MK 的 全 体 元 素 划 同 生 成 的 六 的 子 域 . 例 
An, 如 条 天 :一 Ben 和 五 * 一 四 (oa) WERAYE, MA 它们 的 并 就 
是 多 重 扩张 FO v), l 

定理 18 MAF KE, Koei Ke E EO 17 p Mos 
的 对 应 KHI), HOT GE AQ Gk BpdrG 8 PE TEE SRX, 
的 将 上 上 ; 


* KCK, 可 推出 HOKQIHK,, (17) 
HOK4N K:))  HOK OY HCK3), a8) 
HCK QKE) — HCK,) N HCK3). (18) 


特别 是 , 仅 由 单位 元 束 组 成 的 子 群 对 应 着 整个 正规 域 . 

这 些 结果 表明 , 这 个 对 应 把 包含 关系 颐 倒 过 来 , 把 任意 交 映 射 - 
到 并 ， 并 且 把 并 映射 到 交 ， 具 有 这 些 性 质 的 两 个 格 之 间 的 任意 双 

为 丁 证明 这 个 定理 ， 我 们 首先 注 谷 ， 对 应 于 域 玉 的 群 的 定义 
(25) BI, 对 应 于 较 大 子 域 的 人群 一 定 使 更 多 的 元 素 保持 不 变 , 因此 
这 个 群 就 较 小 ， 这 就 得 到 (17)。 变 和 并 纯粹 按照 包含 关系 来 定义 
CAL, 8 11. 7), ERE BURCH CER, 使 包含 关系 颠 刚 的 双 射 一 定 把 交 
与 并 对 换 , 这 就 是 (18) 和 (1I9) 式 所 新 言 的 。 

RIER T MERE- ik REA. 

定理 19 3x NOKOPFUEBKGRE Leg GLGHE n Bec 
THa Ed EE HOAN bi Y ELS GENUIT TES 4a KA n3 
的 , QR K REGE gd € AGRK hue GUHOK)DSS. 

这 个 定理 的 结论 已 经 在 $15.4 的 末尾 解释 过 了 ,那里 所 举 的 
* 562» 


例子 是 这 个 定理 的 特殊 情形 . 


3 H 

l. (2) 证 明 : hu H RiEENESIDES RES, WAPARE N 

SIS B I D TPRERETT Re DS Se 3C HIN B9 — 4 3-44 E, 
(b) ER: NER TEK LAEM, 

, 2. 对 Q ERR QG2, D, Sc SERERE RO HR IS TRAR, 

3. XP 8 15. 4 中 所 讨论 的 z*— 8 MRI, BST 2 相同 的 问题 . 

4. 证明 : HOD TEG rod CR E dE FE fret. 

5. ER: IRNRELFuas rise, NA NF: 
间 域 个 数 是 有 限 的 ， i 

6. W: NF ZEROA H FE E E. 

7. 证明: 如 果 玉 是 特征 为 ~ 的 域 了 的 有 限 扩张 ， 那 么 有 和 也 之 同 的 中 
向 城 个 数 是 有 限 的 . 

*8， 证 明定 理 19. | 

"0. EEMI? 意义 下 的 两 个 子 域 KS 下， 如 时 存在 久 在 六 上 的 一 个 
ARTH 龙 , 映射 到 正则 称 K, 和 K E, EN: K mE RE 
85:5 BLESS TIE (KT H GC) UREN, PEE (US HK m HOC JE 
G HARTI). 


815.8 三 次 不 可 约 方 程 


怕 罗 瓦 理论 可 以 用 来 证 明 ， 关 于 用 根 式 解 方 穆 的 省 种 经 上 典 问 
题 的 让 可 解 性 .作为 这 个 方法 的 简单 例子 ， 我 们 来 考虑 有 名 的 具 
有 实 根 的 三 次 不 可 约 方程 

一 个 三 次 方程 可 以 取 为 如 下 形式 ( 见 §$5.5C(17) 式 ) 

f= py t= OG 7-90 —), (20) 
读 方 程 含有 实 系 数 PAg 并 有 三 个 实 的 或 复 的 根 所, Yoye. 系数 
Pu g M ARAROA ER A RH BG 因为 当 把 (20) 乘 出 来 时 ， 我 
ER 
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0=# +y t Va, 2—4:81 His I gas, qs (21) 
引进 三 次 方程 的 判别 式 是 很 重要 的 , 它 用 下 面 的 公式 来 定 羡 : 
D=[ (pyy) (22) 
尾音 两 个 根 的 置换 不 改变 D, 所 以 DD 是 yi, ga 和 六 的 对 称 多 项 式 . 
根据 定理 15, 可 推出 加 可 表示 成 域 了 =Q(p, 9) 中 的 元 素 ， 了 是 由 
系数 了 和 q 生 成 的 ， 这 个 表达 式 象 # 5. 5(24) 中 的 一 样 , 是 
D=—4p— 27g, (23) 
这 个 等 式 是 yo vo gs 的 多 项 式 恒等式 ， 并 可 用 方程 (21) 和 (22) 直 
接 验 证 . 
定理 20 ALR ki 5p Xx cokÓ ddp *XH; 如 果品 = 
O, AESA S AGE AIR TE 89; 如 果 DLO, RI EAE GE RARE, 
RETRA iio at adt DHADE TEASE, MTE 
验证 我 们 的 定理 . 如 果 所 有 的 根 都 是 实 的 , D 显然 是 正 的 ; 而 如 时 
WAR, B D0， 最 后， 假定 一 个 根 y = 二 9 十 了 i EEG 
0), WAACHE RHE 妃 二 6 一 Bi 也 一 定 是 一 个 根 ( 8 5. 4)， 耐 第 三 
ARERR, (22), gyu— gi (ad bi) — (abi) — 2bi Eai 
数 , 而 
Gi —93)(5 — Ya) = Gig (rt —4:) = 0n — 16" 
EAk, BRULDAIBUXL DELE SB we te gu ER Ch jH 
的 几 种 可 能 情形 . 
定理 21 如 果 三 次 多 项 式 (20) A FQ g E39 és, 
有 根 us yas ga 和 判别 式 D, 那么 它 的 根 域 F Gn, Yo yo 是 FO D, 
i). 
证 明 根据 也 的 定义 (22), 这 个 根 域 一 定 包含 VD, REAR 
下 证 明 根 wo ga 包含 在 域 K — FO D. yot. EREK H, KAE 
次 多 项 式 有 一 个 线性 因子 y 一 各 , 所 以 剩 下 来 的 二 次 因子 
Cy —gi (gy —ga) = y —(yad-ya)y T yas (24) 
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"ug XHomd Ko, Ey ACOH, W ydy) E 
中 , 所 以 

D 
ty yy — . 
在 下 中， 全 是 02) 的 系数 I ERI. Bios etn f s 
gs BEK h, BREL ga Rr gs BEE vp, XX EIE] T 2E IL 

现在 考虑 在 其 系数 域 上 是 不 可 约 的 三 次 多 项 式 ， 它 有 三 个 实 


R. $ 5.5 的 公式 (19) 给 出 这 些 根 是 8 二 z 一 起 , 其 中 


—8s— 


3 p mn 
=i + 务 = 一 + 一 让: 
CRRA T. D i338 35023). ) 因 为 这 些 根 是 实 的 , BEA D ARE 
的 (定理 20), 因此 上 面 公式 中 的 平方 根 是 虚数 .， 干 是 ， 这 个 公式 
是 通过 复数 结 出 实 根 如 
多 少年 来 , 这 被 认为 是 这 组 公式 的 一 个 严重 缺点 , 并 有 很 多 数 
学 守 尽 力 寻找 求 三 次 方程 实 根 的 其 他 只 包含 实 捐 式 ( 平 方 根 , 立方 
根 或 高 次 方 根 ) 的 公式 、 但 是 这 种 探求 都 落空 了 , 这 是 由 于 下 面 定 
理 的 缘故 . 
定理 22 如果 一 个 三 次 多 项 式 有 实 根 , 并 在 由 它 的 系数 生成 
HA F — Q(p. 2 上 是 不 可 约 的 ， 那 么 不 存在 求 三 次 多 项 式 实 根 的 
ARAA, 这 个 公式 是 通过 而 上 的 实 殷 式 来 表示 的 ， ， 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 更 普遍 地 讨论 根 式 Ya 一 号 的 性 
Wü mm RA HG MUR more, 那么 a^ — (a7)*, 等 等 , 所 以 任 
3B CRT EL ud ik — xo 3E dE SESS 94. 在 后 面 的 情形 中 , 我 
们 可 以 确定 通过 添加 一 个 根 式 所 得 到 的 域 的 次 数 . 
5E ZACK Lir) KIAMA ra AELA 
D 实 域 是 搞 共 元 素 为 实数 的 任意 正 ， 这 个 引 理 对 二 任意 域 都 是 正确 的 , 当下 的 
特征 是 7 时 证 明 必 须 稍微 修正 一 下 . 
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TH, REAKTAR, 
证 明 把 次 本 原音 位 根 志 添加 到 E 上 , AUG EIE -a f 

一 个 根 4 灌 加 上 闪 ， 所 得 到 的 扩张 及 (E，W) 包 含 多 项 式 x' 一 9 的 
了 AH u, Cu, Du, or, Eu, 因此 世 是 这 个 多 项 式 的 根 域 , 这 个 多 项 
式 有 因子 分 解 式 

t'-—a--(z—u)(z—tCu)(z-— Cu) (z—£'7lu), 
Jgiutzt—afkEK LAERA mar 的 真 因子 9(xw)， 那 么 这 个 因子 
g(w) 是 2 一 6 在 下 (5,4) 上 的 _ 个 线性 因子 之 积 ， 所 以 9Cw) 中 的 
常数 项 5 是 rh 个 根 Ew 的 乘积 ， 因 此 = eu”"， 对 某 个 整数 ELE 
且 有 

br — (£u)! = CE = (a?) "—a*, 
由 比 我 们 可 以 在 正中 求 出 4 的 ?次 和 根 ,这 是 因为 marbr 互 素 ， 
于 是 存在 整数 * 和 上 使 得 sm 十 17 二 1($SI.7(13)), 所 以 
ü 


a'"* 


s[35a— (b*a^*. 于 是 由 wr 一 9 在 及 上 是 可 约 的 这 一 假定 得 出 x* 一 a 
在 下 由 有 一 个 根 bat, 证 毕 
”我 们 现在 可 以 证 明定 理 22， 为 此 , 假定 这 个 结论 是 错误 的 . 那 
全 这 个 三 次 客 项 式 的 某 个 根 可 以 通过 实 根 式 表 示 , 这 就 是 说 , E y 
ETR L= a, Vo, "p, R LEEF LRR E 
Xu. GADEER, PAREZ DISinsOx4B EASGBD—4- 
SOREK-LG/D). 根据 定理 21, 这 三 次 多 项 式 的 金 部 根 都 在 这 
个 域 中 ， 所 以 它们 都 可 以 用 含有 实 根 式 的 公式 表示 .， 域 区 可 以 由 
有 限 多 个 根 式 得 到 ， 如 果 首 先 添 加 ~ 如, 这 就 相当 于 说 , KETE 
域 的 有 限 链 中 最 后 一 个 

FOCE, CECR; CCK, =K, 7 (25) 


bata "an 


共 中 
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K= Fi D), E; = Ka 一 1 n— 1, (26) 
这 里 每 个 9; 在 KE, p, 每 个 7; 是 素数 ， 去 掉 烙 外 的 成 ， 载 们 可 以 


BUESUB a UTERE K h, WRI, IRER oa, EK, 
上 是 不 可 约 的 , 因此 Ea KRELL K] ra 

根据 振 定 ， 三 次 多 项 式 的 根 在 中， 它们 并 不 在 五 中 或 者 
(VD) 中 ,这 因为 三 次 多 项 式 在 上 是 不 可 约 的 。 那么 在 链 (25) 
中 存在 第 一 个 包含 三 次 多 项 式 的 一 个 根 ( 比 如 说 0 R5 Cua 在 
-TRKE E, 已 知 的 三 次 多 项 式 一 定 是 不 可 约 的 ， 如 果 不 然 ， 
CE K; 上 将 有 线性 因子 y 一 ,这 与 玉 ; 不 包含 任何 一 个 # 这 一 
事实 相 蔬 盾 ， 那 么 扩张 


| Ein Kyla), G-0;, ?=Fy (27) 
的 次 数 是 7, 并且 和 包含 一 全 元 素 gu ps 在 五 ; 上 的 次 数 是 3， 根据 
814. 5 定理 9 的 推论 3 有 31r, 所 以 素数 * 一 定 是 3 于 是 我 们 在 
《27) 中 讨论 三 次 根 V a AIR E 是 在 KE n yii HER 
的 ， 它 包含 w D, 因此 根据 定理 21， 它 包含 这 个 三 次 多 项 式 的 全 
WE. HA Ka. 是 给 定 的 三 次 多 项 式 在 K; 上 的 根 域 . 根据 定 
28 14, 它 作为 一 个 根 域 , 是 正规 的 ， 国 为 它 包 含 E; 二 不 可 约 多 项 


式 洛 一 4 的 一 个 很 吐 , 所 以 它 一 定 包含 这 个 方程 的 全 部 根 ， 其 他 


两 个 根 是 oat 和 ota, BID Kj 也 和 包含 三 次 复 单 位 根 w， 这 与 
KCE 是 实 域 的 假定 相 违背 ， 定 理 证 完 . 


(?"» 
L REANA). 


2， 依 据 定理 21 的 方法 , Manav DERI CR ULT ET AA 
m. 
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*3， 三 次 方程 的 讨论 , 有 哪些 可 以 应 用 到 Z, EE TIUS RI. 

L 证明 : 一 个 多项式 s" 一 a， 和 如果 在 特征 为 oo 的 霹 上 有 次 数 与 #4 耳 
ZORAT, 那么 它 在 中 有 根 ， 

5， 证 明 : 如 果 也 是 特征 为 co 的 城 ， 它 包含 所 有 和 % 次 单位 根 ， 那 么 次 数 
CP (9):F]& n ISIH T. 

6. XgE-HCRUSIEDEAQ0) E F-Q. o EUR P REG, 证 明 : 
n3 D J& F f — 4 Mc 3E- WA C JE Ae REG AERE, 否则 它 是 对 称 群 . 


815.9 五 次 方程 的 不 可 解 性 


在 本 节 中 , 瑟 表 示 复 数 域 中 包含 所 有 单位 根 的 一 个 子 域 , KE 
示 罗 的 各 种 有 限 扩张 , 


1 ` 1 
假设 下 =Fla ) 是 由 卫 和 aEF 的 单个 7 Dolar d ag X GR 


r 是 素数 ， 象 在 第 五 之 那样 ，z" 二 a 的 其 他 根 是 Ca, ses, Ea, 
MOOR CARCER, 因此 它 也 在 五 中 ， 根 据 $ 15. 8 引 理 2 
除非 玉 ==F, 多 项 式 z+ 一 a 在 了 上 是 不 可 约 的 , 所 以 有 一 个 的 自 


1 1 
同 构 人 把 根 o7 0898 9] HE. an A A ARE I, S, 83,…, S17" 


把 of 分别 映射 到 方程 x" 一 a 的 每 一 个 根 , 因此 这 些 知 包 含 KK 在 
土 的 全 部 自 同 构 ， 王 是 我 们 得 出 结论 : 下 在 丙 上 的 甸 罗 瓦 群 是 
LEE: 
更 一 般 地 , 假设 正在 上 是 正规 的 ,并 可 由 了 通过 一 系列 单 扩 
张 得 到 , 每 个 单 扩张 只 是 在 前 一 个 下 的 扩张 上 添加 一 个 n; 次 根 得 
到 的 ， 这 就 意味 着 , 存在 一 系列 中 间 域 E, 
F=KCKICEKEAC:“CK,—K (28) 
满足 KK GO, KEEK. Pkt ROTIRE 
每 个 %; 是 素数 ， 我 们 把 这 样 的 及 称 为 了 的 根 式 扩张 ， 因 为 下 起 
正规 的 , 它 是 多 项 式 f(z) 在 了 上 的 根 拭 ， 所 以 它 也 是 同一 个 多 项 
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1 起 FOE KE, EARR HARREM 14) "EXE 豆 , 上 也 是 正 
规 的 . [RIETI E—. EK. 在 了 上 是 正规 的 .所 以 区 在 了 上 的 每 
个 自 同 构 诱导 出 下 ,在 了 上 的 一 个 自 同 构 ， 并 且 自 同 构 的 缚 法 也 
HE. 进一步， 根据 §15.23| 理 2, K 在 上 的 每 个 自 同 构 可 以 
PORRE EF bi~ AR. BIEI EEM EF bE E 
TER K EF EP n EERARA, KIRK $15.4 RENAE 
的 那样 ， 此 外 , EXEAT PNIS IL B. R K 在 上 的 值 等 自 同 
构 的 元 素 刚 好 是 由 至 在 K 上 的 自 同 构 定 尺 的 ， 这 就 表明 ， 在 这 
个 满 同 态 之 下 , 五 EFEM AE G/F ERRE GCR./P) 
E. AEG, /F) 与 商 群 GCE/FP) /GOK /K)). 同 构 把 这 个 结 
时 同上 一 节 的 结果 结合 起 来 , 我 们 推出 GOR  K 036 GOKC /P) iSi 
规 子 群 , 并 且 商 群 GCK,/P) 是 循环 商 群 , 

现在 对 = 用 归纳 法. 根据 定义 ,下 是 下 | 的 根 式 扩张 ;如 上 所 述 ， 
EEK, 上 也 是 正规 的 。 因 此 前 面 的 推理 可 以 再 应 用 到 G(K/K,) 
上 ， 证 明 G(KK/ 玉 2) 是 GCEK/K1) 的 正规 子 群 ， 它 们 构成 循环 商 群 
G (Kf )， 把 这 个 论证 重复 3 次 ,并 用 六 ,表示 子 群 G{E/EK)， 
我 们 就 得 出 下 面 基 本 结果 . 

定理 23 设 豆 是 盏 的 任意 正规 根 式 扩张 ， 那 么 羽 在 而 上 的 仙 
FRSEG GRAF SQ-GOSIOS,29- 98, Xd 
子 群 是 它 前 一 隆 群 的 正规 子 群 ,并且 商 群 S/S, GR SER, m 
S,4 3 I AX, 

XX GE BIK (EF ERWE EEG IET TAE XT FERH. 

EX —CESEG RECAP 5 Bde V 0,4 — ^ TE SV-G 
—8,258;2- 2M, —I f£ (E A 63 b, COS AE S 中 的 正规 
T 85 GDS, a / S, UR ERE, 

关于 抽象 可 解 群 , 有 很 大 一 部 分 是 知道 的 , 例如 , 任意 一 个 群 ， 
如 果 它 的 阶 可 被 少 于 三 个 的 不 同 素数 整除 , 那么 它 是 可 解 群 (波恩 
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Ata (Burnside)). HFA, SAAE CR- 
姆 森 (Feit-Thompson》). 然而, 我 们 只 满足 于 下 面 的 简单 事实 . 
引 理 ] 有 限 可 和 解 群 人 的 性 意 注 同 赤 莹 他 本 上 身 是 可 解 的 . 
证 明 设 有 一 个 象 可 解 性 定 多 中 所 描述 的 那样 的 子 群 链 。 
=GD8 D8; D e DS, =I, 35M 80— 0 ,81, S —I' J'EN 
AER., 那么 , 4 8,. AUR E Bud a Ay, 则 必 和 包含 ry = ay) 
$12) 71- ari Go, y E y! E Sr P Sc, 所 以 Si 
好 的 子 群 ， 进 一 步 , 如果 E SL. rh, m 在 总 中 ,那么 385 在 S. 
中 的 正规 性 意味 着 ara 在 S, i 中 ,因此 (oo = aray 在 
Sir. HA e WERE Si 的 任 蔬 元 素 ， 所 以 这 就 证 明了 总 在 
Sa 中 是 正规 的 ， 最 后 ， 因 为 S... 是 由 含 1 的 基 单 个 陪 集 的 各 次 
TECS,a)" — S a" ELI GS, / 是 循环 的 ), 所 以 Sa-i 是 这 个 陪 集 的 
RAAKT S, (2')" — (3,0 )^ Z8, TÆ 8, 1/5, EAR 
以 这 些 子 群 组 成 的 链 850512552 28,—1' 具有 使 多 是 可 解 
和 群 的 全 部 人 性质, 正如 引 理 1 所 要 求 的 .. 证 毕 
现在 让 我 们 来 定义 , 系数 在 卫 中 的 一 个 方程 fG) 0, 如 果 它 
PIIRE F PI EEK h, xTcETHDRGRxkTE F Desde domm 
Ha, RIAR T= 4€ F EaRACTARBU, 3005 895.5, 所 有 
二 次 方程 .三 次 方程 和 四 次 方程 , 情 襄 都 是 如 此 ， 应 看 到 ， 五 并 不 
要 求 是 正规 的 ， 而 只 要 求 包含 fOOdEF Ege. 然而 , 因为 可 
用 根 式 表 示 的 元 素 的 任意 共 轿 元 案 本 秧 可 用 闪 轿 根 式 表示 ， 所 以 
天 2) 的 根 霹 入 也 一 定 包 含 在 有 限 扩 张 K* 59K rh, K* YE F EXE 
Jung, AR FORSE SE, iX 区 * 包含 下 作为 到 上 的 正规 子 域 。 
Hik KES 在 上 的 每 个 自 间 构 仿 诱导 出 六 在 了 上 的 一 个 自 同 构 
Ai, T HOM ez L5, 是 满 同 态 。 这 就 是 说 ,下 * EF EREE 
HENNEF bun diis. 但 是 , 前 者 是 可 解 的 (根据 
定理 23), 因此 根据 引 理 1, 后 者 也 是 哥 解 的 ， 这 就 证 明了 
-570° 


定理 24 和 如果 系数 在 下 中 的 一 个 方程 Cx) 一 0 AE ALL RE 
的 , JR ACCU Be) SY ROGER REG, 

为 了 证 表 五 次 方程 不 总 是 根 式 可 解 的 ， 我 们 只 需要 抽出 一 个 
方程 ， 它 的 仰 罗 吾 群 不 是 可 解 的 ， 我 们 就 来 做 这 件 事 ， 首 先 我 们 
证 明 于 次 对 称 群 不 是 可 解 的 , 然后 再 列 出 一 个 五 次 方程, 它 的 伽 罗 
瓦 群 是 五 次 对 称 群 ， 

定理 25 ?个 字母 的 对 称 群 , 除 4 之 外 ,不 是 可 解 的 ， 

证 明 E G—5,55,05:2--28, 是 任意 子 群 链 ， 其 中 每 个 
子 群 在 前 一 个 子 群 中 是 正规 的 , 并 且 商 群 Ss-1/Ss 是 循环 商 群 , 我 
们 通过 对 s 用 归纳 法 来 证 明 , S, 一 定 包 含 每 个 三 字母 循环 ($j1). 
由 此 推出 Sce. 所 以 不 能 是 可 解 的 . 

因为 So 一 G 包含 每 个 三 字母 循环 ,所 以 我 们 只 须 用 归纳 法 证 
84, mE S, 包含 每 个 三 字母 循环 ， 那 么 5, 也 包含 每 个 三 字母 
ER. HEERE, MEEN A yE S- 中 ， 那 么 它们 
HERET y= g e dE S, 中， 为 了 看 出 这 一 点 ， 考 虚 
8,448, PRR Sy 和 祖 ， 这 个 商 群 是 循环 的 , 也 是 交 护 群 , 因 
此 在 8, 5/8, 中 有 

y! 2 ($)71(Q?) ST, 
这 音 味 着 ?ES,. 但 是 在 $= GIDI 9 — Cem) — PEPERIDE rh, 
RE i, jik EREM, D, m EGRE C RE CR: n Ji 
样 的 字母 是 存在 的 ), RITE l 
y= Gi) Gnkj) GU) Gem) = GjI)€S, 对 所 有 的 i, J, k- 
这 就 证 明了 S, 包含 每 个 三 字母 循环 , 这 就 是 所 要 求 的 . 

附带 说 一 下 ， 证 明 这 个 定理 的 更 明显 的 形式 是 可 能 的 ， 我 们 
知道 , E48 WE 4。 是 对 称 群 好 的 正规 子 群 ,所 以 存在 一 个 始 于 G2 
As BTE RE, 然后 我 们 可 以 证 明 交 错 群 ACH nz-74), fc rg 
革 位 元 素 之 外 没有 任何 正规 子 群 . 
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引 理 2 存在 一 个 ( 突 ) AGAR, UMP Y ASA AACUDGE 
证 明 设 4# 蚌 所 有 代数 数 构成 的 域 , 它 是 可 数 的 , 并 旦 包含 所 
Jürg. DUE, REAR $ e b dM 


代数 无 关 的 实数 mem. ERREI E AC, e, am) MEIR 
Oi c Os Æ mn .的 初 和 对 称 多 项 式 ， 并 设 F= Aon 90s). 
象 在 定理 15 B SPEE, 多 项 式 

fit) Pa totogi Fotos . (29) 


(EF DEUS IER B t e es 的 对 称 群 : 

由 引 理 2 和 定理 25 推出 , 存 含 有 一 切 单位 根 的 域 上 存在 一 个 
(E) 五 次 方程 ， ER M E TURPIS E UTER, 现在 应 用 定理 24, dX 
们 得 到 我 们 的 最 后 绪论 

定理 28 存在 ( 实 ) 五 次 方程 ,不 能 用 术 式 求解 。 


* HB 


1. WR: 兰 个 字母 的 对 称 群 是 可 解 的 ， 

2， 证 明 ， 任 准 有 限 交 换 群 是 可 解 的 ， (提示 : GERD feMcGcEGBGÉE 
HEID PH, ) i | 

3， 证 明 ， 如 果 有 限 群 怠 包 含 一 个 正规 于 群 N, EHNA GIN 都 是 可 解 
的 , PRA G Je vr RR, 

4. (a) 证 明 : TEDU4- E EAR, SFERA e ER I EJ 
ERTH, 

Cb) RD Ca) ARTERE: UT E EE T ARS, 

5， 证 明 : 和 任意 有 限 抽 象 群 个 是 茶 适 当 方 程 的 佑 办 n if. Cio: 根据 
饥 菜 定理 ,如 上 与 对 称 群 的 子 群 同 构 ,》 

*6, (a) 证明: x 二 6 的 伐 罗 瓦 群 其 蓉 在 不 包含 第 位 根 的 域 上 也 是 可 
HER, 


(b) WH: EM 24 H FLER TF, cpi ud Herd. ED 


7， 明 显 地 证 明 : ADAC PÉHRISU He WAREK HNK KE", 
它 在 下 是 正规 的 , 并 且 它 也是 也 的 根 式 扩张 ，( 上 面 定理 24 的 证 明 中 用 到 
了 这 个 事实 . ) 

8. WEB]. dnAP pA n dl (c KF (9) ,这 里 在 五 中， WA E 
EHn RERNI, K de Eo Un P RCECELAC OE SRQO. 

9. 证明， 如 果 全 是 有 理 数 域 ,了 是 (29) 式 表示 的 特殊 多 项 式 , WA f E 


E Qoi 0 EAS I SEUSSA Rm SE BECSERE HY, 
10. EN: 如 果 mL MARE Kn CEEUT EL GCI REIS. 
Ses, 


X BA BOR 
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数学 符号 
矩阵 (B,C 等 也 是 》 
转 置 矩阵 F[z] 
JERE f Rr ie 
HEROS Fee) 
F 上 优 射 群 
布尔 代数 G 
R 的 基数 g. 1. b. 
A i 
整 环 I 
系数 在 五 中 的 z 的 多 
项 式 形 式 jk 
XSUEDIBÉS zl 
项 式 国 数 
正 整 数 的 集合 的 基数 | K 
o(Z*) [E:F] 
n 维 欧 几时 得 空间 LG?) 
TRERABET, (i, 力 位 置 | Lu. b. 
的 元 素 为 1, Kd pr M,F) 
230 0 
群 的 单位 元 素 OQ, CP) 
域 ols) 


了 上 % -数组 组 成 的 空 


RI 

RRE F pige 的 多 
项 式 形 式 

RAE F Hh pye pA 
理 形 式 

群 

RAFE 

~ —1: pa 3 
恒 等 变 换 或 单位 矩阵 ; 
格 的 最 大 元 素 
四 元 数 单位 

环 中 的 理想 ( 顾 , 堵 等 等 
也 是 》 

感 

下 在 如 上 的 次 数 

了 上 全 线性 群 
BER 

F 上 全 阵 代数 

零 什 阵 ; 格 的 最 小 元 素 
D 

St S nici 

素 理想 ; dESERMABEE 


正 素数 
AES D io gii 
有 理 数 域 

环 

实数 域 

集合 ; 子 群 ; 子 空间 
集合 S 的 补 

子 空间 的 正 交 社 
线性 变换 
JBAEBE A 51H B5 A tE | 
变换 

uF LK 
条 量 空间 
HARRAN 
矢量 或 行 矩 阵 
共 斩 复数 
整数 环 或 整数 群 
Bin 整数 环 
正 整 数 集合 
矢量 
矢量 内 积 (点 积 ) 
矢量 外 积 (矢量 积 ) 
克 罗 内 克 尔 符号 


>Dgaom 


red 

变换 ; 映射 ; 函数 
SER 

求 和 


zi 


«c 


"r8|loeOxOrAAn?n 


RE 

空 集 

55, 并 (集合 的 } 

3€, 并 (布尔 代数 , 格 中 

的 》 

属于 ; 是 … 的 元 素 

包含 于 ; E- RTEA 

小 于 ; 真 包 含 在 … 中 

不 等 号 

EZT; EET 

张 量 积 

直 积 

直 和 

二 元 运算 

元 素 的 映 和 人 

集合 的 上 映 入 

无 限 ; ZO A 

相伴 

同 余 

IERE A 的 行列 式 , 也 记 

TE det A 

绝对 值 

矩阵 

a EE 

BOCK ZB C. c. d.) 

Tob. c. m.) 
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lud 

rig 
LH 
TCHAD dEGA 
二 该 型 

二 次 型 诛 准 型 
ZMN 
Luxus 
二 次 整数 
T-i&89-T- 9x fH 


三 次 不 可 的 情况 
ZAER 
三 等 分 角 
FRA 
EXIT 
子 空间 的 直 和 
EI 
TODE 
FED 
子 襟 

LR 
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nnary operation 
quadric 


conic 


quadratic function 


invariants of quadratic function 


quadratic form 


canonical form for quadratic forms 


rank of quadratic form 


singature of quadratic form 


quadratic integer 
T-eyclic subspace 


三 M 
eubic irreducible case 
triangle matrix 
trísection of angle 
subalgebra 
generation of subalgebras 
direct sum of subspace 
subring 
submatrix 
subset 
sublattice 
upper bound 


434 


361 


345, 384 


861i 
350 
345 
345 
350 
353 
534 
417 


474 
388, 385 
dazo 
453 
449 


下 界 
AE 


元 数 掌 
ERRO) 
五 次 不 可 解 性 
FEE 

不 可 分 多 项 式 
不 可 比 集 ( 侣 ) 
不 变 子 空间 
友和 矩阵 
互补 律 

"b ER 

反对 称 律 
Ed 

arc 

SUR VETE 

JU el ES 
MEERE 
3x2 20:48 


dn 
X 
主轴 定理 
未 分 配 律 
FEZ 
EW 
正光 变换 
EZER 
EZH 
半 闯 
半 序 的 包 合 


Jower bound 
unimodular group 


M 


metamathematics 
infinite set 
insolvability of quintie 
invariants 

inseparable polynomial 
incomparable sets 
invariant subspace 
companion matrix 
complementarity law 
midpoint 
anti-syminetiie law 
reflection 

distributive lattice 
bilinear form 

bilincar canonical form 
rank of bilintar form 
two-sided ideal 


五 mu 


principal ideal 

principal axes 

principal axis theorem 
semidistcitutive law 
positive semidefinite 
positive definite 
orthogonal transformation 
orthogonal matrix 
orthogonal group 

partial order 

inclusion for partial ordering 


480^ 
355, 403 
358, 370 
450- 
355 
353: 
$85. 
336 
336 
44E- 
448. 
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ERRE 
EATE 
EHR 
正规 域 扩 张 
dT 
平行 六 面体 
平行 六 面体 揭底 
平移 

PEE Eh 

ARE 

布尔 代数 
Jum 
布尔 代数 的 同志 
ag ag e 

3h AR EB BELLE 
可 分 党 项 或 

可 分 扩张 

DER ACE 

可 除 环 

DEI 
"ESO 


Hei 
HARER 
E EAA 
PoE E EE 
xpusam 

对 称 群 
HB THES 
HARA 
HAt 
+H 
dnikRE 
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diagram for partiai order 
orthogonal vector 

normal subgroup 

normal root field 

normal field extension 
paraliel 

parallelepiped 

base of parailelepiped 
translation 

left idéal 

right ideal 

Boolean algebra 
inclusion for Boolean algebra 


isomorphism of Boolean algebra 


Boolean function 


"Boolean function polynomial 


separable polynomial 
separable extension 
division algebra 
division ring 

solvable groups 
tountabie set 
üenumerable set 
involuiion law 
diagonaliy dominant matrix 
diagonal process 
symmetric polynomial 
symmetrie difference 
symmetric group 

dual isomorphism 
duality principle 
dualization law 

dual numbers 


additive group 


dd 
367 
562 
556 
555 


441 
553 
553 
474, 495 
480 
5698 
460, 518 
450 


483,519 

557 

481 

B71 

562 

447 

432 

475 

329, 490,032 


Er 
ahi 
Baa 
代数 的 
代数 扩张 
qm 
懂 数 洁 全 
TUR EE 
quide 
Ae 
wii 
和 代数 整数 的 唯一 因 式 分 解 
du 
SEE 
AES 


Ans Me 
jm 


并 不 可 说 
E. 


mmu 
Gh» 
Jk CX 
J EHE 
BEIGE 
d BG 
ABR) 
TRE ERE 
JAEN 
HAAR 
T 


inclusioa 

zeflexive law for inclusion 
transitive law for inclusion 
algebraic 

algebraic extension 
Blgebraicaily closed 
algebraically complete 
algebraic number 

algebraíc nomber field 
algebraic function field 
algebraic integer 

unique factorization of algebraic integers 
algebraic variety 

length of vector 


coordinates of vectors 


六 E 
Liouville number 
jein 
nnion 
join-irreducible 
intersection 
meet 


InEet-irredüucible 
commutative ring 
hemogeneous quadratic form 
khomogeneons coordinates 
finite extension 

finite Field 

finite set 

rational canonica! form 
rational] integer 

raiional function 


degree of extensian 


RETE 
dte efe 
KEER 
导数 公式 
HAR 

刚体 运动 
LARTER) 
SERE 
ARER 
WHL 
Dir zii 
At Tende 
puxxu 
迟 射 变换 
DEO 

B ipf AE 
dn Sn 
cmm 
容重 扩张 
TRA 
fixit sp 
FAA 
Be 


BFA 
PEE 

6e 

形式 早教 
ZAR ERU 
XUPPITLRTTS 
A 
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conjsgate subfieid 
conjugate algebraic mmbery 
conjugate diameter 
derivative formal 
congruence 

rigid motion 

complete set ef invariants 
total matrix algebra 

fuii linear group 

affine péometry 

affine space 

affine subspace 

affine independence 
affine ttanstormation 
affine group 

free Boolean algebra 

ring of polynomial functions 
polynomina! ideal 

iterated extension 
determinant 

product of determinants 
determinant rank 

natural multiple 


t Wm 


fully reducible 
universal bound 
elementary divisors 
elementary matrix 
centroids 

formai derivative 
Cramcer's mle 
Kronecker delta 
upitary Pesis 


Aaa 

再 变换 

BENE 

w cue 

PPARA AAE E 
VERE SET 

RTA 
CRRI 

体积 

WAR El 

LEER Og RETH 
Bu? TOR 

n3» E35 
LE T us 
Tp E 
连续 纺 的 基数 


单 扩张 
单位 
单位 元 素 
AR ME E 
SIRE 
SOM UBEE 
LEES 
车 当 标准 型 
mx 
Tk 

5 

E doa 
环 和 的 直 和 
KLEAR 
3p COD 
轻 小 多 项 式 


unitary space 367 
unitary transformation 368 
unitary mairix 368 
absorption law 434 
Hadamard determinant theorem 402 
adjoínt matrix $894 
cofactor 367 
division ring 180 
volume 387 
parador of Galilea 460 
fundamental theorem of Galois theory 560 
Galois fitld 545 
Galois group 549 
Hilbert’s basis theorem 493 
Hilbert Nullstellensatz 484 
cardinal number of continuum 484 
A F 
simple extension 502 
unit 523, 535 
unity 474 
simple linear algebra 494 
real quadratic form 851, 405 
real symmetric matrix 353, 359, 405 
Jordan matrix 427 
Jordan canonical form 428 
Van der monde determinant 381 
norm . 534 
ring 473 
homomorphism of a ring 477 
direct sum of rings 473 
Euclidean group 33r 
minimum 854 
minimal polynemial 408, 443 


RKE) 
HAB 
新 取 标 准 型 
ZIESXDA 
rhy AXE de 
RERE 

线性 代数 的 阶 
eme 
线性 型 的 标准 型 
线性 变换 

非 交 换 环 
非 齐 次 坐标 
dod BM 

饥 莱 -哈密 顿 定 更 


施 蛙 德 - 伯 恩 斯 坦 定 理 
fig 3. 
did m 

d BE 
ped trt 
Tan 

dE PEE 
Apa seg 
选择 公理 
RERA 

da gio d f 
结合 代数 
PER x 
Ld S E EUA- 
SE RS dE RE. 
A E BE d 
矩阵 的 直 和 
UICE M pm 
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maximum 

mükima] ideal 

disjunctive canonical form 
Lorentz transformation 
linear fractional substitution 
linear algebra 

order of a linear algebra 
lineat form 


canonical form for linear form 


linear transformation 
noncammutative ring 
nonhomogeneous coordinates 
cireulant matrix 


Cayley-Hamilton theorem 


A BH 


Srhroeder-Bernstein theorem 
critical point 

similarity transformation 
similar matrices 
consisteney principle 
canonical form 

normal unitary basis 
barycentric coordinates 
&xiom of choice 

division algorithm 

norm of complex number 
hypercomplex numbers 
minor of matrix 
invariants of a matrix 
decomposition of matrices 
trace of a matrix 

direct sum of matrices 


matrice polynomial 


412, 476 


HAE 
高 斯 整数 
高 斯 整数 的 哈 一 固 式 分 解 
高 斯 整数 的 欧 几 里 得 算法 
AGED X 
淮 来 有 理 标准 型 
ith e 

素 域 

tmm 
RIKEN 
TR SCHEME iS RE 
KEEGY 

AU e] 
真理 想 

原子 

ii 

格 中 的 补 
ich np kg 
EATA 
根 域 

38 i p a 
EPRA 
tit 

SHE veris 
射影 几何 
射影 平面 
射影 直线 
射影 子 空间 
射影 变换 
射影 群 

特征 

特征 方程 


十 5 
homomorphist of lattices 
Gaussian integer 
unique factorization of Gaussian iniegers 
Euclidean algorithm for Gaussian integers 
primary component 
primary rational canonical form 
cancellation jaw 
prime field 
prime ideal 
Hermitian form 
Hermitian matrix 
properly contain 
proper epimorphismt 
proper ideal 
atom 
lattice 
complement in a lattice 
jsomorphism of lattices 
solvable by radicals 
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